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Gerth Stglting Brodal
“Complexity of Data Structures”

“Der gnskes en prasentation af rapportens cen-
trale resultat, O(1) worst case kompleksisteten for
partielt persistente datastrukturer, med vaegt pa
intuitionen bag konstruktionen og dens mulige an-
vendelser i praksis.

Dernaest gnskes der en fremstilling af problemkred-
sen omkring fuld persistens, herunder relationerne
til fractional cascading’
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Partielt Persistente Datastrukturer

En partielt persistent datastruktur er en data-
struktur, hvor gamle versioner af datastrukturen
huskes, sa man senere kan sgge i dem.

Den flygtige datastruktur er den underliggende
datastruktur, der ggres persistent.

Vi vil kraeve, at datastrukturer er beskrevet saledes,
at de kan implementeres pa en pointer maskine.
Dvs. en datastruktur er en orienteret graf, hvor
antallet af datafelter i hver knude er begraenset af
en konstant. Et datafelt kan indeholde data eller
en pointer til en anden knude.

Eksempel: Traeer



Operationer

Falgende operationer skal understgttes af en per-
sistent datastruktur:

e READ(w;, f) returnerer indholdet af datafeltet f
| den persistente knude givet ved v;, hvor ¢ an-
giver, at det er veerdien til tid 2, vi gnsker.

Hvis indholdet er en pointer til en knude u, re-
turneres en reference til u;.

e WRITE(v;, f,value) skriver vaerdien value i knude
v's datafelt f. Vi kraever, at ¢ er den aktuelle
version af datastrukturen.



‘“Planar Point Location”
[Sarnak, Tarjan 86]

Givet en opdeling af planen i polygoner, gnsker vi
at kunne besvare spgrgsmal pa formen:

e Givet (z,y), hvilket omrade indeholder (x,vy)?




time
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NOTE: Planar Point Location

Liniestykkerne er givet pa passende form

Hver linie kender navnet pa omraderne pa hver

side af linien

Linierne krydser ikke

Sweep-line algoritme — Generelt?
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Planar Point Location (rortsat)

{e1,e2,e3,e4} {e1,es,e6,e4) {e1,€7,eg,¢e6,€4}



Planar Point Location (rortsat)

Praeprocessering:

e Sortér endepunkterne mht. z-koordinaten

e Anvend et partielt persistent sggetrae til at op-
bevare liniestykkerne

e Foretag et sweep igennem grafen, hvor linie-
stykker indsaettes og fjernes fra traeet

e “Udfgrselstid”: O(nlogn)

Forespgrgsel:

e Find den version af traeet, der indeholder (z,vy)

e Find de to liniestykker, som (x, vy) ligger imellem
I den fundne version af traeet

e “Udfgrselstid”: O(logn)



NOTE: Planar Point Location

De naevnte udfgrselstider geelder kun hvis vi effek-
tivt kan ggre et sggetrae partielt persitent.
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“Path Copying”

Den simpleste made at ggre traeer persistente er
ved anvendelse af path copying.




root(i+1)
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Path Copying (rortsat)

Fordele:

e Simpel at implementere

e Man kan kombinere flere forskellige versioner af
et trae til et nyt tre (confluently persistence)

root(i) root(i+1)

Ulemper:

o Kraever plads proportional med dybden af den
foretagne a&ndring

e Virker kun for traeer



“Fat Node”

Datastrukturer kan ggres partielt persistente ved
“Fat Node” teknikken. En knude indeholder alle

de informationer den i tidens Igb har indeholdt.

Enhver pointer og vaerdi er tilknyttet et tidsstempel,
som angiver, hvornar a&ndringen er foretaget.



Fat Node (rortsat)

Fordele:

e Simpel at implementere

e Kraever O(1) plads per &ndring

e Kan anvendes pa alle datastrukturer

Ulemper:

e Indholdet i en knude kan blive vilkarligt stort

e Der introduceres et slowdown pa w(1) i forhold

til den flygtige datastruktur
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“Node Copying”
[Driscoll, Sarnak, Sleator, Tarjan 89]

En knude i den flygtige datastruktur er i den per-
sistente datastruktur repraesenteret ved en familie
af knuder.

Eksempel pa en familie af knuder
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Node Copying (fortsat)

o /AEndringer tilfgjes til den sidste knude i familien
med det aktuelle tidsstempel.

e Cory(w) tilfgjer en knude til familien af knuder,
der repraasenterer v 0og opdaterer de ngdvendige
pointere.
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Node Copying (fortsat)

e Malet: Begraens mangden af information i hver
knude med en konstant

e Midlet: Anvend operationen Cory

e Metoden:

while Jv : P(v) > 7 do CoprYy(v) od

hvor:

P(v) = (Mangden af information i den sidste
knude i familien, der repraesenterer v)—d

d = Antal datafelter i den flygtige datastruktur

T = En taerskelvaerdi, hvor 7 > d+1
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Node Copying (fortsat)

Fordele:

e Kraever amortiseret O(1) plads og tid per &n-
dring

e Sggninger har slowdown ©(1)

Ulemper:

e Giver kun en effektiv implementation for data-
strukturer med begraenset indgrad

e \Worst case udfgrslen for den enkelte aendring
kan vaere ©(n), hvor n er stgrrelsen af den ak-
tuelle datastruktur
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“Pebble Game”
[Dietz, Raman 91]

“Node Copying” idéen kan reformuleres i form af
et “pebble” spil.

Spillet spilles pa en orienteret graf G = (V, E),
hvor knuderne har begraenset udgrad (d) og ind-

grad (b). Pa hver knude v ligger der et antal “peb-
bles” P(v).

To spillere skiftes til at foretage et traek:
e I: Laegger en pebble pa en vilkarlig knude v

e D: Fjerner alle pebbles fra en knude v 0g laegger
en pebble pa alle forgaengerne til v (ZERO(v))
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NOTE: Pebble Game

Hver knude svarer til en familie i node copying
datastrukturen/en knude i den flygtige data-
struktur

Pebbles svarer til information i den sidste knude
I familien

Forklar traekkene vha. tegnestifter :-)

Hvordan virker den traditionelle “node copying”
strategi pa eksemplet

Kigger kun pa det statiske tilfaelde
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Pebble Game (rortsat)

e Malet:

1. Find en strategi for D, der garanterer at an-
tallet af pebbles pa alle knuder er begraenset
af en konstant

2. Implementér strategien effektivt
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Information tilknyttet grafen

o Kanterne er hvide eller sorte. Hver knude har
hgjst én indgaende hvid kant. Der er ingen
hvide cykler.

e Knuderne er hvide celler sorte. En knude er
hvid, hviss den har en hvid indgaende kant.

e Hver knude har en k@ indeholdende dens for-
gaengere.

18



19



/ S 7 \
/ \‘ / \
a , | |
\ / I |

\ 7/ |

S I |
I |
I |
I |
I |
/’-\ | |

/ N |
/ \ ' |
I \ |
| | \ 1
\ / \ /I

\\ // \\ .

procedure BREAK(CYy)
r < the root of Cj,
colour all nodes and edges in Cy black
if Qr # 0 then
colour r and (ROTATE(Qr),r) white
endif
ZERO(T)
end.
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Colour: black

Root: =

/2 Y N 4 U R N G

| \
Colour: black Colour: white
Root: . Root: y

procedure BREAK(v)
If v.cr.colour = black then
r 4 v
else
r <— v.cr.root
v.cr.colour < black
v.cr.root <— L
endif
if ».Q # 0 then
u < ROTATE(r.QQ)
If u.cr.colour = black then
u.cr < new-component-record(white,u)
endif
r.cr < (u,r).cr < u.cr
endif
ZERO(T)
end.

22



Colour: black
Root: .

I4

|

v
Colour: black
Root: .

Root:

|
|
|
I Colour: white
|
|
|

Colour:
Root:

black

23




Saetning

Man kan ggre datastrukturer med begraenset ind-
grad partiel persistente, sadan at READ og WRITE
kan udfgres i worst case tid O(1).
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Fuld Persistens
[Driscoll, Sarnak, Sleator, Tarjan 89]

Alle hidtidige versioner kan andres

Versionerne udggr et versionstrae

/N
|

4

Et praeorder gennemlgb af versionstraeet giver
versionslisten

En flygtig knude repraesenteres ved en familie
af knuder
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Fuld Persistens (rortsat)

Versionstrae
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Flygtige Datastrukturer

+ 0leeod

[3.2[

Persistent Datastruktur

[L,%]

[L*]

[L*[

()
P@ [2,%]

[1.3[ [2,4]

26



Fuld Persistens (rortsat)
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Fuld Persistens (rortsat)
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Splitninger

e Simplificeret er splitningerne pa formen

e Antallet af kanter, der splittes i to kanter er

begraenset af en konstant, uafhaengigt af v’s
grad

e Problem:

Hvordan ngjes man med O(1) splitninger per
opdatering i en fuldt persistent datastruktur?
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Fractional Cascading

{3,8,11,14} {2,6,10,16} {3,4,7,8,18}
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Fractional Cascading
Splitninger i den duale graf
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(a,b)—Traeer

e Hvordan kan man ngjes med at splitte én knude
per indsaettelse?
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Splitninger

e Det er muligt at ngjes med O(1) splitninger per
opdatering i:

1) (a,b)—traeer
2) Fuldt persistente datastrukturer

3) Fractional cascading datastrukturen

e Problem:

Knuden (gappet), der skal splittes, kan ikke
findes i tid O(1)
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