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dADS2 eksamenskarakterer

2012 2013 2014 2015 2016
juni august juni august juni august juni august juni august
Godkendt obl. 129 123 136 122 125
uB 13 1 12 2 16 15 15 5 20 16
-3 3 0 4 0 3 0 2 0 3 0
0 16 3 24 8 28 6 23 12 28 8
2 21 3 18 3 11 8 18 3 18 6
4 22 5 24 3 31 7 22 5 22 8
7 39 3 35 4 24 2 32 2 29 8
10 8 1 11 1 13 0 11 2 9 0
12 5 0 4 0 12 0 4 1 6 0
Total 127 16 132 21 138 38 127 30 135 46

Bestaet 95 12 92 11 91 17 87 13 84 22
2015 kursusevaluering: Hvor mange timer brugte du samlet
(undervisning + forberedelse) pa dette kursus pr. uge

>18 15-18 12-15 8-12 <8
4% 14% 33% 42% 6%
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Del-og-Kombiner

Algoritme design teknik
Virker for mange problemer (men langt fra alle)

* Opdel et problem P | mindre problemer P,,..,P,, der
kan lgses uafhaengigt
(sma problemer lgses direkte)

* L@s delproblemerne P,,..,P, rekursivt
« Kombiner lgsningerne for P,,..,P, til en lgsning for P

p v@
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Eksempel: Merge-Sort

MERGE-SORT (A, p, r) @To mindre

delproblemer

if p<r
g = (p+1r)/2, Jl

o Lgs _>MERGE-SORT(A, p,
rekursivt — MERGE-SORT{A, g + 1,7

MERGE(A, p, q,
@Kombineri (4.7.4.r)

A | soreret | soreret |

1 P q g+l r n




MERGE(4, p,q,7)
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Merge-Sort : Analyse

Rekursionstreeet

/ \>

Observation
Samlet arbejde per lag er O(n)

Arbejde
O(n - #lag) = O(n - log, n)



Del-og-kombiner, dADS 1 eksempler:

« MergeSort
— Del op i to lige store dele
— Rekursiv sortering
— Kombiner = fletning

 QuickSort

— Opdel efter tilfaeldigt pivot (tilfaeldig opdeling)
— Rekursiv sortering
— Kombiner = ingen (konkatener venstre og hgjre)

 QuickSelect
— Opdel efter tilfaeldigt pivot (tilfaeldig opdeling)
— Rekursiv select
— Kombiner = ingen



Analyse af Del-og-Kombiner
= analyse af en rekursiv procedure

Essentielt to forskellige mader:

1. Argumenter direkte om rekursionstraeet
(analyser dybde, #knuder pa hvert niveau,
arbejde | knuderne/niveauerne/traeet)

2. Las en matematisk rekursionsligning, f.eks.

T(n)<a hvis n<c
T(n)<2-T(n/2) + a:n ellers

Bevises f.eks. vha. induktion.



Lasning af rekursionsligninger

» Fold rekursionsligningenudog ...~ ...

o oI O O CL o &=m =3
rrrrrrrrrrrrrrrr

argumenter om rekursionstreeet

« Geet en lgsning og vis den ved induktion
efter voksende n

T(n)<a hvis n<c
T(n)<2-T(n/2) + a:n ellers




Rekursionsligninger: Faldgrubber

» Ulige opdelinger glemmes (n ulige, sa er
de rekursive kald typisk .n/2, og 'n/2")

[CLRS, kapitel 4.6.2]

« Analyserer typiske kun for n = 2k

* Brug aldrig O-udtryk | rekursionsformlen —

brug konstanter (T{N=Crse-0E3]))

T(n)<c-n+a-T(n/3)



Master Theorem
(Simplificering af [CLRS, Theorem 4.1])

Theorem

Hvis a. b. c.d. p er konstanter som optylder a.c,p >0, d > 1, og b > 1, sa har
rekursionsligningen

_, C hvis n <d
I'(n) = e P b
a-T(n/b)+c-nP hvis n>d
folgende losning
O(nl) hvis a < O¥
O(nPlogn) hvis a="b
O(n2 @) hvis a > bP



Dybde | =0..log, (n/d) - 1 log, (n/d)
# delproblemer al alogp (n/d)
Starrelse af delproblemer n/b d

Tid per delproblem c-(n/b)P C

Tid per lag al-c-(n/b)P c-alogp (n/d)

log, (n/d)-1 _
T(n)=0|c-a**™"+ > a'.c-(n/b')°
(bunden af rekursionen) i=0 (lagi=0..log, (n/d) - 1)

(a/bP)%" _1

log,, n—1 | T for a=b’
:@[c-a'c’gb%c-np- Z(a/bp)'}/
1=0

[ ( 1 for a<b®) ([ n° for a<b® )

=@ n"%*+nP.{ logn  for a=b" |=0|<n”-logn for a=hb"

pylog, n p log, a P

L }a/b\) for a>b ) for a>b )
a‘Iogbn _ nIog,Da (bp)|09b” —n®




Multiplikation af lange heltal

[CLRS, problem 30.1.c] Karatsuba 1960

| og J hver heltal med n bits

Naive implementation kraever O(n?) bit
operationer

Lad |=1,-2V2+] og J=J,-272+]

-0 = 1y 3y 20 +((Ih)- QeI+ -y +,0,)- 272 +1,1
T(n)<3:-T(n/2) + c:n forn>2
T(n)<c forn=1

T(n) = O(n'°9%:3) = O(n1-8)



Multiplikation af lange heltal

Del-og-kombiner O(n'0g: 3)
Karatsuba 1960

Schonhage-Strassen, 1971 | O(n - log n - loglog n)

Furer, 2007 O(n - log n - 20(log"n))




Matrix Multiplication

(Cll Cp, - Clp d, a, - 4, b11 b12
Cau Cop = Cpp | @y 8y 0 &y, D, by,
Cn1 Cn2 o Cnp anl anz Tt anm bml bm2

Cij = Zy=1.m Qik' Dy




Matrix Multiplication

C, G, - Clp &, @, - Q b11 b12 blp
Chy Cpp - CZp Ay Ay, ot Ay b21 b22 b2p
Cu Cnp - Cnp dy A o Ay bml bm2 ) bmp

MATRIX-MULTIPLY (4, B)

if A.columns # B.rows
error “incompatible dimensions”
else let C be a new A.rows x B.columns matrix
fori = 1to A.rows
for j = 1to B.columns
Cij — 0
for k = 1to A.columns
cij = Cij + aik by

O 0 1IN N B W

return C

Naive implementation: tid O(nhpm)



(Kvadratisk) Matrix Multiplikation

(k2)7

I = AE+BG
J = AF+4+BH
K = CE+DG
L = CF+4DH

[CLRS, kapitel 4.2]

¢ 5)(en)

« T(N)<8-T(n/2) + c-n?

« AB,...K,.L er n/2 x n/[2-matricer

- 1,J,K,L kan beregnes med

8 rekursive multiplikationer og
4 matrix additioner
pa n/2 x n/2 -matricer

for n>2

T(n)<c for n=1

* T(n) = O(n'°%%) = O(n°)



Strassen’s Matrix Multiplikation

1969
I J\ (A B E F
(x2)-(c2)(Gn)
I = S545¢+54—35
$1 = AMF—H =
o S, = l(diw)sﬁe2 3
83 = (C4+D)E <
5S4 = D{G—E) 3
o S = (A+DNE+H)|S
S¢ = (B—DXG+H)| &
$7 = (A—CHE+F) |3

L = §—8—8+55



Strassen’s Matrix Multiplikation

« Bruger 18 matrix additioner (tid O(n?)) og
7/ rekursive matrix multiplikationer

T(n) <7-T(n/2) + c-n? for n>2

T(n)<c for n=1

° T(n) — O(n|0g2 7) — O(n2.81)

Bedste resultat for matix multiplikation O(n23727): Virginia Vassilevska Williams,
Multiplying matrices faster than Coppersmith-Winograd, STOC 2012



Konveks Hylster

T(n)<2:T(n/2) +c:n forn>2
T(n) <c forn=1

T(n) = O(n-log n)



Silhuet

(afleveringsopgave)

T(N)<?-T(n/?)+7? forn>2
T(n)<c forn=1




