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Kursusbeskrivelsen:

Algoritmer og datastrukturer 1

Formal

Deltagerne vil efter kurset have indsigt i algoritmer som model for
sekventielle beregningsprocesser og som basis for formelle
korrekthedsbeviser og analyse af ressourceforbrug ved
beregningerne, samt detaljeret kendskab til adskillige konkrete
Implementationer af fundamentale datastrukturer.

Indhold

Datastrukturer: Lister, treeer, hashtabeller; Dataabstraktioner: Stakke,
kaer, prioritetskaer, ordbgger, maengder; Algoritmer: Sggning, sortering,
selektion, fletning; Analyse og syntese: W orst-case, amortiseret og
forventet udfgrelsestid, udsagn, invarianter, gyldighed, terminering og
korrekthed.

Leeringsmal

Deltagerne skal ved afslutningen af kurset kunne:

e formulere og udfgre algoritmer og datastrukturer i pseudo code.

« analysere og sammenligne tid og pladsforbruget af algoritmer.
 identificere gyldige invarianter for en algoritme.

* bevise korrektheden af simple programmer og transitionssystemer.
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Forudsaetningskrav

dintProg Vi kan antage at | ved hvordan

Undervisningstorme man programmerer detaljerne —

Foreleesninger: 4 timer/U\ s dem springer vi over
Obligatorisk program

6 opgaver

tilles 6 opgaver — alle skal

Forelaesningerne gemmengér “kendt for at kunne ga til

stoffet frabogen. | gvelserne  PPgaverne atleveres |
arbejder man med stoffet. 1-3 personer.

Sprog
Dansk
Eksamensterminer
Eksamen: 3. kvarter
Reeksamen: August

Eksamen bestar af ca. 25 korte
spgrgsmal — se eksempler pa
kursushjemmesiden
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”Lokes Hgj”

e 64 brikker
e Hiscore 450
« Antal ombytninger 500 - 450 = 50

Hvordan opnar man et lavt antal
ombytninger
— held eller dygtighed ?




Cykler (Permutationer)
C
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Hver pil peger pa brikkens korrekte plads

Definerer en maengde af cykler (fx cyklerne A,B,C,D)



Ombytninger og Cykler
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Lemma

 En ombytning af to brikker i samme cykel gger antallet

af cykler med én.

 En ombytning af to brikker fra to forskellige cykler

reducerer antallet af cykler med én.




Lemma
Nar alle n brikker er korrekt placeret er der preecis n cykler.

Lemma
For at lgse et puslespil med n brikker og k cykler | starten
kKraeves 2 n — k ombytninger.

Har vist en nedre graense for

ALLE algoritmer der lgser problemet




En (gradig) algoritme

Algoritme Puslespil

while der findes en brik x som ikke er placeret korrekt do
lad y veere brikken pa x’s korrekte plads
ombyt(x, y)

od



Lemma
Algoritmen bytter aldrig om pa brikker der star korrekt.

Lemma
Algoritmen udfgrer < n -1 ombytninger

Lemma
For at lgse et puslespil med n brikker og k cykler | starten
udfgrer algoritmen praecis n — k ombytninger.

Har vist en gvre graense for en konkret algoritme

Algoritmen er optimal da antal ombytninger er bedst mulig



Seetning

For at lgse et puslespil med
n brikker og k cykler | starten
Kraeves preaecis n — k ombytninger




Fordelingen af antal cykler
n =64, 10.000.000 permutationer
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Hvad har vi sa laert... ?



Algoritmisk indsigt...
= Matematisk indsigt (cykler)

= Resourceforbrug (antal ombytninger)

= Nedre graense ( 2 n - k ombytninger)

= Gradig algoritme

= Analyseret algoritmen ( < n - k ombytninger)

= Optimal algoritme (argumenteret bedst mulig)

= |Input afhaengig resourceforbrug



Tilfeeldige permutationer...

David J. C. Mackay

Yderligere information kan findes |
i eammeaseneme - David J.C. MacKay, tillseg til

.- . - Information Theory, Inference, and
- " . = Learning Algorithms, om
o "Random Permutations®, 4 sider.

B =g

http://www.inference.phy.cam.ac.uk/mackay/itila/cycles.pdf



Et andet eksempel pa en
beregningsprocess...



Programming

Pearls
Second Edition

JON BENTLEY

Bell Labs, Lucent Technologies
Murray Hill, New Jersey

e

ACM Press
New York, New York

v Addison-Wesley

Boston * San Francisco * New York * Toronto * Montreal
London ¢ Munich * Paris ¢ Madrid
Capetown ¢ Sydney ¢ Tokyo * Singapore ¢ Mexico City



Max-Delsum
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Algoritme 1

1 maxsofar = 0
2 for i = [0, n)

/+ sum is sum of x[1..3] =/
maxsofar = max(maxsofar, sum)

3 for j = [1, n)

4 sum = 0

5 for k = [i, j]
6 sum (+= x[k]
.

3

Antal additioner:

3 2
Zl(n l+1)_(n+1)zl_zlz_( n(n+1) n(n+1)6(2n+1):n +3161 + 2n
=1

www.cs.au.dk/~gerth/slides/math.pdf




Algoritme 2

1 maxsofar = 0

> for 1 = [0, n)

sum = 0

for j = [1, n)
sum += x[j]
/% sum is sum of x[i..j] =/
maxsofar = max(maxsofar, sum)

~N OO O b W
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Algoritme 2b

cumarr[-1] = 0
for i = [0, n)
cumarr[i] =
maxsofar = 0
for i = [0, n)
for j = [i,

cumarrfi-11 + x[i]

n)

sum = cumarrlj] - cumarr[i-1]
/* sum is sum of x[i..j] =/

maxsofar

max (maxsofar, sum)



1 answer .= maxsum3(0, n-1)

2 float maxsum3 (1, u) /AlgOritme 3

3 if (1 > u) /+ zero elements =

4 return O

5 if (1 == u) [/ one element =/

6 return max{(0, x[1])

7 m=({l +u) / 2

8 /#+ find max crossing to left =/

9 Tmax = sum = 0

10 for (G =m; 1 >=1; i--)

11 sum += x[i]

12 Tmax = max(Tmax, sum)

13 /= Find max crossing to right =/

14 rmax = sum = 0

15 ° for i = (m, ul

16 sum += X[i]

17 rmax = max{(rmax, sum)

18 return max{Imax+rmax, maxsum3 (1, m), maxsum3(m+1l, u))
maxsum3(l,m)=7 maxsum3(m+1,u)=10

| m m+1 v oo

112151814 1-2]1-213|9|13]2]|5]-3

Imax=2 rmax=2



Algoritme 3 . Analyse

Rekursionstreeet
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Observation
Samlet maengde additioner per lag er ~ n

Additioner
# additioner~n - #lag ~n - log, n



Algoritme 4

1 maxsofar = 0

2 maxendinghere = 0

3 for 1 = [0, n)

/* invariant: maxendinghere and maxsofar
are accurate for x[0..i-1] =/

maxendinghere = max(maxendinghere + x[1], 0)

maxsofar = max(maxsofar, maxendinghere)

~N O o1 &~

1 2 3 -1
X 312 14 -7 13 -2 15 16 |-4 13 |-1

maxsofar = 12 Invariant

maxendinghere =10




Max-Delsum:
Algoritmiske idéer

Algoritme # additioner [of
1 ~n3 Naive lgsning
2+ 2b ~n? Genbrug beregninger
3 ~n -logn Del-og-kombiner
4 ~n Inkrementel




Sammenligning

ALGORITHM 1 2 3 4
Run time 1n 1.3n° 10n® | 471 log, n 487
nanoseconds
Time to 103 1.3 secs 10 msecs 4 msecs .05 msecs
solve a 104 22 mins 1 sec 6 msecs .5 msecs
problem 10° 15 days 1.7 min 78 msecs 5 msecs
of size 10° 41 yrs 2.8 hrs 94 secs 48 msecs

107 41 millennia 1.7 wks 11 secs A48 secs
Max size sec 920 10,000 1.0x 108 2.1x107
problem min 3600 77,000 4.9%107 1.3%10°
solved in hr 14,000 6.0x10° 2.4%10° 7.6%10'°
one day 41,000 2.9x10° 5.0x10' 1.8x10"
If n multiplies by 10, 1000 100 10+ 10
time multiplies by
If time multiplies by 515 316 10— 10

10, n multiplies by




Sammenligning: n3og n

ALPHA 21164A, TRS-80,
n C, BAsic,
CuUBIC ALGORITHM | LINEAR ALGORITHM
10 0.6 microsecs 200 millisecs
100 0.6 millisecs 2.0 secs
1000 0.6 secs 20 secs
10,000 10 mins 3.2 mins
- 100,000 7 days 32 mins
1,000,000 19 yrs 5.4 hrs
1018 | — century
101 —| L month
] 10'? | “l— hour o
Run Time Run Time in
in 10° — | second Common
Nanoseconds L Units
10% — - millisecond
10° — — microsecond
109 Alpha . — nanosecond
| I I | I
10° 10" 102 10° 10* 10° 10°

Problem Size (1)



Sammenligning 2009
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maxsum1 = n3

x-akse = n, y = sekunder, hvert eksperiment gennemsnit af 10 kersler (gcc 4.1.2, C, Linux 2.6.18, Intel Xeon 3 GHz)



Sammenligning 2009

8.6

HAXsSUnZa
naxzun2h
naxsund

O # = + ]

naxsund
He=g=n"2
8.5 [4,55e-9*n"2 >)>Z“~ T
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maxsumz2a og maxsumz2b = n?

x-akse = n, y = sekunder, hvert eksperiment gennemsnit af 10 kersler (gcc 4.1.2, C, Linux 2.6.18, Intel Xeon 3 GHz)



Sammenligning 2009
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maxsum3 og maxsum4 =n ???

x-akse = n, y = sekunder, hvert eksperiment gennemsnit af 10 kersler (gcc 4.1.2, C, Linux 2.6.18, Intel Xeon 3 GHz)



Sammenligning 2009
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maxsumé4 = n

x-akse = n, y = sekunder, hvert eksperiment gennemsnit af 10 kersler (gcc 4.1.2, C, Linux 2.6.18, Intel Xeon 3 GHz)



Sammenllgnlng 2009

4e-07

nausun3 f n

1.3
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maxsum3 = ¢, -n-log n+c,-n

x-akse = n, y = sekunder, hvert eksperiment gennemsnit af 10 kersler (gcc 4.1.2, C, Linux 2.6.18, Intel Xeon 3 GHz)



Algoritmisk indsigt...

= Gode idéer kan give hurtige algoritmer

= Generelle algoritme teknikker
— Del-og-kombiner
— Inkrementel

= Analyse af udfgrelsestid (her additioner)
= Argumenteret for korrektheden
= |nvarianter



