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Abstract

This thesis contains an evaluation of an algorithm by Chee K. Yap presented in
the article Complete subdivision algorithms, I: intersection of Bezier curves. The
algorithm intersects general Bézier curves, and is based on subdivision, geometric
separation bounds, and a complete criterion for detecting non-crossing intersection.
The aim of the evaluation is to explore the effectiveness of the algorithm in practice.
This is done by confirming that the algoritme actually achieves completeness and
exact solutions. Additionally, the algorithm is implemented and tested empirically to
establish if efficiency is achieved. The evaluation shows that the geometric separation
bounds from which the stop criterion for the subdivision procedures is calculated,
leads to a huge amount of iterations resulting in loss of effectiveness in practice.



Resumé

Dette speciale indeholder en evaluering af Chee K. Yaps algoritme beskrevet i ar-
tiklen Complete subdivision algorithms, I: intersection of Bezier curves. Algoritmen
finder skeeringspunkterne mellem generelle Bézier kurver og er baseret pa opdel-
ing (subdivision) af disse, geometriske separationsgraenser og et kriterium til af- og
bekraeftelse af et tangentielt, ikke-krydsende skeeringspunkt. Evalueringen bestar i
at undersgge, hvorvidt Yaps algoritme opnar effektivitet i praksis. Dette ggres ved
fgrst at bekreefte, at algoritmen reelt finder alle skaeringspunkter og beregner disse
eksakt. Derudover udarbejdes en konkret implementering med henblik pa empiriske
malinger af udfgrselstiden for at afdackke effektiviteten i praksis. Evalueringen vis-
er, at stop-kriteriet til subdivision procedurerne, som er baseret pa de geometriske
separationsgraenser, medferer et ualmindeligt stort antal iterationer der gdelaegger
effektiviteten i praksis.
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Kapitel 1

Indledning

Skearingsproblemet for kurver daekker over problemet med at beregne skaeringspunk-
ter mellem to angivne kurver. En algoritme, der lgser dette problem, kaldes herefter
en skeringsalgoritme. Skeeringsproblemet for algebraiske kurver er et fundamentalt
problem indenfor omrader som Computer Aided Design and Manufacturing[l] og
indenfor analyse af kurvearrangementer [2]. De fleste skeeringsalgoritmer er baseret
pa sakaldte fri-form kurver [3]. I dette speciale betragtes en speciel klasse af fri-form
kurver, nemlig Bézier kurver. Mange skaeringsalgoritmer for Bézier kurver er ikke
eksakte, og lider ofte af robusthedsproblemer. Grunden til disse robusthedsproble-
mer skitseres nedenfor.

En Bézier kurve F udggr et endeligt kurvesegment, og er repraesenteret ved en
endelig sekvens, P(F') = (po,p1,---,Pm), af kontrol punkter [3]. Hvis CH(F) er
det konvekse hylster af P(F'), betragtet som en lukket maengde, sa kaldes et par,
(F,Q), af Bézier kurver et kandidatpar, hvis der geelder CH(F) N CH(G) ikke er
tom. Generelt er skeeringsalgoritmer for Bézier kurver baseret pa to ideer. For det
forste, en Bézier kurve, F', er indeholdt i CH(F), hvilket kan bruges til at fjerne
ikke-kandidatpar fra betragtning i algoritmen. For det andet, det primeere algo-
ritmiske skridt bestar i at opdele en Bézier kurve, F' i to kurver Fy og Fi, ved
brug af deCasteljaus algoritme. En generel skeeringsalgoritme baseret pa opdeling,
opretholder en kg, @, af kandidatpar. Sa laenge kgen ikke er tom, udtages et par
(F,G). Hvis diameteren! af CH(F) U CH(G) er mindre en ¢, si betragtes (F,G)
som et skeeringspunkt og rapporteres. Ellers opdeles den kurve med storst diameter,
eksempelvis F', i kurverne Fy og Fi, og parrene (Fy, G) og (F1,G) indsaettes 1 Q.
Den generelle skeeringsalgoritme, beskrevet ovenfor, afhsenger af konstanten e > 0.
Kurvepar (F, G) med diameter mindre end e betragtes, som om de skarer hinanden,
uanset om det er tilfzeldet eller ej. Det kan ogsa veere tilfeeldet, at et rapporteret
kurvepar (F,G) reelt indeholder flere end et skeeringspunkt. En sadan adfeerd kan
i nogle tilfeelde veere acceptabel, men for eksempel i topologisk analyse af kurvear-
rangementer er det ngdvendigt, at hvert rapporteret par (F,G) kun indeholder et
entydigt skeeringspunkt.

Lad p veere et skeeringspunkt mellem Bézier kurverne F' og GG. Under antagelse af,
at I’ og G ikke ligger helt eller delvist ovenpa hinanden, vil p vaere et isoleret punkt
i FUG. Skeeringspunktet, p, kan enten veere tangentielt eller transversalt atheengig
af, om tangenterne til henholdsvis F' og G er sammenfaldende. Alternativt kan p
betegnes som krydsende eller ikke-krydsende athesengig af, om kurverne krydser hi-
nanden i p. Et transversalt skaeringspunkter er altid krydsende, mens et tangentielt
skeeringspunkt kan veere enten krydsende eller ikke-krydsende. Disse tre tilfeelde er
vist 1 figur 1.1.

IDiameteren af en lukket og begraenset meengde X € R2, udggr supremum over alle afstande
mellem to forskellige punkter i X.
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(a) Transversalt (kryd- (b) Tangentielt (kryd- (c) Tangentielt (ikke-
sende) sende) krydsende)

Figur 1.1: Navngivning af skeeringspunkter

Med den ovenstaende karakterisering af skeeringspunkterne er det nu ikke sveert
at se, at den generelle skaeringsalgoritme ikke kan bekrzfte eventuelle tangentielle,
ikke-krydsende, skaeringspunkter. Grunden til dette er, at hvis afstanden mellem
kurverne, F' og GG, er mindre end €, sa vil den generelle skaeringsalgoritme altid rap-
porterer (F,G) som et skaeringspunkt, ogsa selvom kurverne ikke skeerer hinanden.
Hvis problemerne med den generelle skaeringsalgoritme skal 1gses, er to ting ngdvendige.
Forst og fremmest, er det ngdvendigt at kunne opdele kurverne saledes, at de re-
sulterende kandidatpar hgjst indeholder et skezeringspunkt. Dernaest skal det vaere
muligt at kunne afggre, om et kandidatpar, som hgjst indeholder et skeeringspunkt,
sa indeholder skeeringspunktet.

Hvis disse to ting kan opfyldes, er det teoretisk muligt at designe en komplet
skaeringsalgoritme, som under antagelse af eksakt aritmetik ogsa kunne opna ek-
sakthed i lgsningerne.

I dette speciale betragtes en skaeringsalgoritme, der forsgger at opna de to ovenstaende
ting. Denne skaeringsalgoritme er beskrevet i artiklen Complete subdivision algo-
rithms, I: intersection of Bezier curves [4], og er baseret pa den generelle skaeringsal-
goritme, beskrevet ovenfor. Denne nye skeeringsalgoritme vil fremover blive kaldt
Yaps (skeerings-)algoritme. I artiklen [4] beskriver Yap, hvordan det i teorien er
muligt at opna komplethed og eksakte lgsninger. Han baserer sin algoritme pa ek-
sakt aritmetik for at opna eksakte lgsninger. For at opna komplethed udvikler han
blandt andet en greense, kun afhsengig af input kurvernes algebraiske egenskaber,
for, hvor lille € skal veere for at opna, at hvert kandidatpar hgjst indeholder et
skaeringspunkt. Derudover giver han en beskrivelse af en proces, som kan afggre,
om et kandidatpar reelt indeholder et skeeringspunkt eller ej. Denne proces in-
volverer et kriterium, som bade kan af- og bekraefte et tangentielt, ikke-krydsende,
skeeringspunkt.

Spgrgsmalet er, om udvidelsen af den generelle skzeringsalgoritme til Yaps algoritme,
pavirker effektiviteten i praksis. Introduktionen af eksakt aritmetik i en algoritme
pavirker ofte effektiviteten i praksis, og idet at stgrrelsen af € har stor pavirkning pa
effektiviteten af den generelle skaeringsalgoritme, baseret pa opdeling, er det ikke
oplagt, at Yaps algoritme kan opna effektivitet i praksis.

Formal med dette speciale er at evaluere Yaps skaeringsalgoritme med hensyn
til effektivitet i praksis. Denne evaluering bestar af to dele.

e En gennemgang af teorien bag Yaps skaeringsalgoritme.

e En empirisk undersggelse af en konkret implementering af Yaps algoritme fra
beskrivelsen i [4, 5].

En gennemgang af teorien bag Yaps skeeringsalgoritme foretages med henblik
pa at bekraefte, om algoritmen opnar sine mal med hensyn til komplethed og ek-
sakte lgsninger. Samtidig giver gennemgangen mulighed for at udfylde de steder i



beskrivelsen af algoritmen, hvor forfatteren har veeret vag i sin forklaring. En sadan
gennemgang hjzelper ogsa med til at give en indsigt i, hvor en empirisk undersggelse
skal fokusere for at afdackke effektiviteten af en konkret implementering i praksis.

Opbygning

Kapitel 2 introducerer Bézier kurver, som udger de kurver, Yaps algoritme
finder skeeringspunkter for. Samtidig introduceres den matematiske teori for
Bézier kurver, som er ngdvendig for at forsta Yaps algoritme. Denne teori
indeholder blandt andet deCasteljaus algoritme, samt den afledte af en Bézier
kurve.

Kapitel 3 giver det primeere vaerktgj i teorien bag Yaps skeeringsalgoritme.
Dette veerktgj udger de geometriske separationsgreenser, som udggr stop-
kriterier for de numeriske procedurer i Yaps algoritme.

Kapitel 4 introducerer elementaere Bézier kurver og par. Samtidig gives et
kriterium for af- og bekraeftelse af tangentiel, ikke-krydsende skaering mellem
to elementaere Bézier kurver. Dette kriterium ligger til grund for Yaps kobling
proces.

Kapitel 5 giver den fulde beskrivelse af teorien bag Yaps skeeringsalgoritme
og desuden en forklaring af algoritmen selv.

Kapitel 6 er min evaluering af Yaps algoritme, bade den teoretiske gennemgang
og den empiriske undersggelse af en konkret implementering.



Kapitel 2

Bézier kurver - en
introduktion

En Bézier kurve er en parametrisk kurve. Bézier kurver blev udbredt i 1962 af den
franske ingenigr Pierre Bézier, som benyttede dem til at designe former i den franske
bilindustri. Kurverne blev fgrst udviklet i 1959 af Paul de Casteljau, som udviklede
en numerisk stabil metode til at evaluere Bézier kurver. Denne algoritme gar under
navnet deCasteljaus algoritme.

Afsnit 2.1 - 2.4 udggr en kort introduktion til Bézier kurver og deres matema-
tiske egenskaber, hvor der primeert er lagt veegt pa de egenskaber, der er anvendt
i forbindelse med Yaps algoritme [4]. Afsnit 2.5 preesenterer en vigtig algoritme,
baseret pa deCasteljaus algoritme, til opdeling af en Bézier kurve i to delkurver.
Denne algoritme er det primeere algoritmiske skridt i Yaps algoritme. Det sidste
afsnit, 2.6, ggr rede for den notation som anvendes i forbindelse med Bézier kurver
i resten af specialet. Introduktionen til Bézier kurver i dette kapitel er baseret pa
Farins bog [3, kap. 3].

2.1 Matematisk baggrund

Det folgende er et kort repetition af de matematiske begreber som er ngdvendige i
behandlingen af Bézier kurver.

Affine Rum

Det sted, hvor Bézier kurver lever, er i de sakaldte affine rum. Fglgende definition
af affine rum stammer fra den linesere algebra.

Definition 2.1.1. Et affint underrum A C R"™ er et underrum, der er lukket under
dannelse af linear kombinationer af typen

m

Zaibi, aiER,biEA, ZO(,’ZI
1=0 1=0

De lineere kombinationer ovenfor kaldes ofte affine kombinationer, og hvis der
gelder, at a; > for allei =0,1,...,m sa kaldes de konvekse affine kombinationer.

Denne definition er maske en smule abstrakt, men i det folgende ggres rede for,
hvilke konsekvenser den har for de Bézier kurver, som dette speciale beskaftiger sig
med.



Sammenhaengen mellem affine rum og generelle underrum af R™ er som fglgende.
Lad U C R” veaeret et underrum og lad d € R™, veere en vektor som ikke ngdvendigvis
behgver at ligge i U. Mangden A = d + U bestaende af alle elementer, som kan
skrives som d 4+ u,u € U er et affint rum. Dette kan bekraeftes ved at betragte den
affine kombination a(d + u) + b(d + v), hvor a,b € R,a+b=1 og u,v € U.

a(d+u)+b(d+v)=(a+bd+ (u+v)=d+ (u+v)

I det fglgende betragtes udelukkende det affine underrum E? C R?, som i termer

af det ovenstaende er defineret som fglgende. Lad d € R? veere en givet vektor, si
er E2 = d + u,u € R?. Der ggres nu kort rede for konsekvenserne af definitionen
af affine rum i forhold til hvorledes dette rum udnyttes i forbindelse med Bézier
kurver.
Elementerne i det E? betegnes som punkter. Et punkt betegner en position ofte
relativ til andre objekter. Eksempler kan vaere kontrol punkter til Bézier kurver eller
skaeringspunkter mellem kurver og linier. P4 samme méade betegnes elementerne i
R? som vektorer. Selvom punkter og vektorer begge er beskrevet ved par af reelle
tal, bgr det understreges, at der er en klar forskel mellem dem. Der geelder nemlig,
at for alle par af punkter a og b findes en entydig vektor saledes, at

v=b—a, abecE? veR?

Mens de pa den anden side gaelder, at for en given vektor v findes uendelig mange
par af punkter a,b saledes, at v = b — a. Hvis a,b er sadan et par og hvis w er en
tilfaeldig vektor, sa geelder ogsa v = (b+ w) — (a + w).

Ydermere gzelder at hvis w € R? er en givet vektor, sa udggr tildelingen af punktet
a + w alle punkter a € E? en translation. Som det kan ses fra det ovenstaende, sa
er vektorer invariante overfor translationer, mens punkter ikke er det.

Elementer i E? kan kun subtraheres, hvilket giver en vektor, men kan ikke adderes.
Det faktum, at punkter fra E? ikke kan adderes, kan dog virke lidt underligt i forhold
til, at et affint rum er defineret ved hjelp af veegtede summe af punkter - de sakaldte
affine kombinationer. Men det viser sig ved fglgende omskrivning

b=1bo+ »_ a;(b; —bo)

J=1

at der i virkeligheden er tale om en sum mellem et punkt og en vektor. En vigtig
egenskab ved konvekse affine kombinationer, b = Z?:o ajbj, er, at b altid er in-
deholdt i det konvekse hylster udspaendt af b; for j = 0,1,...,n. Denne egenskab
bruges blandt andet til at redeggre for, hvorfor Bézier kurver altid er indeholdt i

det konvekse hylster udspeendt af kontrol punkterne.

Affine Afbildninger

Ofte bruges transformationer til at positionere eller orientere objekter (kurver) rel-
ativ til et givet koordinatsystem. Disse transformationer udggr affine afbildninger.
I det fglgende defineres affine afbildninger ved hjelp af affine kombinationer.

Definition 2.1.2. Afbildningen ® : E? — E? kaldes en affin afbildning, hvis den
opretholder affine kombinationer. Det vil sige, hvis

n n
T = E o;a;, E a; =1, z,a; cE
Jj=0 Jj=0

og ® er en affin afbildning, sa gelder

O(x) =) a;®(a;), ¥(x),P(a;) € E
=0



En affin afbildning har ogsa en mere velkendt form, nemlig ®(z) = Az + v, hvor
A € Matyxo(R) og v € R2. Den fglgende omskrivning viser, hvorfor

Eksempler pa en affin afbildning kunne veere en translation, en rotation eller
en skalering. Nedenfor gores rede for, hvad disse affine afbildninger har med Bézier
kurver at ggre.

2.2 Paul deCasteljaus algoritme
Definition 2.2.1. Givet pg,p1,...,pn € E2,n>2 ogt € R. St

BE(8) = (1= )by (1) + b1 (1) {7“ =1,2,...,m

1=0,1,...,n—r

hvor b)(t) = p;. Sd er b3 (t) det punkt med parameter verdien t pd Bézier kurven
b"™. Punkterne p; fori=0,1,...,n kaldes for kontrol punkter, og polygonen udgjort
af (po,p1,---,Pn) kaldes kontrol polygonen.

Pa figur 2.1 vises deCasteljaus algoritme for den kubiske Bézier kurve, b3(t) =
b3 (t), for parameter veerdi t = 1/2. P4 figuren vises ogsa alle de mellemliggende
punkter % (t). Bemeerk, at () er udeladt for overskuelighedens skyld.

Figur 2.1: deCasteljau algoritmen: For det kubiske tilfeelde n = 3, ¢ = 1/2 opnés
b3(t) ved gentaget linezer interpolation.

For at give lidt bedre intuition om, hvordan deCasteljaus algoritme fungerer,
vises her deCasteljaus skema for den kubiske Bézier kurve.

bo(t)

bi(t) by(t)

by(t) bi(t) bG(t)
by(t) by(t) bi(t) b3(2)



Hvor hver indgang i skemaet er beregnet, jeevnfgr definition 2.2.1, ved lineser inter-
polation mellem henholdsvis indgangen over og til venstre og indgangen umiddelbart
til venstre. Eksempelvis beregnes b3(t) = (1 — )bl (¢) + tbi(t). Det vil sige, at for
at beregne et punkt pa den kubiske Bézier kurve skal alle indgangene i deCastel-
jaus skema beregnes, hvilket ogsa geelder i det generelle tilfeelde. Bemeerk dog at den
fprste kolonne i skemaet er givet ved kontrol punkterne b; = p; for j =0,1,2,...,n.
En rekursiv algoritme til beregning af punkterne pa en generel Bézier kurve med
kontrol punkter pg, p1,...,pn se ud som algoritme 2.2.1.

Algoritme 2.2.1 EVALBEZIER(V", t, j, 1)

Input: En Bézier kurve b", en parameter veerdi t, j € {0,1,...,n —r},
re{l,2,...,n}
Output: Punktet b™(¢) pa Bézier kurven for parameter veerdien ¢.
if » =0 then
return b} {b9 = p;}
end if
return (1 —t)-EVALBEZIER(D", ¢, j,r — 1) + t-EVALBEZIER(D",t,j + 1,7 — 1)

Givet Bézier kurven b" og parameter veerdien ¢ sa startes algoritmen med EVAL-
BEZIER(V", t, j,7), hvor j = 0 og r = n. Bemark, at rekursionsdybden for algoritme
2.2.1 er af samme stgrrelsesorden som antallet af kontrol punkter i Bézier kurverne.
En iterativ algoritme er ogsa mulig, men beskrives ikke her.

Nogle af de vigtigste egenskaber for Bézier kurver, som ggres brug af i dette
speciale, er invariante overfor affine afbildninger, invarians overfor affine transfor-
mationer af parameter intervallet og konveks hylster egenskaben. Disse egenskaber
opsummeres i bemaerkning 2.2.2.

Bemarkning 2.2.2. Lad b",n > 2 vere en generel Bézier kurve med kontrol
punkter po, p1, - - .,pn 09 antag at ® : E2 — E? er en affin afbildning.

e Invarians overfor affine afbildninger Affine afbildninger er et vigtigt red-

skab i de fleste CAD systemer, hvor de anvendes til positionering, orientering
og skalering af objekter. At Bézier kurver er invariante overfor affine afbild-
ninger betyder, at folgende to procedurer er ekvivalente: 1) Beregn punkter,
b™(t), pa kurven og derefter beregn den affine afbildning af hver beregnet punkt,
altsa ©(b™(t)). 2) Beregn forst den affine afbildning af alle kontrol punkterne
b; for j €{0,1,...,n}. Beregn derefter punkterne pa kurven med deCasteljaus
algoritme med de transformerede kontrol punkter ®(b;).
Affine invarians er en direkte konsekvens af deCasteljaus algoritme, da algorit-
men bestar af endelig sekvens af lineer interpolationer. Lineer interpolation
udgor en affin afbildning, som selv er affin invariant, og en endelig sekvens af
affin invariante afbildninger udgor ogsa en affin afbildning.

e Invarians over for affine parameter transformationer En Bézier kurve
er ofte defineret pa intervallet [0,1]. Det er ikke en nodvendighed, men blot
bekvemt at gore det. Det gelder nemlig angdende deCasteljaus algoritme, at
den er upavirket af det interval, som kurven er defineret pa. Dette skyldes, at
hver punkt beregnet i algoritmen udgor en ratio mellem to tidligere beregnede
punkter. Man kan derfor betragte en kurve, som om den er defineret pa et
tilfeldigt interval a < u < b ved at indfore parameter transformationen t =
(u—a)/(b—a). Dette ligger op til folgende generaliserede deCasteljau algoritme

b— u—a

T U T — T
bi(u) = 3 —_bi Hu) + mbi-i-ll(u)'

11



Afbildningen t(u) = (u—a)/(b—a) udger en affin afbildning, sa generelt gelder,
at Bézier kurver er invariante overfor affine parameter transformationer.

e Konveks hylster egenskaben For t € [0,1] sa ligger b™(t) indenfor i det
konvekse hylster af sin kontrol polygon. Dette folger fra det faktum, at de
mellemliggende punkter b] i deCasteljaus algoritme opstar ved konvekse affine
kombinationer af de foregaende punkter b}'_l, hvilket gor, at ligger indenfor
det konvekse hylster af kontrol punkterne po,p1, ..., Pn. Vigtigheden ved denne
egenskab er, at den kan bruges til at bekrefte, to Bézier kurver ikke skare hi-
nanden. Hvis de konvekse hylstre af kontrol polygonerne ikke skerer hinanden,
sa vil Bézier kurverne heller ikke skeere hinanden.

e Endepunkt interpolation En Bézier kurve gar igennem bade by og b,, fordi
b™"(0) = bg og b"™(1) = by, hvilket kan bekreftes ved at bruge definition 2.2.1.

2.3 Bernstein repraesentationen

Bézier kurver blev i afsnit 2.2 defineret ved deCasteljaus (rekursive) algoritme.
Denne definition udggr en implicit repraesentation af Bézier kurver, men det er ofte
bekvemt ogsa at have en eksplicit repraesentation af kurverne. En sadan repraesen-
tation kan gives ved hjeelp af Bernstein polynomierne.

Definition 2.3.1. Det generelle Bernstein polynomium er givet ved

| . .
Bl'(t) = (n) (-t (n) _ oy wis0<i<
! t 0 ellers

og har grad n.

Fgr sammenheengen mellem Bernstein polynomierne og Bézier kurver gennemgas,
introduceres to ngdvendige egenskaberne for Bernstein polynomierne. Disse vigtige
egenskaber udggres af fglgende szetninger.

Saetning 2.3.2. Bernstein polynomierne opfylder
B (t) = (1—t)B~'(t) + B} (¢)
hvor BY(t) =1 og B}(t) =0 for j ¢ {0,1,...,n}.

Beuwis.

n ; 1)t2(1 _ t)nfi + (?_f)tl(l _ t)nfi
(1= )B; 7 (t) + B (1)

Saetning 2.3.3. Bernstein polynomierne opfylder

En: Br(t) =1
§=0
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Beuvis.

1=[t+(1—-1)] i()tjl—t iBy(t)
§=0

j=0

O

Med disse to egenskaber for Bernstein polynomierne er det nu muligt at ggre
rede for sammenhzngen med Bézier. De mellemliggende punkter, b}, i deCasteljaus

s Vg

algoritme kan udtrykkes ved hjelp af Bernstein polynomierne.

Seetning 2.3.4. deCasteljau punkterne b] fra deCasteljaus algoritme kan udtrykkes

4 re{0,1,...,n}
t) = Zbi-H'B;(t)v {
= ie€q{0,1,..

n—r}

Beuwis.

bi () = (1= )b~ () + thi 1 (1)

itr—1 i+r
(1—1) ZbB?"1 )+t > biBIT (1)
J=i+1

i+r

(1-t Zb + B (1)

= Z byt BI(t)
j=0

O

Det vigtigste ved saetning 2.3.4 er, at man nu kan udtrykke en Bézier kurve b”
ved Bernstein polynomierne ved at saette r = n. Sa er

b (t) = by (t) = > _ b B} ()
j=0

en eksplicit formel for en Bézier kurve. Denne formel kaldes Bernstein repraesentatio-
nen for en Bézier kurve. For dette afsnit afsluttes, neevnes endnu en vigtig egenskab
for Bézier kurver, som er en direkte konsekvens af Bernstein repraesentationen.

Saetning 2.3.5. Lad punkterne by, by, ..., b, € E2 vere givet og lad to Bézier kurv-
er med kontrol polygon givet ved henholdsvis bg,by,...,b, 0g by, bp_1,...,bg. Sa
repraesenterer disse to ordninger af kontrol punkterne den samme Bézier kurve. Det
vil sige kurverne er symmetriske.

Bevis. Der gzlder folgende ligning

Zb B2 (t an JBr(1—t)

som fglger fra det faktum, at Bernstein polynomierne er symmetriske med hensyn
til ¢t og 1 — ¢. Der gaelder nemlig

By (1) = B} ;(1-1)

13



2.4 Den afledte af en Bézier kurve

Yaps artikel [4] gor brug af den afledte af en Bézier kurve til at afggre, om kurven
indeholder kritiske punkter. Se eventuelt afsnit 5.4.1. Det ggres blandt andet ved at
undersgge Hodografen for kurven. I dette afsnit ggres rede for de to begreber afledt
og hodograf for Bézier kurver.

Med introduktionen af den eksplicitte repraesentation af Bézier kurver pa baggrund
af Bernstein polynomierne i afsnit 2.3, er det klart, at b” : R — E? givet ved

=> bB}(t)
=0

er en differentiabel afbildning. Grunden er selvfplgelig, at Bernstein polynomierne
er differentiable, se definition 2.3.1. Den afledte til Bézier kurven b™ med hensyn til
t eksisterer og kan gives ved

n — TL - i
—b dthB ]z:(:)bjd

Den folgende seetning giver et udtryk for den afledte til det generelle Bernstein
polynomium.

Seetning 2.4.1. Lad B} : R — E? vere det generelle Bernstein polynomium givet

ved |
LAWY —i n e huis 0<i<b
B(t) = (1 — )" 1’ ) = il(n—1)!
H <Z) ( ) <Z> {0 ellers

Sa er den afledte med hensyn til t givet ved

d n — n— n—1
@B (t) =n [Bz‘ql(t) — B '(t)]
Beuis.
d _, d ;
5B = dt( )t 11—t
= Z.771'79 1(1 t)”*i M #i(1— )"~ i-1
il(n—1)! z'(n—z)'
nin — nn—1) . )
S e U i e L

=n [BI5'(t) - B ()]
O

Sa nu er det muligt at give et udtryk for den afledte med hensyn til ¢ for en
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Bézier.

d d & " d
—b"(t) = — B2 (t) = — B
7 (t) dt;]bj 7 () ;b]dt (1)
=30, (") 11— ¢)n
=0 \'
n n—1
=nY 0B (t)—nY bBi!
Jj=1 3=0
n—1
=nY b B —nY b;BITN(t)
j=0

(bj+1 = ;) By~ (1)

|

N
. 3 <.
M 1
= o

7=0
Sa den afledte af en Bézier kurve med hensyn til ¢ kan altsa udtrykkes ved

n—1

d n n—
b (t):nZAbij Y(t), Abj e R?
Jo

hvor Ab; = bj11 — b; er den sakaldte forward difference operator. Den afledte til
b™(t) ligner naesten en Bézier kurve med kontrol punkter nAbg, nAby, ..., nAb,_1.
Men dette er ikke helt korrekt, fordi nAb; € R? er nemlig vektorer som derfor ikke
ligger i E2. Velges a € R? (et oplagt valg er a = 0), sa geelder a + nAb; € E?
for j = 0,1,...,n — 1 og den afledte kurve med kontrol punkter a + nAbg,a +
nAby,...,a + nAb,_1 er sa en Bézier kurve af grad n — 1. Denne afledte kurve
kaldes ofte for en hodograf.

2.5 Opdeling af en Bézier kurve

En Bézier kurve b" er ofte defineret pa intervallet [0, 1], men den kan ogsa defineres
pa ethvert andet interval [0, c]. Billedet ™ ([0, c]) af b™ pa intervallet [0, c] kan ogsa
defineres ved en kontrol polygon. Processen af finde denne kontrol polygon kaldes
for opdeling (subdivision) af Bézier kurver. De kontrol punkter ¢; som der ledes
efter, kan beregnes ved hjeelp af deCasteljaus algoritme med respekt til ¢ = ¢ og kan
udtrykkes ved fglgende formel

¢j = bj(c) (2.1)

som kaldes opdelingsformlen (subdivision formula) for Bézier kurver. Men hvad sa
med den del af b™ som er defineret pa intervallet [c, 1]7 Fra symmetri egenskaben
for Bézier kurver, setning 2.3.5, folger, at kontrol punkterne d; til delkurven |[c, 1]
er givet

dj =b7"(c) (2.2)

For at illustrere opdelingen af en Bézier kurve betragtes figur 2.1 ovenfor. Pa
figuren er den kubiske Bézier kurve b" givet ved kontrol punkterne by, b1, by, bs. Pa
figurerne er ogsa angivet de mellemliggende deCasteljau punkter, og det er netop
fra disse, at de to kontrol polygoner, for henholdsvis delkurve ¢" og delkurve d",
stammer. Kontrol punkterne ¢; er givet ved (2.1) og svarer overens med b)), b}, b3, b3
pa figuren. P4 tilsvarende méade svarer d; givet ved (2.2) overens med b3, b7, b3, b9.
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2.6 Notation

I forbindelse med redeggrelsen for Yaps algoritme ggres brug af en speciel notation
for Bézier kurver. Blandt andet udregnes diameteren af en Bézier kurve, samt det
konvekse hylster af kontrol polygoner. I det felgende beskrives den sprogbrug som
benyttes i resten af specialet.

For en givet lukket og begreenset delmsengde S C E? defineres diameteren som
folger.

Definition 2.6.1. Lad S C E? vere en lukket og begreenset meengde. Si defineres
diameteren af S til

diam(S) = sup{[lp —q|| | p,q € S}

hvor || - || er den sedvanlige afstandsfunktion i R2. Det vil sige at diam(S) udgor
supremum over alle afstande mellem to punkter i S.

Det konvekse hylster af en lukket og begraenset maengde S C E? er givet i [6, kap.
1.1] ved fglgende.

Definition 2.6.2. Lad S € E? vere lukket og begraeenset mangde. Sd defineres det
konvekse hylster af S som den mindste konvekse maengde der indeholder S. Det
konvekse hylster for S betegnes CH(S).

Generelt vil Bézier kurver b" blive betegnet med store bogstaver, startende
med F. Kontrol polygonen for en Bézier kurve F vil sa blive betegnet P(F) =
(po,p1,---,pn) for en kurve med n + 1 kontrol punkter. P(F) betragtes som en
lukket (og begrzenset) meengde i E2. Nar intervallet, som Bézier kurven G er de-
fineret pa, er af seerlig betydning, skrives ofte G = G|a, ] eller blot GJa, b]. Bemaerk
at der geelder overalt i dette speciale, at [a, b] C [0, 1]. Nar Bézier kurven F opdeles,
betegnes delkurverne henholdsvis Fy og Fj. Definitioner 2.6.1 er tiltzenkt at gore
folgende notation kortere. Hvis F er en Bézier kurve i E2, sa er diam(F) supremum
over alle afstande mellem punkter pa kurven F. Funktionen diam er defineret for
alle lukkede og begraensede maengder, sa hvis F' og G er Bézier kurver, geelder ogsa,
at diam(F U Q) udggr supremum af alle afstande mellem punkter pa enten F eller
G. Definition 2.6.2 benyttes pa Bézier kurver pa fglgende made. Hvis F er en Bézier
kurve med tilhgrende kontrol polygon P(F'), sa er det konvekse hylster af F' givet
ved det konvekse hylster af kontrol polygonen, altsa CH (F) = CH(P(F)).

Bigfloat tal og reprasentationer

Som nzvnt i indledningen bliver de numeriske beregninger, i Yaps algoritme, re-
duceret til ring operationerne (4, —, X) pa eksakte bigfloat tal. T dette afsnit ggres
rede for, hvad bigfloat tal egentlig er, samt for hvilke tal der kan repraesenteres med
bigfloat tal.

Definition 2.6.3. Et tal x € Q C R kaldes et bigfloat tal, hvis der gelder
x=n2" nmeZ

Som det kan ses af fglgende lille omskrivning af definition 2.6.3, sa udggr bigfloat
tal de rationale tal, som er brgker af typen

r = neZ, ieZ)\{0}.

n
20’
Sa der er ikke tale om generelle rationale tal. For eksempel y = 1/3 kan ikke
repraesenteres ved et bigfloat tal, fordi der for ethvert i € Z geelder 3 # 2¢. Men der
geelder derimod, at for ethvert rationalt tal z og fejlmargen € > 0 findes et bigfloat
tal 2/, saledes at |z — 2’| < e. Dette folger fra seetning 2.6.4 nedenfor.
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Saetning 2.6.4. Ethvert abent interval (a,b) C R (a < b) indeholder et rationalt
tal af formen x = n2™.

Bevis. Veelg et tal m’ € N saledes at 1/2™ < (b — a). Tallet m’ findes, fordi for
ethvert z € R,z > 0 geelder at 21'°82%) <z sa seet m = 2Ul0822]

Da m < (b — a) ma der findes et n € Z saledes at n/m € (a,b). Sa der geelder at
n2™ € (a,b). O

Ring operationerne (4, —, x) (og division med 2) er eksakte i den forstand, at
henholdsvis sum, differens, og produkt mellem bigfloat tal resulterer i nye bigfloat
tal. Fglgende seetning praeciserer denne pastand.

Seetning 2.6.5. Hvis B = {n2™ | n,m € Z} C Q er mengden af alle bigfloat tal.
Sa gelder x +y,x —y,z X y,x/2 € B.

Bevis. Lad  =n12™ € B og y = n2™2 € B. Antag m; < m2. Sa gaelder
T Hy=n2™ £ ny2™M2 = (ng £nx2M2M)2™ € B
T Xy =mn12™ X ne2™ = (nny)2™ " ¢ B
x/2 =n2m"!

O

Sa hvis et givet udtryk E(z, vy, z) kun athenger af x,y, z € B og regne operationerne
(4+,—, x) (eller division med 2), sa gelder ifglge seetning 2.6.5 at F(z,y,2) € B.
Denne egenskab ligger til grund for Yaps anvendelse af bigfloat tal i sin algoritme
beskrevet i kapitel 5.

I forbindelse med definitionen af geometriske separationsgraenser, blandt andet
i kapitel 4, er det ngdvendigt at indfgre et udtryk for (bit-)kvaliteten af bigfloat
repraesentationen. Sa derfor indfgres de sakaldte (L, 1)-bit floating point tal.

Definition 2.6.6. Lad x = m2*~L € B, n,k € Z og L € N, hvor der gelder
Im| < 2% 0g 0 < k < 1. Sd kaldes = for et (L,1)-bit floating point tal. Bemerk, at
der geelder at —L < log, |z| < .

Direkte og indirekte objekter

For at understrege anvendelsen af bigfloat tal i resten af specialet indfgres folgende
notation. Antag at punkter, linier og Bézier kurver er repraesenteret ved standard
parametre. Et punkt p er givet ved koordinaterne p = (z,y), en linie [ er givet
ved koefficienterne til dens ligning [ : ax + by + ¢ og en Bézier kurve er givet
ved dens kontrol punkter (som er givet ved koordinater). Nar parametre, sasom
x,y,a,b,c osv., er givet ved bigfloat tal, kaldes punkter, linier og kurver for direkte
objekter. I kontrast til indirekte objekter, som ikke ngdvendigvis er repraesenteret
ved bigfloat tal, men derimod generelle rationale eller algebraiske tal (se afsnit 3.1
for en neermere beskrivelse af algebraiske tal). For eksempel kan skeeringspunktet p
mellem en direkte linie [ og en direkte Bézier kurve F' vzere et punkt, hvis koordinater
ikke er bigfloat tal, sa p er derfor et indirekte punkt. Det er sa ngdvendigt at finde en
metode til at repraesentere og estimere indirekte objekter pa. Den generelle lgsning
er at indfgre udtryk over direkte objekter. For eksempel, hvis F' og [ skeerer hinanden
i et entydigt punkt p, sa introduceres fglgende implicitte repraesentation Point[F, ]
for p = F NI For at estimere veerdien af p antages, at F = {F(¢) | t € [0,1]}.
Sa kan to bigfloat tal to,t; gives saledes at, p = F(t) og 0 < tg <t < t; < 1.
Sa udger udtrykket Point[F,l, tg,t1] en estimering af skaeringspunktet p. Ydermere
kan estimatet Point[F,l,to, t1] forfines vilkarligt meget ved at indsneevre intervallet
[to, t1].
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Kapitel 3

Algebraiske kurver og
geometriske
separationsgranser

Algebraiske kurver er en generel klasse af kurver baseret pa polynomier i to vari-
able. Bézier kurver udggr en underklasse af algebraiske kurver, hvilket vil sige, at
der findes algebraiske kurver, som ikke er Bézier kurver, men alle Bézier kurver er
algebraiske kurver. I dette kapitel indfgres et vigtigt analytisk redskab, som bruges
i stor udstreekning i Yaps algoritme [4]. Dette redskab er de sakaldte geometriske
separationsgrenser for algebraiske kurver. Disse graenser kan blandt andet besvare
spgrgsmal som ” Hvor tet kan to kurver vere uden at skere hinanden?”eller ” Hvor
tet kan et punkt vere pa en kurve, nar punktet ikke ligger pa kurven?”.

Afsnit 3.1 introducerer polynomier, algebraiske tal og kurver, mens afsnit 3.2 indfgrer
de geometriske separationsgraenser. Afsnit 3.3 beskriver, hvorledes greenserne, fra
afsnit 3.2, kan beregnes, nar kurverne er Bézier kurver.

3.1 Polynomier, algebraiske tal og kurver

Fgr de algebraiske tal og kurver kan defineres formelt, er det ngdvendigt at intro-
ducere et par definitioner og lidt terminologi fra algebra. Dette afsnit indeholder
alle de informationer omkring polynomier, algebraiske tal og kurver, som der ggres
brug af i specialet.

Definition 3.1.1. Lad R vere en ring. Sa er R[X] en ring over polynomier med
koefficienter fra ringen R, hvor X = (x1,...,xz4), for d > 1.

Polynomiet P € R[X] kaldes henholdsvis et heltals-, rationelt, reelt eller kom-
plekst polynomium afhaengig af, om R er Z, Q, R, eller C.

Definition 3.1.2. Lad Ry C Ry vere ringe og lad polynomiet P € Ry[X] veere
gwet. Et element, o € Ry, der lgser ligningen

P(X)=0
kaldes et nulpunkt til polynomiet P og mengden Zero(P) = {a € Ry | P(a)) = 0}
er maengden af alle sadanne nulpunkter.
Saetning 3.1.3. Hvis P € Q[X] er et rationelt polynomium, sa findes der et tal
¢ € Z, saledes at polynomiet Q(X) = ¢ P(X) € Z[X] er et heltalspolynomium, og

der geelder
Zero(Q) = Zero(P)
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Bevis. Lad ¢ € Z veere produktet af koefficienterne til polynomiet P. Antag o €
Zero(P) veere et nulpunkt for polynomiet P. Sa geelder

Qla)=c-Pla)=c-0=0
og dermed er a ogsa et nulpunkt i polynomiet Q. O

Definition 3.1.4 (Algebraiske tal). Lad Ry C Ry vere ringe. Sa kaldes tallet
«a € Ry et algebraisk tal, hvis der geelder, at a er et nulpunkt i den polynomielle
ligning
P(x) :in =ay+ax+---+az" =0, a, #0
i=0
hvor a; € Ry for allei=0,1,2,...,n.

Definition 3.1.5 (Algebraisk kurve). Lad Ry C Ry vere ringe. Lad K =
{(a, B) € R? | P(ar, B) = 0} veere lgsningsmeengden til den polynomielle ligning

P(z,y) = Zzaijiﬂiyj

i=0 j=0

= amn2"y" + -+ anxy + a0 + ap1y + aoo

hvor a;; € Ry fori=0,1,2,...,n, 7=0,1,2,...,m. Sa kaldes K for en algebraisk
kurve.

For polynomium P € Rg[z,y] udggr den algebraiske kurve, K = {(a,3) € R? |
P(a, 8) = 0}, ofte en uendelig meengde. For eksemepel, nar Ry = Z og Ry = R sa
er K en kurve i planen, R?.

Pa figur 3.1 nedenfor vises to konkrete eksempler pa algebraiske kurver i planen.
Figur 3.1(a) viser en ret linie gennem (0,0) med heeldning 1. Punkterne pa denne
linie opfylder den polynomielle ligning A(z,y) = ¢ —y = 0. P4 tilsvarende made er
cirklen, pa figur 3.1(b), med centrum i (0,0) med radius r lgsningsmaengden til den
polynomielle ligning B(z,y) = 22 + 3% —r? = 0.

(a) A(z,y) =z —y (b) B(z,y) =a® +y* —r?

Figur 3.1: Kendte algebraiske kurver

3.2 Geometriske seperationsgranser

Lad A(x,y), B(z,y) € Z[z,y] veere polynomier af to variable og betragt kurverne
F og G, som henholdsvis er defineret ved ligningerne A(z,y) = 0 og B(x,y) = 0.
Men fgr de enkelte geometriske separationsgreenser kan indferes, behgves et par
definitioner.
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Definition 3.2.1. Lad A, B € Z[X], X = (xo,1,...,%4),d > 1 veere to polynomi-
er. Sa kaldes A og B primske, hvis der geelder at gcd(A, B) = 1.

Definition 3.2.2. Lad F' og G vere to algebraiske kurver defineret ved ligningerne
A(z,y) = 0 og B(z,y) = 0. Et par (p,q), hvor linien gennem p € F og q € G er
normal til F' i punktet p og normal til G i q, kaldes et (F, G)-antipodalpar.

Specielt gaelder, at hvis kurverne F' og G skaerer hinanden tangentielt i punktet
p, vil parret (p,p) veere et (F, G)-antipodalpar.
I det fglgende gares brug af antagelsen, at der for et par af kurver, F’ og G, kun findes
endeligt mange (F, G)-antipodalpar. Dette er ensbetydende med, at der for poly-
nomierne A og B geelder, at de ikke har nogle fzelles komponenter, i.e. de er primske.

I beviserne for de geometriske separationsgrzenser nedenfor ggres der steerkt brug
af en setning fra bogen [7, Seetning 11.45], s den naevnes her, dog uden bevis.

Saetning 3.2.3. Lad X = {A,...,An} C Zlz1,29,...,2,] vere et system af poly-
nomier, i n variable, som ikke ngdvendigvis er homogene. Antag, at ¥ har endelig

mange komplekse nulpunkter, og lad (&1,...,&,) € C™ vere et af disse nulpunkter.
Lad ogsa d; = deg(A4;) fori=1,2,...,n og lad

K = max{vn+ 1l,max{||A;|]2 | i =1,2,...,n}}
Huis |&;] # 0 sa gelder at
61> (AN )~ Pa- (D,

N (Hzn?:ldi)’ Do <1+i;>ﬁd
i=1 " 1

i=

hvor

Saetningen 3.2.3 ggr brug af || - ||2-normen til et polynomium i to variable. Denne
norm er definineret saledes.

Definition 3.2.4. Lad A(z,y) € Z[x,y] vere et polynomium i to variable og lad

v = (000,001,~--,alovall,---,amn)

veere vektoren i RV of koefficienterne til A. Sd er k-normen of A defineret
som

[Alle = [lvllx
hvor || - |k pd hajresiden er den saedvanlige k-norm fra RM+Dm+1),

Med seetning 3.2.3 er det nu muligt at bevise de specifikke geometriske sepa-
rationsgraenser, som der blandt andet ggres brug af i algoritmen i kapitel 5. Den
fgrste greense giver den minimale afstand mellem to forskellige punkter, som udggr
et (F, G)-antipodalpar.

Saetning 3.2.5. Lad A(z,y), B(z,y) € Z[z,y] og lad F og G vere kurverne de-
fineret ved henholdsvis A(x,y) = 0 og B(x,y) = 0. Antag, at F' og G har endelig
mange (F,G)-antipodalpar, og lad m = deg(A),n = deg(B), ||All2 = a, || B|l2 = b.
Huis (p, q) er et (F,G)-antipodalpar og p # q, sa er

lp —qll > A1(m,n,a,b) = (Q%NK)*D2712m2n2)
hvor

3+2 2 4
K:max{\/ﬁ,4ma74nb}, N:( tamet n)7

4
22 2
5 D=m"*n"(3+ +n)
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Bevis. Fra definitionen af (F,G)-antipodalpar opfylder p = (p.x,p.y) € F, q =
(q.x,q.y) € G og h = ||p — q|| det fglgende system af polynomielle ligninger af fem
variable (p.x, p.y,q.z,q.y, h)

Al : A(p) =0

Ay B(g) =0

Az h® —[lp—q|*=0

As: (0= ) - 0) =0
s (@, @) 0 -0)) =0

hvor (-) er et indre produkt i R%. Da F og G har endeligt mange (F, G)-antipodalpar,
er systemet ovenfor O-dimensionalt. For at bruge ssetning 3.2.3 skal 2-normen af de
fem ovenstaende polynomier beregnes. ||A1ll2 = a og || A2z = b og [|Asz|]2 = V13,
Lad A,(p) = 24(p) og Ay(p) = %(p) sa geelder ||Ag|l2 < ma og ||Ay|l2 < ma. For
polynomium A4 gaelder derfor
[Asll2 = [[A4y(p) - (p-x — q.x) = Ax(p) - (Py — q-y)l|2
< [[Ay(p) - pxll + | Ay(p) - ¢zl + [[ A= (p) - pyll + [ Az(p) - q-yll2
< 2ma + 2ma

= 4ma
Pa tilsvarende made geelder
[sl2 = [|By(p) - (p-x — q.x) — Bx(p) - (p-y — q-9)l2 < 2na + 2na = 4na

Til sidst bemeerkes, at d; = d3 = m, do = dgy = n og d; = 2, og sa kan normerne
umiddelbart saettes ind i seetning 3.2.3. O

Den naeste separationsgraense giver den minimale afstand mellem to forskellige
skaeringspunkter for et par af kurver.

Seetning 3.2.6. Lad A(x,y), B(z,y) € Z[x,y] vere to primske polynomier, hvor
m = deg(A),n = deg(B), |A]|2 = a,[| B2 = b.
Hvis p og q, p # q, er to forskellige punkter pa henholdsvis A(z,y) =0 og B(z,y) =
0, sa gelder

Ip = gll = As(m,n,a,b) = (22 NK)~ P22

hvor

D= 2. 2 = =
5 mn(3+m+n)

2 2 4 4
K = max{Vv13,m,n}, N<3+ me n),

Bevis. Punkter p = (p.z,p.y), ¢ = (¢.x,q.y) og afstanden h = ||p — ¢|| opfylder
folgende system af polynomielle ligninger af fem variable (p.z,p.y, ¢.z,q.y, h)

Ay Alp) =0
As :B(q) =0
Az :h? —|p—qll* =0
Ay Alg) =0
As : B(p) =0

Da A og B er antaget primske, bliver systemet overfor 0-dimensionalt. Som oven-
for geelder, at [[Aillz = [[Asllz = a, [[A2ll2 = [[Asll2 = b og [|As]2 = V13, sa
anvendelsen af seetning 3.2.3 er derfor ligefrem. O
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For at give den naeste graense er det ngdvendig at vide hvordan, eller mere
preecist med hvilken preecision, er punktet og kurven givet. Dette leder frem til
fglgende definition.

Definition 3.2.7. Et tal x € R kaldes for et (L,1)-bit flydende kommatal, hvis der
geelder folgende.
z=m2F L, \m\<2L, 0<k<lI

hvor L,l € N og m,k € Z. Hvis L =1 kaldes x for et L-bit flydende kommatal.
Bemerk, at der gelder —L < logs|z| < L.

Den sidste separationsgreense beskriver den mindste afstand fra en algebraisk
kurve, A(z,y) = 0, til et punkt, p, hvorom der gelder, at A(p) # 0, hvilket vil sige,
at p ikke ligger pa kurven.

Seetning 3.2.8. Lad A(x,y) = 0 vere en algebraisk kurve og ¢ = (u,v) € R? veere
et punkt, hvis koordinater er givet med (L,1)-bit flydende kommatal, hvor I > 2.
Antag yderligere, at A(u,v) # 0.

Huis kurven A(z,y) = 0 ikke udgor en cirkel med centrum i q, og p er et punkt pa
kurven, sa gelder

Ip —qll > As(m,a,L,1) = (22 NK)~P2-8m"

hvor

3+2 4
K =2l max {2l 2ma}, N = ( +5 m), D =m*(3+ —).
m

Bevis. Antag umiddelbart, at p er det punkt pa kurven, som ligger taettest pa g, og
lad h = ||p—q||- Sa de tre variable p.z, p.y, h opfylder falgende system af polynomielle
ligninger af tre variable.

At A(p) =0
Az h* = [lp—q|* =0

das (0= 00, 0= ) =0

Dette system er 0-dimensionalt, da A(z,y) = 0 ikke indeholder en cirkel omkring
q. For at bruge ssetning 3.2.3 skal 2-normen for de tre polynomier, A4;, vurderes.
[ Ai]l = a er givet fra A(z,y) = 0. [|As] < /1+2(220 4271 +1) < 2!* under
antagelse af at [ > 2.

For at vurdere || As|| lad A, (p) = 42 (p) og Ay(p) = %(p). Sa geelder

[Asllz = [|Ay(p) - (p-x — q.2) — Az(p) - (p-y — q.9) |2
< [Ay(p) - (p-x — q.2)ll2 + [[A=(p) - (P-y — q¢.y)ll2
< [Ay(p) - p-zll2 + [|Ay(P) - g-zll2 + | Ax(p) - p-yll2 + [|Aa(p) - q-9)l|2
< ma + 2'ma + ma + 2'ma
= 2ma(1 + 2"
< 2ma2!t?
Men istedet for polynomierne A; og Az bruges 22 Ay og 2F A3 sd [|221 Asll2 <

22L+1+L oo |28 A3l = 2ma(l + 21)2F < 2ma2b+HL. Herefter kan ||.A;]|2 umiddel-
bart saettes ind i ssetning 3.2.3. O
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Det bemaerkes her, at der kan ses bort fra kravet, i ssetning 3.2.8, om, at kur-
ven ikke udggr en cirkel med center i punktet q, da Bézier kurver ikke kan veere
cirkuleere.

Definition 3.2.9 (A-separationsegenskaben). Lad F,G vere Bézier kurver. Et
par (p,q) € F x G kaldes et kritisk par for (F,G), hvis der gelder mindst en af
folgende betingelser

e (p,q) € F x @ er et (F,G)-antipodalpar
epeFNGogqge FNG

Givet A > 0 siges kurverne, F' og G, at have A-separationsegenskaben, hvis ethvert
kritisk par (p,q), hvor p # q, opfylder ||p — qll2 > A.

3.3 Vurdering af || - ||;-normen for Bézier kurver

Bézier kurver er, som naevnt tidligere, en speciel klasse af algebraiske kurver, sa de
geometriske separationsgraenser for algebraiske kurver, udledt i sektion 3.2, geelder
ogsa for Bézier kurver. Men de kurver, som dette speciale beskaftiger sig med, er
givet ved en kontrol polygon, hvorimod algebraiske kurver generelt er givet ved
en polynomiel ligning i to variable. Sa for at bruge sztningerne fra afsnit 3.2 er

det ngdvendigt at kunne vurdere den gvre greense for || - ||o-normen for en Bézier
kurve givet ved en kontrol polygon. Dette gribes an ved at udlede den implicitte
algebraiske ligning for en givet Bézier kurve og sa vurdere || - ||2-normen for denne

algebraiske kurve.

Lad i det folgende F' veere en Bézier kurve givet ved kontrol polygonen P(F) =
(po,P1, - -, Pm)- Sa kan koordinatfunktionerne til F' udregnes pa folgende made

F(t) = ipi (T) #(1 -ty

i=0
m m m—1 m—i
= i t J(—1)J
(2 (S (")
=0 7=0
=22 () o
, %]
1=0 5=0
m k m
_ ik _q)k-t
St )
k=0 1=0
i a
=y g
k=0 i
hvor (m) = "™ Bemerk, at den sidste ligning blot definerer konstanterne
] iljl(m—i—j)!

ar og b for k=0,1,2,--- ,m. Kurven kan nu skrives F(t) = (F,(t), F,(t)), hvor

F(t) = axt*, Fy(t) =Y bt
k=0 k=0

For koefficienterne ay (og by) for k = 0,1,...,m i koordinatfunktionerne til F’
gaelder fglgende setning angaende koefficienternes stgrrelse.
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Lemma 3.3.1. Lad F(t) = (F,(t), Fy(t)) vere en Bézier kurve og antag at koor-
dinaterne til kontrol polygonen P(F) = (po,--+ ,pm) er givet ved (L,l)-bit floating-
point verdier. Si er 2"ay, er et heltal og |ay| < 2LTF(7) for k = 0,---,m. En
tilsvarende grense findes for by.

Bevis. At 2Lay, € Z folger direkte fra definitionen af (L,1)-bit flydende kommatal.
Hvis x er et (L,1)-bit flydende kommatal, geelder at z = m2*~%, hvor m, k € Z og
|m| < 2L for 0 < k <1. Sa er 2Lz = m2* et heltal.

o el 25 R0

O

|lax| =

Lad nu F(t) = (F,(t), F,(t)) veere en givet Bézier kurve, sa er kurvens implicitte
algebraiske ligning givet ved B(z,y) = 0, hvor B(z,y) = res;(Fy(t) — z, Fy(t) — y).
Da F,(t) = Y1ty aith og Fy(t) = Y1, bit® geelder det at B(z,y) = res(Fy(t) —
z, Fy,(t) — y), jeevnfor [7, afsnit 3.3], udger determinanten af folgende matrix.

Ay  QAm—-1 " aq ag — I

am PR a2 al
a Am—1 s Qg — X

M — m m

bm bmfl T bl bO -y
S by

L bm bmfl o bO - Y ]
Da a; og b; for : = 0,1,...,m er konstanter og z, y er variable, vil determinan-

ten til matrix M veere et polynomielt udtryk, B(z,y), i to variable, og B(z,y) =
det(M) = 0 vil derfor veere en algebraisk kurve. Bemeerk, at B(z,y) € Q er muligvis
et rationelt polynomium, men sztning 3.1.3 gor det mulig at finde et heltalspoly-
nomium, A(z,y), med samme lgsningsmeengde som B(z,y). Den fglgende saetning
giver en gvre greense for || - ||2-normen af den implicitte algebraiske kurve for en
givet Bézier kurve.

Saetning 3.3.2. Lad F vere en Bézier kurve givet ved kontrol polygonen, P(F) =
(Po, 1, - - yPm), hvor koordinaterne til punkterne p; er givet L-bit flydende kom-
matal. Sa opfylder F en polynomiel ligning A(z,y) = 0, hvor A € Z[z,y] og
deg(A) = m, og hvor der gelder

1All2 < (1659™)™

Bevis. Kurven F(t) = (Fy(t), Fy(t)) opfylder ligningen B(z,y) = 0, hvor B(xz,y) =
det(M) og M er givet i (3.3). Tallene i matrix M er givet ved L-bit flydende
kommatal, s& 28°M er en matrix med heltalsindgange. Lad A(z,y) = det(2V'M)
vaere et heltalspolynomium. Den generaliserede Hadamard-graense, fra [7, afsnit
6.8], forteeller, at ||A|l2 er begraenset af produktet af || - ||2-normerne til hver af
reekkerne i matrix 25 M. Matrix M er givet ved at betragte alle indgangene i ma-
trix M som polynomier, P;; € Z[z,t], og derefter udskifte hver P;; med en gvre
graense til || P;;]|1. Hvis greenserne for koefficienterne i seetning 3.3.1 benyttes, bliver
M7 som nedenfor.
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[ 2R () 2 r) e 28 2R () + 1
2L+m (2) .. 2L+2 (Tg) 2L+1 (771'1)
Vi e o) () 4
1= 2L+m(z) 2L+m—1(mTi1) ... 9L+l TIL oL (m +1
ey el 2
! b () 28 T() e 28(0) +1

|| - [2-normen til hver raekke i matrix 2XM; kan nu vurderes til 22£3™ (se saetning
3.3.3 nedenfor), og da der er 2m raekker i matrix 2% M, og der gzelder

||AH2 S (22L3m)2m _ (16L9m)m
[

Lemma 3.3.3. Lad matrix My vere givet som ovenfor og lad r; vere en rekke i
denne matriz. Sa gelder

(i) [Irills <1+ 253
(ii) |rill < 2%3™

Bevis. Beviserne nedenfor udnytter fglgende ligning ;" ;2% (") = 3™.

k
(i) N
oLtk (M) — 1 4oL N ok (M) = 1 4 oL3m
< h + I;) . +

(ii) Beviset nedenfor udnytter ogsa uligheden /2?2 + 42 <z +y — 1 for z > 2 og
y > 2 i anden linie.

Irilla = 4| (1 +25)2 + Zm: <2L+k <TZ>)2

Irilly = |1+ 2| +Z
k=1

AN
-
+
)
\5
_|_
bl
M:] ¢
N
)
h
+
>
Y
> 3
S~
~——
[ V]
|
—_

k=1
m m 2
<of L+k
<23y (2+ (1)
k=1
—9L k(T
> ()
k=0
= obgm
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Kapitel 4

Elementaere kurver og par

Lad i det folgende f : [¢,d] — R veere en begraenset og kontinuert differentiabel
funktion fra et interval ind i de reelle tal. Grafen for f er den parametriserede
kurve F = {F(t) : t € [e,d]}, hvor F(t) = (t, f(t)) € R?. Lad desuden G[c,d]
betegne meengden af alle grafer for begraensede, kontinuert differentiable funktioner
g : [¢c,d] — R. Et element i G[c, d] kaldes herefter for en graf parametrisering. For at
simplificere notationen nedenfor, antages at [c,d] = [0, 1].

4.1 Elementaer kurver

En kurve F' € Gle,d] kaldes en elementer kurve, hvis den udggr grafen for en
konveks eller en konkav funktion i R. Liniestykket, som forbinder F'(c) og F(d)
kaldes for basesegmentet af F. Hvis F' er en elementaer kurve, kan den yderligere
klassificeres som enten A-elementer eller B-elementer athengig af, om den udger
grafen for en konkav eller en konveks funktion. Bemeerk, at hvis F' € Gle,d], og F
samtidig er konkav, sa vil F(t) ligge over (Above) basesegmentet for alle ¢t € [c, d].
Tilsvarende vil F(t) ligge under (Below) basesegmentet, hvis F' € G[e, d] er konveks.

Tangentvektoren til F i punktet F(t) er (1, f'(t)) € R2, og derfor er enhedsnor-
malvektoren, ur : [c,d] — R?, i samme punkt givet ved

it [ T
VI+ 0?2 1+ (1)

( 0 1 ) (4.1)
VI+ P2 1+ (1)

= (cosOp(t), sinfp(t))

hvor funktionen 0 : [¢,d] — R kaldes for normalvinklen i punktet F'(t). Det fglger
fra (4.1), at |lup(t)]] = 1 for alle t € [c,d] og at Op(t) € (0,7), hvor ¢ < ¢ < d.
Elementare kurver kan nu karakteriseres pa fglgende made.

e F'er A-elementer, hvis og kun hvis, 0(¢) er aftagende.
e F er B-elementeer, hvis og kun hvis, 6z (t) er voksende.

Lad afbildningen ng(t) veere linien gennem F'(¢) langs retningen up(¢). Kald ng(0)
og np(1) for endepunktsnormaler for F = F[0,1]. Opdel linien, ng(t), i en gvre- og
en nedre- halvnormal, som hver iser udspringer fra F(t) og lgber retning af hen-
holdsvis up(t) og —ur(t). De gvre halvnormaler overdackker et omrade begraenset af
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a(0), F', og a(1), kald dette omrade U(F). Omradet U(F') betragtes som en lukket
maengde, og det geelder derfor, at F' € U(F). Udvides ap(0) og ar(1) til de modes
fremkommer keglen C(F'). Se figur 4.1 nedenfor.

U(F)

aF(O)

Figur 4.1: KEGLEN C'(F) UDSPENDT AF NORMALERNE ny(0) 0G ng(1)

Lemma 4.1.1. Hvis F € G[0,1] er A-elementer, sa er omradet U(F) overdekket
af en familie af halvnormaler {ap(t) : t € [0,1]}. Det vil sige, at ethvert punkt
i U(F) tilhorer en entydig halvnormal ap(t) og enhver halvnormal er indeholdt i

U(F).

Bevis. Det er givet umiddelbart fra definitionen, at ap(t) C U(F'). For at vise
entydigheden, altsa at ethvert p € U(F) er indeholdt i en entydig halvnormal,
antag, at p = ap(t)Nar(s) for givne t < s. Idet vektoren F(s) — F'(t) har en positiv
x-koordinat og 0z (t) > 0p(s), ma normalerne ng(t) og ng(s) skeere hinanden under
linien gennem F'(t) og F(s). Sa p = bp(t) Nbp(s), hvilket strider mod antagelsen,
at p € ap(t) Nap(s). O

4.2 Elementsere par

Lad F € G[0,1] veere en A-elementeer kurve og lad G € Glc,d] veere en anden
elementaer kurve. Bemaerk, at G kan veere enten A- eller B-elementaer.

Definition 4.2.1. Kurvepar (F,G) kaldes et elementert par, hvis der gelder
o G(e) € ap(0)\ {F(0)} og G(d) € ap(1)\ {F(1)}
e Hele G ligger indenfor keglen C(F).
Pa figur 4.2 kan ses eksempler pa henholdsvis AA- og AB-elementeere par. (F, G)

kan ogsa udggre BA- eller BB-elementeare par, men da disse tilfeelde er symmetriske
behandles kun AA- og AB-par.

Lad p € F og q € G. Hvis L er normallinien for F' i punktet p, sa kaldes ethvert
punkt i G N L en G-projektion af punktet p. Generelt kan et punkt p have ingen
eller flere G-projektioner.

Lemma 4.2.2. Lad (F,G) € G[0,1] x G[c,d] vere et elementert par. Hvis G C
U(F), sa findes der en entydig kontinuert funktion s : [0,1] — [e,d] saledes, at
ethvert punkt G(s(t)) er en G-projektion af F(t).

Bevis. Nar G € U(F) sikrer lemma 4.1.1 at ng(t) skerer G for alle ¢ € [0,1]. Sa
der mangler kun at blive vist, at ng(t) skeerer G ngjagtig en gang. Det er oplagt,
at np(t) skerer G et ulige antal gange. Omradet afgreenset af G, og basesegmentet
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CLF(I) ap(l)

CLF(O) aF(O) G

F
(a) AB-elementeere par (b) AA-elementeere par

Figur 4.2: ELEMENTZARE PAR

for G, er konvekst sa en linie kan hgjst skaere G to gange. Derfor skaerer normalen,
ng(t), linien, G, preecis en gang, nemlig i punktet G(s(t)). Kontinuiteten af s(t)
folger fra kontinuiteten af parametriseringen af ng(t) og fra kontinuiteten af kurven

G. O

Korollar 4.2.3. Lad (F,G) € G[0,1] x G[c,d] vere et elementert par. Hvis G C
U(F), sa er vinkelfunktionen a : [0,1] — (—m, ) givet ved

a(t) = 0r(t) — 0c(s(t)) (4.2)

veldefineret og kontinuert.

Bevis. Bade 0r(t), 0c(t) og s(t) er kontinuerte funktioner, s a(t) er ogsa kontin-
uert. At veerdimeengden til a-funktionen er givet ved Vm(a) = (—mn, ) ses ved at
Vm(0r) = Vm(0g(s(t)) = (0, ). O

4.3 Det komplette kriterium for ikke-krydsende,
tangentiel skaering

Saetning 4.3.1. Lad (F,G) € G[0,1] x Glc,d] vere et elementert par. Antag, at F
og G har A-separationsegenskaben og at diameteren af F'UG er mindre end A. Sa
findes en afbildning « : [0,1] — (—m, ), hvorom der gelder

(i) Hvis a(0)a(1) < 0, sd skerer F og G hinanden tangentielt i et entydigt punkt.
(i) Hvis a(0)a(1) > 0, sa skerer F og G ikke hinanden.

Bevis. Hvis F'N G indeholder to forskellige punkter, p og ¢, sa geelder |[p — ¢|| <
diam(F U G) < A. Men dette modsiger antagelsen om A-separationsegenskaben.
Det kan derfor konkluderes, at F'NG er enten tom eller indeholder praecist et punkt.
Hvis FNG # 0, sa skaerer kurverne F' og G hinanden tangentielt i et entydigt punkt.
Afbildningen « er givet i korollar 4.2.3.

(i) Antag, a(0)a(l) < 0. Der findes 0 < t < 1 saledes, at a(t) = 0. Parret
(p,q) = (F(t),G(s(t))) er derfor et antipodalpar. Hvis p # ¢, sa medfgrer A-
separationsegenskaben, at ||[p — ¢|| > A. Men dette modsiger antagelsen om, at
F U G har diameter mindre end A. Derfor geelder det p = ¢, og F og G skaerer
hinanden tangentielt.

(ii) Antag, at F' og G skeerer hinanden i et (tangentielt) punkt p og vis, at dette
medfgrer en modstrid. Lad p = F(tg) for et tg € [0, 1] sa a(ty) = 0. Da a(0)a(1) > 0,
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antag, uden tab af generelitet, at «(0) > 0 og «(1) > 0. Siden p er et tangen-
tielt skeeringspunkt, og det er antaget, at F' ligger under G, ma a(t;) > 0 og
a(ty) < 0. Da a(t) er en kontinuert funktion, findes et t; € (to,1) saledes, at
a(ty) = 0 og (F(t1),G(s(t1))) er derfor et antipodalpar. Men F(t1) = G(s(t1))
er sa endnu et tangentielt skeeringspunkt mellem F' og G, hvilket strider mod A-
separationsegenskaben. O
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Kapitel 5

Skaeringsalgoritmen

En formel (matematisk) specifikation af en skeeringsalgoritme for Bézier kurver i
planen kunne se ud som fglgende.

Algoritme 5.0.1 YAPALGORITHM(F, G)

Input: P(F) = (po,p1,---,Pm) 0g P(G) = (qo,q1,- - qm)
Output: {r e E?|rec FNG}

Problemet med denne specifikation er, at den ikke deekker de besveerligheder in-
volveret i handteringen af sadanne matematiske problemer under en beregningsmod-
el, som ikke har eksakt aritmetik til radighed. En oplagt lgsning til dette problem
er at indfgre eksakt aritmetik og sa lgse skaeringsproblemet ved hjeelp af algebraisk
manipulation af de involverede ligninger. Denne tilgang er ofte forbundet med ringe
effektivitet i praksis, sa en mere effektiv tilgang er ngdvendig. De skeeringsalgorit-
mer, som opnar effektivitet i praksis, er ofte baseret pa numeriske metoder, hvilket
gor det sveert at opna kravene om eksakte lgsninger. Den fundamentale motivation
for Yaps skaeringsalgoritme er, ifglge [4, 5], at designe en eksakt skeeringsalgoritme,
baseret pa opdeling (subdivision), af Bézier kurver og samtidig opna effektivitet i
praksis. I dette kapitel beskrives Yaps skeaeringsalgoritme i detaljer, hvor der ggres
rede for, hvordan algoritmen opnar sine mal om eksakte lgsninger. En opsummering
af de generelle teknikker, som algoritmen udnytter, folger.

e Subdivision med geometriske separationsgraenser. Det primaere algo-
ritmiske skridt i Yaps algoritme er opdeling (subdivision), se afsnit 2.5, af
Bézier kurverne. Stop kriterierne for denne iterative opdeling udggres af de
geometriske separationsgraenser A;, blandt andet introduceret i afsnit 3.2.
Disse greenser afhsenger kun af egenskaberne for input kurverne og beregnes
derfor i initialiseringsfasen, hvilket betyder, at deres veerdier ikke pavirker
logikken i algoritmen. Hvis der findes bedre graenser i fremtiden, kan disse
umiddelbart indfgres i algoritmen uden sendringer til den algoritmiske logik.

e BigFloat tal. En eksakt skaeringsalgoritme ma ngdvendigvis benytte eksakt
aritmetik, hvilket vil sige rational aritmetik. Alle numeriske beregninger i algo-
ritmen benytter derfor kun regneoperationerne (+, —, x) pa (bingere) bigfloat
tal, se afsnit 2.6. Disse regneoperationer er eksakte, hvilket for eksempel vil
medfgre, at vaerdien af fglgende udtryk er eksakt, hvis a;; € B, altsa er bigfloat
tal.

a1l a2

= a11 X Q22 — 12 X @21
az1 a22 ]

E(a11,a12, 021, a22) = det [
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Grunden til, at der ikke anvendes generelle rationale tal, er gnsket om ef-
fektivitet i praksis. Regneoperationerne pa bigfloat tal kan handteres mere
effektivt end generelle rationale tal. Se seetning 2.6.5.

e Adaptivitet. Algoritmen er adaptiv. Det vil sige, at under de iterative pro-
cesser nas separationsgreenserne, A;, kun i veerste tilfaelde. For ”paene”input
stopper den iterative process laenge for, separationsgraenserne er naet. Sadan
tidlige stop af den iterative process er baseret pa partielle kriterier. Partielle
kriterier kan enten veere accept- eller reject-kriterier, som henholdsvis kan
bekrafte og afkraefte skeering mellem to Bézier kurver. Selvom partielle kri-
terier ikke er fremheevet i dette speciale, sa har de stadig indflydelse pa den
generelle struktur i Yaps algoritme. Det forventes, at de fleste partielle kri-
terier kan indfgres i algoritmen uden stgrre vanskeligheder.

Fra det ovenstaende er det ikke oplagt, at det er muligt at opna en eksakt
skeeringsalgoritme. Hvordan handteres eksempelvis tilfeeldet, hvis input kurverne
har skeeringspunkter, som har irrationale koordinater. Det fglgende vil forspge at
belyse disse problemer.

5.1 Den overordnede algoritme

Lad Bézier kurverne F' og G vaere givet ved deres respektive kontrol polygoner,
henholdsvis P(F) = (po,p1,---,Pm) 08 P(G) = (q0,q1,---,qn). Kald et par af
kurver (F',G') for et kandidatpar, hvis der om kurverne geelder, at deres respek-
tive konvekse hylstre skeerer hinanden, altsé CH(F') N CH(G') # 0. Et kandi-
datpar (F’,G') kaldes ogsa henholdsvis mikropar eller makropar athsengig af, om
diam(CH(F")UCH(G")) < A*.

Givet to Bézier kurver, F' og GG, sa finder YAPALGORITHM, se algoritme 5.1.1, alle
skaeringspunkter mellem F' og G. Overordnet set arbejder algoritmen pa tre kger
Qo, Q1 og S, som kaldes henholdsvis makro-, mikro- og lgsningskgen. Kgerne in-
deholder under algoritmens forlgb kandidatpar, som henholdsvis udggr makropar,
mikropar eller lgsninger (skeeringspunkter). YAPALGORITHM kan inddeles i tre fas-
er, nemlig initialiseringsfasen, makrofasen og mikrofasen.

Initialiseringsfasen udger den oplagte initialisering af kgerne Qg, @1 og S, samt
beregning af de enkelte geometriske separationsgraenser.

Makrofasen arbejder pa makropar fra makrokgen og gor folgende. Den udtager et
makropar (F’,;G’) fra makrokgen og forsgger at afggre skeering mellem F’ og G’
ved hjelp af partielle kriterier. Hvis det lykkes, indseettes (F/,G’) i lgsningskgen
S. Ellers deles en af kurverne, eksempelvis F', saledes, at fplgende par fremkommer
(F§,G"), (F{,G"). Hvis (F],G") udger et kandidatpar indseettes parret i henholdsvis
makro- eller mikrokgen afhesengig af, om det udggr et makro- eller mikropar. Herefter
udtages et nyt makropar fra makrokgen, og processen gentager sig. Dette forsaetter
indtil makrokgen er tom. Hvis mikrokgen ikke er tom, fortseetter Yaps algoritme
med mikrofasen, som for hver mikropar (F’,G’) i mikrokgen gor fglgende. Hvis
F’ indeholder et kritisk punkt, indseettes (F’,G’) i lpsningskgen S. Ellers udfgres
kobling processen pa (F',G").

Resten af dette kapitel beskriver de tre ovennaevnte faser i detaljer. Afsnit 5.2

uddyber hvorledes de geometriske separationsgraenser beregnes, mens afsnittene 5.3
og 5.4 beskriver detaljerne for henholdsvis makrofasen og mikrofasen.
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Algoritme 5.1.1 YAPALGORITHM(F, G)
IHPUt: P(F) - (p07p17 s apm) og P(G) - (QO7q15 v aQn)
Output: En kg S som indeholder kandidatpar (F;, G;), hvorom der geelder F; C F',
Gj gGogFiﬂGj;é(Z).
{Initialiseringsfasen}
Qo — @ Q1 — @ S «— @
A* « CALCULATEA
{Makro- og Mikrofasen }
Qo — (F,G) {(F,G) indsettes i Qo}
MACROPHASE(Qq, Q1, .5, A*)
if (Q1 # 0) then
MICROPHASE(Q1, S, A*)
end if
return S

H
=

5.2 Initialiseringsfasen

Initialiseringsfasen er givet i pseudo-kode i algoritme 5.2.1. Udover den oplagte
initialisering af makro-, mikro- og lgsningskgerne gar initialiseringsfasen i alt sin
enkelthed ud pa at beregne de enkelte geometriske separationsgraenser. Specielt
beregnes A*, som benyttes til at afggre, om et kandidatpar udggr et makro- eller
mikropar. A* er en stgrrelse, som udger et minimum af nogle specifikke separa-
tionsgreenser, nemlig Ay (m,n,a,b), As(m,n,a,b) (afsnit 3.2), Ay(m,n,a,b, L) og
Ag(m,n, L) (afsnit 5.4.1). Som det kan ses, er de enkelte greenser udtrykt ved
A;(m,n,a,b, L,1). Parametrene repreesenterer forskellige stgrrelser, som kun afthenger
af input kurverne til algoritmen.

Algoritme 5.2.1 INITPHASE(F, G, Qq, Q1, S, A*)
Qo—0 Q=0 S0
a = (16£9™)™ {Seetning 3.3.2}
b= (1679")" {Seetning 3.3.2}
Ay — Aqy(m,n,a,b) {Seetning 3.2.5}
Ay — Ay(m,n,a,b) {Setning 3.2.6}
Ay — Ay(m,n,a,b, L) {Korollar 5.4.4}
Ag — Ag(m,n, L) {Seetning 5.4.5 og lemma 5.4.2}
A* — min{Al, AQ, A47 Aﬁ}

Starrelserne m og n udger graden af hver af input kurverne F' og G. Deres veerdier
er enten givet eksplicit til algoritmen, eller ogsa kan de beregnes ved at teaelle kontrol
punkterne til hver af input kurverne.

Vaerdierne L og [ udtrykker den sakaldte (bit-)kvalitet af de (bigfloat) tal, som
udggr koordinaterne i kontrol polygonerne for input kurverne F' og G. Se afsnit 2.6.
Disse veerdier forventes givet til algoritmen sammen med input kurverne.
Sterrelserne a og b udggr || - ||2-normerne for de algebraiske kurver, som ligger bag
input kurverne. Husk, at enhver Bézier kurve kan udtrykkes som en algebraisk
kurve C(z,y) = 0. Se eventuelt afsnit 3.1. Sa hvis A(z,y) = 0 og B(z,y) = 0
er de bagvedliggende algebraiske kurver til henholdsvis F' og G, sd er a = || A||2 og
b = || Bl|2. De algebraiske kurver er ikke umiddelbart tilgeengelige, da input kurverne
er givet ved kontrol polygoner. Men satning 3.3.2 giver en eksplicit gvre graense for
stgrrelserne a og b, der kun afhaenger af veerdierne m, n og L, sa denne gvre graense
bruges i stedet for de specifikke normer.
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5.3 Makrofasen

Makrofasen i Yaps algoritme udggr en generel skeeringsalgoritme baseret pa opdel-
ing (subdivision). En sadan algoritme er baseret pa en rackke kriterier til at finde de
enkelte skaeringspunkter. Disse kriterier er typisk partielle kriterier, hvilket skal
forstas pa den made, at de enten kan bekraefte skeering (accept kriterier) eller
afkraefte (reject kriterier). Et kriterium, som bade er et accept- og reject-kriterium,
kaldes et komplet kriterium, da det bade kan bekreefte og afkreefte skeaering.

Et velkendt reject-kriterium for Bézier kurver er Konveks hylster kriteriet, som
benytter det faktum, at en Bézier kurve er indeholdt i sit kontrol polygon. Se afsnit
2.2. Dette faktum kan sa bruges pa folgende made. Hvis det konvekse hylster for kur-
ven F ikke skeerer det konvekse hylster for kurven G, sa kan kurverne ngdvendigvis
ikke skeere hinanden.

I den nedenstaende forklaring af makrofasen leegges ikke stor veegt pa de indi-
viduelle partielle kriterier, da disse ikke har indvirkning pa det generelle design af
makrofasen. Jo mere effektive partielle kriterier desto mere effektive bliver hele Yaps
algoritme. Makrofasen kan ses i pseudo-kode i algoritme 5.3.1.

Algoritme 5.3.1 MACROPHASE(Qo, Q1, 5, A*)
1: while Qo 7é 0 do

2: (F’, G/) — Qo

3 if CH(F')YNCH(G')# 0 then

4:

5: if ACCEPTCRITERIA;(F',G’) = true then
6: S« (F',G")

7

8: else if REJECTCRITERIAL(F',G') = true then
9: continue {Skip to next iteration}

10: else if diam(CH(F')UCH(G")) < A* then
11 Q1< (I, ¢G")

12: else

13: if diam(CH(F")) > diam(CH(G")) then
14: (Fy, F1) < SUBDIVIDE(F")

15: Qo — (Fo,G")

16: Qo — (I1,G")

17: else

18: (Go, G1) < SUBDIVIDE(G’)

19: Qo — (F',Go)

20: QO — (F/aGl)

21: end if

22 end if

23:  end if

24: end while

Makrofasen bestar af en lgkke, som stopper, nar makrokgen er tom. Under hver
iteration udtages et makropar (F’,G’) fra makrokgen. Hvis dette makropar udggr
et kandidatpar, hvilket afggres med konveks hylster kriteriet, sa udsattes det for de
enkelte partielle kriterier. Hvis det lykkedes for et accept-kriterium at bekrzefter, et
entydigt skeeringspunkt mellem F’ og G, sa indseettes (F', G') i lgsningskgen S, og
makrofasen forsaetter med neeste iteration. Hvis derimod reject-kriteriet afkraefter
skeering mellem F’ og G’, sa springes umiddelbart til nseste iteration. Hvis ingen
af de partielle kriterier kan afkreefte eller bekraefte skaering, kontrolleres om diam-
eteren af foreningen af de to kontrol polygoner er mindre end A*. Hvis dette er
tilfaeldet, indseettes (F',G’) i mikrokgen. Ellers opdeles (subdivision) den kurve,
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hvis kontrol polygon har den stgrste diameter, og de fremkomne kurvepar indsaettes
i makrokgen. Herefter forseettes til naeste iteration.

Konsekvenserne af dette design af makrofasen er som fglger. Nar makrofasen
afslutter efter et endeligt antal iterationer, vil makrokgen veere tom, og mikrokgen
vil indeholde kandidatpar, hvorom der gelder, at diam(CH(F') U CH(G")) < A*.
Lgsningskgen kan ogsa indeholde bekreeftede, via accept-kriterium, skeeringspunk-
ter, som udggr en del af hele algoritmens resultat. At makrofasen stopper, haenger pa
det faktum, at efter hver iteration fjernes et kurvepar fra makrokgen. I de tilfzelde,
hvor der indseettes to kurvepar i makrokgen, har disse kurvepar mindre diameter
end det kurvepar, som de erstatter. Dette vil i sidste ende fgre til, at de fjernes fra
makrokgen og indsaettes i mikrokgen.

5.4 Mikrofasen

Mikrofasen arbejder udelukkende pa mikropar og er bygget op omkring fglgende
seetning for mikropar.

Seetning 5.4.1. Lad (F',G’) vere et mikropar. Sa gelder folgende

(i) Et mikropar kan hgjst have et skeringspunkt, og det skeringspunkt er isoleret
og entydigt.

(i1) Kurven F' i mikropar (F',G") kan hgjst have et kritisk punkt, og hvis den har
det, udgor det kritiske punkt et entydigt skeringspunkt mellem F' og G'.

(i1i) Hvis F' ikke indeholder et kritisk punkt, kan kobling processen afgore, om
kurverne skerer hinanden.

Beuvis. Per definition opfylder mikropar, at diam(CH(F') UCH(G')) < A*.

(7) Seetning 3.2.6 beskriver den mindste afstand, Ao, mellem to forskellige skeeringspunk-
ter mellem F’ og G’. Denne graense er stgrre end A*, hvilket fuldender beviset.

(#i) Korollar 5.4.4 beskriver den mindste afstand, A4, mellem to forskellige kritiske
punkter pa kurven F’ og samtidig geelder, at Ay > A*, hvilket feerdigger forste del

af beviset. Seetning 5.4.5 og lemma 5.4.2 beskriver tilsammen en mindste afstand,
Ag, mellem kurven G’ og et kritisk punkt pa F’, og da Ag > A*, sa er beviset
fuldendt.

(#91) Se afsnit 5.4.2. O

Seetning 5.4.1 giver anledning til et design af mikrofasen, som er givet i algoritme
5.4.1. Mikrofasen forlgber som fglgende. For hvert mikropar (F/,G’) kontrolleres
fgrst, om F’ indeholder et kritisk punkt, hvordan denne kontrol laves i praksis, er
beskrevet i afsnit 5.4.1, derefter udfgres kobling processen. Kobling processen er
inspireret af ssetning 4.3.1, som udggr et kriterium for ikke-krydsende tangentiel
skaering mellem elementzere kurver. Hvordan kobling processen fungerer i praksis,
kan findes i afsnit 5.4.2.

5.4.1 Kritiske punkter og ikke-elementaere kurver

En general Bézier kurve er ikke ngdvendigvis en elementeer kurve. Her mindes om, at
en elementeaer kurve udggr grafen for en konkav /konveks funktion af en variabel i de
reelle tal. Se afsnit 4 for mere information om elementare kurver. En general Bézier
kurve, F'[0,1], kan dog opbrydes i endeligt mange elementeere kurver. Punkterne
F(t), hvor denne opbrydning foretages, kaldes kritiske punkter. Det skal dog vise
sig, at opbrydningen af en Bézier kurve i de kritiske punkter er en optimal strategi.
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Algoritme 5.4.1 MICROPHASE(Q1, S, A*)
1: while Q # 0 do

22 (FI,G'")—Q

3:  if HASCRITICALPOINTS(F’, S, A*) then

4 S — (F',G")

5. else

6

7

8

CoUPLINGPROCESS(F', G', S, A*)
end if
: end while

Lad F,(t) og F,(t) vere koordinatfunktionerne for Bézier kurven F saledes, at
F(t) = (Fu(t ),Fy(t )- Saer F'(t) = (F(t), F,(t)) den afledte med hensyn til t. Et
punkt F(t), t € (0,1), pa kurven er et kritisk punkt, jeevnfer [8, Lemma 2.1], hvis
et af de fglgende forhold er opfyldt.

(i) F(t) er et stationaert punkt: Fy (t) = F,(t) =0
(ii) F(t) er et x-ekstremt punkt: F,(t) = 0, F,(t)F,(t*) < 0 og F,(t) #0
(iii) F(t) er et inflexionspunkt punkt : Hr(t) =0 og Hp(t1)Hp(t~) < 0, hvor

Hp(t) = FL(t)Fy (t) — Fy () F;/ (1)

Figure 5.1 viser et eksempel pa en kubisk Bézier kurve med et kritisk punkt,
samt kurvens hodograf. Generelt geelder, at hvis hodografen for en Bézier kurve
gar gennem punktet (0,0), sa har kurven et kritisk punkt. Se afsnit 2.4 for mere
information omkring hodografen for en Bézier kurve.

A . A

p3(1/2,1/2) S a2(0,1) 7

¢ N
a1(-1/2,-1/2)

[
p2(1/2,—1/2)

(a) Kubisk Bézier kurve (b) Hodograf
Figur 5.1: En kubisk Bézier kurve med tilhgrende hodograf

Hvis en Bézier kurve, F, givet ved P(F) = (po, - .. ,pn) ikke har nogle kritiske
punkter i sit indre, er F' en elementzer kurve. Omvendt, hvis F' er en elementzer
kurve, har den ingen x-ekstreme eller inflexionspunkter i sit indre. Dette bety-
der, at en elementeer kurve godt kan have stationsere punkter. F.eks har kurven
P(F) =((-1,0),(0,0),(0,0),(1,0)) et stationsert punkt i F(1/2).

Pa grund af antagelsen, om kun at bruge eksakte bigfloat beregninger, er det ikke
muligt at opbryde Bézier kurver i de kritiske punkter. Grunden er, at veerdien
af parameteren, ¢t € (0,1), hvor F(t) er et kritisk punkt, ikke kan garanteres at
kunne repraesenteres som et bigfloat tal, sa opdeling af en Bézier kurve kan ikke
umiddelbart foretages i kritiske punkter. I stedet opbrydes F' i punkter, hvor ¢ kan
repraesenteres som et bigfloat tal, og hvor delkurverne hgjst indeholder et kritisk
punkt. Kald en Bézier kurve, der indeholder przecis et kritisk punkt for en kritisk
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elementer kurve. Der findes sa tre typer af kritiske elementaer kurver, nemlig K-, C-
og S-kurver!, afhzengig af, om det kritiske punkt er et stationsert-, et x-ekstremt-
eller et inflexionspunkt.

Lad F og G veere to Bézier kurver med kontrol polygoner givet ved henholdsvis
P(F) = (po,--.,pm) 0g P(G) = (qo,...,pn). Koordinaterne til punkterne p; og g¢;,
fori=1,2,...,mogj=1,2,...,n er givet ved eksakte bigfloats.

Lemma 5.4.2. Lad F(ty) = (Fx(to), Fy(to)), for to € (0,1), veere et kritisk punkt
for Bézier kurven F.

(i) Hvis F(to) er et stationert eller x-extremt punkt, sa har Fy(to) og Fy(to) grad
hajst m — 1 og || - ||2-norm hgjst (4£9mm)™.

(i) Huvis F(to) er et inflexionspunkt, sa har F(t) grad hgjst 2m —3 og || - ||2-norm
hajst (2m*16-81™)™.

Bevis. (i) Hvis F(t) = (X,Y) er et stationsert eller x-extremt punkt, sa opfylder X
ligningen
R(X) = resy(Fu(t) — X, Fx (t))

Nér F,(t) = Y.I" ; a;t’, sd er R(X) determinaten af matrix M; nedenfor.

[ am Gm—1 v ap ap—X 1
am “ e a2 a/l
Mo — Am, Am—1 +++ ag—X
7 may, (m—1am—1 -+ 2a9 ay
mam, -+ 3ag 2a0
L mam Qm—1 o a1 ]

Pa samme made som i seetning 3.3.2 betragtes matricen, Ms, af || ||;-normen af hver
indgang (betragtet som et polynomium) i matrix M;. Nar greenserne fra seetning
3.3.1 benyttes, fremkommer matricen nedenfor.

_ 2L+m (M) 2L+m71 m . 2L+1 (m) 2L m) + 1
m 9L+m (%)’1 ... oLt2 (é) 2Lf1 (T)
oL+m (m) 2L+m—1( 7?1)
My = m2L+m (z) (m _ 1)2L+m—1 mril) . oL+1 T
m2ktm (™) . 22k (my gL+ (™)
_ 2L () (g — 1)2Emt ()

De fgrste m — 1 raekker af Mo har || - ||o-norm 223™. De sidste m raekker af My
har || - ||2-norm mindre eller lig m2%3™. Bruges Hadamard-graensen [7, afsnit 6.8]
geelder fglgende

||R(X)H2 < (2L3m)m—1(m2L3m)m — 2(2m—1)L32m2—mmm < (4L9mm)m

IBogstaverne ” C”og ”S”indikerer groft formen pa kurven
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(ii) Som i beviset for (i) betragtes matricen M], som har 2m — 3 rackker med
koefficienterne til F;(to) — X, og m reekker med koefficienterne til Fy (to)F}/ (to) —
Fyl(to) Fy(to). Sa graden af R(X) = det(M]) er 2m — 3. Stgrrelsen

|5 (to) Fy) (to) — Fy (to) Fy (to)ll2 < [|Fy(to) Ey (to)ll2 + [ Fy (to) Fy (to) |2
< |[F,(to)ll2llFy (to)ll2 + [I1Fy (to) ||2]| F (o) |2
< 2mi4Ltgm

da [|F; (to) [l2 < m283™, | F (to)ll2 < m*283™, | Fy(to)||l2 < m253™ og || F (to) |2 <
m?2L3™. Det er nu mulig at vurdere || R(X)||z.

[R(X)||l2 < (2F3™)2m =3 (2m*4L9™)™ < (2m*16L81™)™
O

Lemma 5.4.3. Lad nu «, 3 vere algebraiske tal, henholdsvis af grad hajst m og n
og || - ||l2-normer hgjst a,b. Hvis m < n sa gelder, juf. [7, Lemma 6.32],

|a _ ﬁ‘ > (aneranbm)fl
Bevis. Se [7, Afsnit 6.8.1]. O

Korollar 5.4.4. Lad p,q vere to forskellige kritiske punkter for Bézier kurven F'.
Hvis 2 < m <n sa gelder

Ip.x — q.x| > Ay = (16™+2256181%2mmP) ™
En tilsvarende grense gelder for |p.y — q.y|.

Bevis. Nar p og q er kritiske punkter for F', sa geelder det, at p.x og q.z er lgsninger
til F,(t), p.x og q.x er algebraiske tal. Hvis lemma 5.4.3 anvendes med a = p.x
og B = q.x, hvor deg(a) = 2m — 1, deg(B) = m — 1, ||alls = (2m*16L81™)™ og
[1Bll2 = (4£9™)™ er graenserne fra lemma 5.4.2, s& geelder (ved indseettelse i lemma
5.4.3)

Ip.x — q.x| > (16™T22565812™m5)~™

O

Den naeste seetning er en generalisering af setning 3.2.8 (og dermed af separa-
tionsgreensen As).

Saetning 5.4.5. Antag ¢ = (¢.x,q.y), hvor q.x og q.y er algebraiske tal med || - ||2-
norm mindre end ¢ og grad mindre end d. Lad om polynomiet A(xz,y) € Zlx,y]
gelde, at deg(A) = m og ||All2 = a. Hvis kurven A(x,y) = 0 ikke udgor en cirkel
med centrum i q, sa er afstanden mellem q og kurven A(x,y) = 0 mindst

As(m,a,L,c,d) = (282N k)~ Pg-12m*d

hvor

4 4

2m + 2d
b 2m + ) D=m*d*B+ — + ).
m d

K = max{V13,4ma,c}, N = < 5
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Bevis. Det kan umiddelbart antages, at punktet p, pa kurven A(z,y) = 0, er det
punkt pa kurven, som ligger teettest pa g, og lad h = ||p — ¢||. Sa opfylder ¢, p og h
fglgende system af polynomier.

A Alp) =0
Ay =|p—q|*=0

As <(lej(p)a —%(p)% (p— Q)> =0

Ay P(qx)=0
As 1 Qq.y) =0

hvor P(z),Q(x) € Z[z] er polynomier, af grad hgjst d og med || - ||2-norm hgjst c,
og hvor ligningerne P(z) = 0 og Q(z) = 0 har henholdsvis g.z og ¢.y som lgsninger.
Dette system af polynomielle ligninger er 0-dimensionalt, da A(z,y) = 0 ikke udggr
en cirkel omkring punktet ¢. Nar || Ao = a, [|Azllz < V13, [| A3z < 4ma, ||A4l2 <
¢ og || As|l2 < ¢ indseettes i seetning 3.2.3, er beviset feerdigt. O

Hvis greenserne fra lemma 5.4.2 indssettes i ssetning 5.4.5, opnas en ny sepa-
rationsgraense, nemlig Ag = A(m,n, L) som udggr minimumafstanden mellem en
kurve G og et kritisk punkt p pa kurven F', nar p ikke ogsa ligger pa kurven G.
Seettes A, = min{Ay, Ay, Ay, Ag}, hvor Ay og Ay er fra afsnit 3.2, er det nu mulig
at afggre, om kurve, F', hvis diameter er mindre end A, , udger en kritisk elementaer
kurve.

Lad i det fplgende F' vaere en Bézier kurve givet ved kontrol polygon P(F) =
(o, - -, Pm). Kurven kan sa, jevnfgr 2.2, udtrykkes

Pt = pBr(Y)
=0

hvor BI™ = ("7)t!(1 —t)™~". Den afledte med hensyn til ¢ kan sé, jeevnfor 2.4, gives
ved

3
L

F'(t)=m . [Pj+1 — pj] B]m_l(t)

3 <
1
)

[
3

Ap; B (1)

<
Il
o

hvor Ap; = pj+1—p; er den sakaldte forward difference operator. Sa kan hodografen,
mAP(F) = (mApg,...,mAp,_1), opfattes som et kontrol polygon for kurven
F'(¢).

Stationsere punkter

Seetning 5.4.6. Lad F vere en Bézier kurve givet ved kontrol polygon P(F) =
(o, - - - s Pm)- Antag yderligere, at diameteren af F' er mindre end Az(m—1,ma,2,2)/m.
Sa indeholder F' et stationert punkt hvis, og kun hvis, det konvekse hylster af AP(F)
indeholder punktet (0,0).

Bevis. Lad F(tg) veere et stationsert punkt pa Bézier kurven F. Sa geelder det, at
F'(tg) = (0,0), ifglge definitionen af stationsere punkter, og da mAP(F') er kontrol
polygonen til kurven F’(t), sa indeholder det konvekse hylster af mAP(F') blandt
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andet punktet (0,0).

Antag nu, at Bézier kurven I ikke indeholder nogle stationaere punkter. F’ har grad
m — 1 (se ovenfor) og ||F'||2 < ma. Ifplge seetning 3.2.8 er afstanden fra (0,0) til
kurven F’' mindst Az(m — 1,ma,2,2), da (0,0) er et 2-bit flydende kommatal. Sa
afstanden fra (0, 0) til kurven F’/m er mindst Ag(m —1,ma,2,2)/m. Pa den anden
side, er diameteren af AP(F) er hgjst diameteren af F', det vil sige, mindre end
As(m — 1,ma,2,2)/m. Dette betyder, at punktet (0,0) ikke kan ligge indenfor det
konvekse hylster af AP(F). O

Bemeerk, at separationsgraensen As(m —1,ma, 2,2) er betydeligt storre end A*.
Sa for en kurve, F', med diameter mindre end A* kan sstning 5.4.6 umiddelbart
bruges til at afggre, om F' indeholder et stationzert punkt ved at beregne det kon-
vekse hylster for AP(F) og tjekke, om dette hylster indeholder punktet (0,0).

X-ekstreme punkter

Saetning 5.4.7. Lad F vere en Bézier kurve givet ved kontrol polygon P(F) =
(Poy .- sDm)- Antag, at diameteren af F' er mindre end A*. Sa har F et x-ekstremt
punkt hvis, og kun hvis, (Apo).2(Apm—1).x <0 og (Apo)-y(Apm—1).y >0

Bevis. Hvis (Apg).2(Apm—1).2 < 0 og (Apg).y(Apm—1).y > 0 geelder sa indeholder
F preecist et x-ekstremt punkt.

Antag nu, at F(tg) er et x-ekstremt punkt, sa ligger bade F|0,tg] og F[to, 1] pa
samme side af den lodrette linie gennem punktet F'(tg). Da diameteren af F' er min-
dre end A*, findes der ikke andre kritiske punkter pa F, sa delkurverne F'[0,ty] og
F[to,1] er elementeere kurver. Det er nu klart, at den forste og den sidste kant, hen-
holdsvis Apy og App,—1, opfylder (Apo).z(Apm-1).x < 0 og (Apo).y(App-1).y >
0. O

Inflexionspunkter

Lad p,q,r € R? vaere punkter i planen, hvor p = (p.z,p.y), ¢ = (q.7,q.y) og r =
(r.x,r.y). Sa defineres

px py 1

det(p, q,r) = det gzr qy 1
re ry 1

det(p, ) = det <[ px Py D

og

q.r q.y

Seetning 5.4.8. Lad F vere en Bézier kurve givet ved kontrol polygon P(F) =
(Poy - - Pm)- Antag, at diameteren af F' er mindre end A*. Sa har F' et inflexion-
spunkt hvis, og kun hvis, det(po, p1, p2) det(Pm—2, Pm—1,Pm) < 0.

Beuvis. Forst gores rede for sammenheengen mellem det(pg, p1, p2) og inflexionspunk-
ter. Lad H(t) = F,(t)F,/(t) — I}/ (t)F,(t) og bemeerk, F'(0) = p1 — po og F"(0) =
P2 — 2p1 + po- Sa

H(0) = det(p1 — po,p2 — 2p1 + po)
= det(p1 — po,p2 — p1)
= —det(po — p1,p2 — p1)
= det(p1,po, p2)
= —det(po, p1, p2)
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og tilsvarende gaelder
H(l) = _det(pm*%pm*lapm)

Antag nu, at det(pg, p1,p2) det(Pm—2,Pm—1,Pm) < 0, sé findes der et ¢, € [0,1]
saledes, at H(tg) = 0 (ifplge skaeringsseetningen for kontinuerte reelle funktioner).
Punktet F'(tg) er sa et inflexionspunkt.

Antag, at F(to) er et inflexionspunkt, sa geelder H(to) = 0 og H(ty )H(t) < 0. Da
diameteren for F' er antaget mindre end A*, findes der ikke andre inflexionspunkter,
s der geelder H(0)H (1) < 0 < det(po, p1,p2) det(Pm—2, Dm—1,DPm) < 0. O

Ved hjaxlp af de tre ovenstaende saetninger er det nu relativt nemt at afggre,
om en Bézier kurve indeholder kritiske punkter. Bemeerk, hvis de ovenstaende tre
kriterier for, om en kurve indeholder kritiske punkter, implementeres ved hjzlp af
eksakte bigfloat tal, vil der ingen usikkerhed veere i de fundne resultater. Hvis kri-
terierne derimod implementeres med almindelig flydende kommatal aritmetik, vil
man ikke kunne garantere et korrekt resultat. Dette er en af ngglerne til, hvor-
for Yaps algoritme er komplet, hvilket vil sige, at den finder alle skeeringspunkter
mellem to givne kurver.

5.4.2 Kobling processen

Lad F og G veere elementaere kurver, som opfylder A-separationsegenskaben og
samtidig opfylder, at diam(F UG) < A, hvilket medfgrer, at kurverne F og G hgjst
har et skaeringspunkt, se definition 3.2.9. Kurverne er givet ved henholdsvis F'[a, b]
og Gle, d], hvor a, b, ¢,d € B er bigfloat veerdier. Kobling processens mal er at afggre,
om kurverne F' og G skaerer hinanden. I den forbindelse er fglgende definition pa
sin plads.

Definition 5.4.9. Lad S : B — Pr(R?) veere afbildningen, som tager en elementer
kurve Fla,b] og returnerer en lukket delmengde af R?, begreenset af to lodrette linier,
gennem henholdsvis F(a) og F(b). B er her mengden af elementere (Bézier) kurver,
og Pr(R?) er mengden af alle lukkede delmaengder af R?.

Det er oplagt fra definition 5.4.9, at hvis kurverne skaerer hinanden, ma det forega
indenfor maengden S(F) N S(G). Lad i det fglgende L og R betegne de lodrette
linier, henholdsvis  — ¢, = 0 og x — c¢g = 0, hvor ¢, = max{F(a).z,G(c).z} og
cr = min{F(b).z, G(d).x}. Bemeerk, at saidan som L og R er defineret, ma der
geelde, at L indeholder mindst et at punkterne F'(a) eller G(c), og R indeholder
mindst et af punkterne F(b) eller G(d). Se figur 5.2.

o)

AN

L R

Figur 5.2: Elementzer kurverne F' og G, samt linierne L og R

Kobling processen er opdelt i fire skridt, hvoraf de fgrste tre skridt handterer
de nemme tilfzelde, henholdsvis ingen skeering, skeaering i endepunkt og transversal
skaering. Det fjerde og sidste skridt udfgres kun, hvis de tidligere skridt ikke har
afsluttet processen allerede, og bestar i at afggre om kurverne F og G skeerer hinan-
den i et tangentielt, ikke-krydsende, skeeringspunkt. Det fglgende er en detaljeret
beskrivelse af kobling processens forlgb for et givet kurvepar.
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1. Ingen skeering

Forste skridt i kobling processen udggr en undersggelse af, om S(F)NS(G) =
(). Dette check kan reduceres til LINEINTERSECTION algoritmen i afsnit 5.4.2
pa folgende made. Der kontrolleres for, om de to lodrette linier, gennem en-
depunkterne til F', skeerer kurven G, og om de to lodrette linier, gennem en-
depunkterne for G, skezerer kurven F'. Dette udggr fire anvendelser af LINEIN-
TERSECTION algoritmen, som kan udfgres i vilkarlig reekkefglge. Hvis der find-
es mindst to skeeringer, sa er S(F)NS(G) # 0. Ellers geelder S(F)NS(G) = 0.
Hvis S(F) N S(G) = 0, s& skeerer kurverne F' og G oplagt ikke hinanden, og
kobling processen kan afsluttes for dette kurvepar.

2. Skaering i endepunkt

Antag, at S(F) N S(G) # (. Det naeste skridt i kobling processen bestar i at
afggre, om kurverne skaerer hinanden i et af endepunkterne. Bemeerk, at der
kan kun forekomme et skaeringspunkt, nar diam(FUG) < A). Maden, hvorpa
det undersgges, om kurverne skeerer hinanden i et af endepunkterne, er ved
hjelp af BENEATHBEYOND algoritmen fra afsnit 5.4.4. Algoritmen tager tre
argumenter, nemlig en kurve K, og to punkter ¢ og v, og returnerer enten
BEYOND, BENEATH, eller ON afhaengig af, om punktet ¢ ligger over, under
eller pa kurven K i retning af punktet v. F.eks vil BENEATHBEYOND algorit-
men, med argumenterne K = F, ¢ = G(c¢) og v = G(c) + (0, 1), returnerer
BENEATH for det kurvepar pa figur 5.2. Der er behov for to anvendelser af
BENEATHBEYOND algoritmen for at afklare, om F' og G skaerer hinanden i
et af endepunkterne pa enten L og R. Hvis et sadan skeaeringspunkt findes,
afsluttes kobling processen, og kurvepar (F,G) udger et skeeringspunkt.

3. Transversal skaering

Antag, at S(F) N S(G) # 0, og at der ikke findes nogle skaringspunkter i
endepunkterne for kurverne F' og G. Det forrige skridt i kobling processen
afgjorde om kurverne F' og G la under, over eller pa hinanden langs linierne L
og R ved hjeelp af BENEATHBEYOND algoritmen. Hvis kurvene F' og G ligger
modsat hinanden pa henholdsvis L og R, ma kurverne ngdvendigvis krydse
hinanden i et transversalt skaeringspunkt. For eksempel, hvis F' ligger over G
pa linien L, og F' ligger under G pa linien R. Se figur 5.3(b). Hvis kurverne
krydser hinanden, kan kobling processen afsluttes, og kurvepar (F,G) udggr
et transversalt skaeringspunkt.

4. Tangentiel, ikke-krydsende, skaering
Hvis kobling processen nar til dette skridt, betyder det, at S(F) N S(G) # 0,
og at der ikke findes transversale skeeringspunkter eller skaeringspunkter i
endepunkterne langs de lodrette linier L og R. Sa den eneste mulighed for
skaering mellem kurverne F' og G er et tangentielt, ikke-krydsende, skeeringspunkt.
En konsekvens af dette er, at F enten ligger over eller under G indenfor
S(F) N S(G). Hvis dette ikke var tilfaeldet ville kobling processen have vaeret
afsluttet i forrige skridt. I det fglgende ggres rede for, hvorledes det undersgges,
om der findes et tangentielt, ikke-krydsende, skaeringspunkt mellem F' og G.

For at afggre, om kurverne F' og G skarer hinanden tangentielt, for tilfeelde
(i)-(iii) ville det optimale veere, at kunne anvende szetning 4.3.1. Dette er dog
ikke umiddelbart muligt, da det ikke kan garanteres, at kurverne udggr et
elementaert par. Det er dog, som det vil fremga nedenfor, muligt at opbryde
kurverne i sakaldte halvpar, og sa benytte en tilpasset version af seetning 4.3.1
til at afggre om kurvene skeerer hinanden.
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Definition 5.4.10. Lad Fla,b] og Glec,d] vere elementere (Bézier) kurv-
er. Sa kaldes (F[a,b],Glc,d]) for et halvpar, hvis der gelder en af folgende
betingelser.

(1) G(¢) € ap(a) og G(d) ¢ ar(b)
(ii) G(c) ¢ ar(a) og G(d) € ar(b)

Et halvpar kan yderligere betegnes venstre-halvpar (hgjre-halvpar) afhengig af,
om henholdsvis (i) eller (ii) er opfyldt.

Bemeerk, at hvis to elementeere kurver udggr et halvpar, opfylder de halvdelen
af betingelserne for at veere et elementeert par, jeevnfer definition 4.2.1.

Seetning 5.4.11. Antag, at (Fla,b],G[e,d]) er et venstre-halvpar, hvor G
ligger over F. Sa er G(c) € ap(a) og ap(b) skerer ikke kurven G. Specielt
geelder, at G(d) ligger i U(F'), altsa over F. Lad be(d) betegne den nedre halv-
normal i punktet G(d), og definer desuden 0 (d) til at vere vinklen mellem
den gure halvnormal ac(d), og den positive z-akse. Der findes sa tre tilfelde.

(i) ba(d) skerer ap(a)

(ii) ba(d) skerer ap(b)
F

(i11) bg(d) skerer F i F(tg). Lad s = sign{0r(to) — 0c(d)} € {—1,0,+1}.

Velg t1 € (a,b) sdledes, at ap(ty) skerer G(d). Sa gelder

>0 hovis (i) eller (iii)s = +1
apa(ti)§ <0  hvis (ii) eller (iii)s = —1
=0 huvis (iti)s =0

En tilsvarende setning gelder for hgjre-halvpar.

Bevis. For tilfeelde (i) og (ii) geelder, at nar ¢ beveaeger sig monotont fra t = a
til ¢ = ¢1, vil ap(t) skeerer bg(d) 1 et entydigt punkt, som vil neerme sig
G(d). Vinklen mellem ap(t) og be(d) er defineret apc(t) = 0p(t) — 0c(d),
og apq(t) skifter ikke fortegn néar ¢ € (a,t1). Sa der geelder henholdsvis, at
apg(a) > 0= apg(ti) >0, og apg(a) < 0= apqg(t1) < 0 for tilfeeldene
(¢) og (i7).

Beviserne for tilfeelde (i4)s=11 0g (i1)s=—1 forlgber pa samme made, som
beviserne for henholdsvis (i) og (i¢). For tilfseldet (iii)s—o geelder s = 0, og
arg(to) = arc(t1) =0 O

For kurverne Fla,b] og Gla,b], som udggr et venstre-halvpar, kan seetning
5.4.11 nu anvendes pa er som fglgende. Fgrst afggres om den nedre halvnormal,
ba(d), skeerer F, ap(a) eller ap(b). Hvis bg(d) skeerer F', sa beregnes fortegnet
pa udtrykket 6z (t) — 6 (d), ved hjelp af ALPHASIGN algoritmen fra afsnit
5.4.4. Nu kan ssetning 5.4.11 anvendes til at afggre fortegnet pa apc(to).
Fortegnet af ap ¢ (a) beregnes ogsa, og herefter er det nu muligt at afggre, om
kurverne skaerer hinanden. Hvis ap g(a)ar g(to) < 0 skeerer F og G hinanden
tangentielt uden at krydse hinanden, og kobling processen er faerdig.

Der mangler nu kun at blive gjort rede for, hvorledes kurvepar bestaende af
elementeaere kurver opbrydes til halvpar, som sztning 5.4.11 kan anvendes pa.
Antag i det folgende, at F[a, b] ligger under G|c, d] (ombyt eventuelt navnene
pa F og G, siledes at F ligger under G), sa findes der fglgende fire tilfeelde.

(i) F er A-elementeer og G er A-elementaer
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(ii) F er A-elementaer og G er B-elementeer
(iii) F er B-elementeer og G er A-elementser

(iv) F er B-elementeer og G er B-elementeer

For tilfeelde (iii) er det nemt at se, at kurverne ikke skeerer hinanden. Sa
hvis F' er B-elementaer og ligger under G som er A-elementaer, sa kan kobling
processen afsluttes. Se figur 5.3(d). De tre andre tilfselde er mere omfattende
og behandles nedenfor. Der ggres dog kun rede for tilfeeldene (i) og (i4), da
tilfeelde (iv) behandles pa samme made som (7).

Lad i det fglgende F'[a,b] og G]c, d] veere to elementeere Bézier kurver, hvorom
der geelder, at F ligger under G. Sa findes der et t € (a, b) saledes, at den gvre
halvnormal, ar(t), skeerer kurven G. Bemaerk, at ap(t) kan i nogle tilfeelde
skaere G i to punkter. Det ¢, som der sgges efter, skal kunne repraesenteres
ved et bigfloat tal, hvilket ikke udger noget problem, da en sadan bigfloat kan
findes ved biner sggning i parameter intervallet, (a,b) for F.

(i) Da F og G begge er antaget at veere A-elementzere, gaelder det, at den gvre
halvnormal, ap(t), skeerer kurven G i et entydigt punkt G(s) for s € (c,d).
Sa udggr (Fla,t],Glc, s]) og F([t,b],G[s,d]) to halvpar, hvor det forste er et
hgjre-halvpar og det sidste er en venstre-halvpar. Disse halvpar kan nu testes
for skeering ved hjeelp af setning 5.4.11.

(i) F er A-elementeer, G er B-elementer og den gvre halvnormal, ap(t),
skaerer G i et punkt G(s). Det er nok at betragte det ene af de fglgende to
halvpar, (Fla,t],Glc,s]) eller (F[t,b],G[s,d]). Hvilket af de to halvpar, som
testes for skaering med saetning 5.4.11, afggres af vinklen, 0 () —0;(s), mellem
ar(t) og ag(s). Hvis Op(t) — 0c(s) < 0 sa betragtes (F[a, t], G[c, s]), ellers be-
tragtes (F[t,b],G[s,d]). Veerdien s € (c,d) ovenfor er ikke ngdvendigvis en
bigfloat, sa algoritmen ALPHASIGN, afsnit 5.4.4, benyttes til at afggre forteg-
net pa vinkel, 0 (t) — 0 (s).

(ii)p F er A-elementeer, G er B-elementeer og den gvre halvnormal, ap(t),
skeerer G i to punkter G(s) og G(s') for ¢ < s < s <d.

Hvis ar(t) peger mod venstre (i forhold til den lodrette retning), sa betragtes
et af folgende to halvpar, (F[a,t], G]s, s']) eller (F[t,b],G[s',d]). Hvilket halv-
par som testes med seetning 5.4.11, aftheenger af vinklen mellem 6 (¢) — 0 (s'),
som beregnes med ALPHASIGN algoritmen. Hvis 0 (t) — 0g(s’) < 0 betragtes
(Fla,t],G[s,s']) ellers betragtes (F[t,b],G[s,d]).

Hvis ap(t) peger mod hgjre (i forhold til den lodrette retning), sa betragtes et
af folgende to halvpar, (Fla,t], Gc, s]) eller (F[t,b], G[s, s']). Hvilket halvpar,
som testes med satning 5.4.11, afheenger af vinklen mellem 0p(t) — 0c(s),
som beregnes med ALPHASIGN algoritmen. Hvis 0 (t) — 0g(s) < 0 betragtes
(Fla,t],Ge, s]) ellers betragtes (F[t,b], G[s, s']).

For at opsummerer kobling processen for et kurvepar bestaende af elementere
kurver Fla,b] og G|c,d]. Forst kontrolleres om F og G ikke skaerer hinanden ved at
tjekke, om kurvernes projektion pa x-aksen, overlapper. Hvis dette ikke er tilfeeldet
afsluttes kobling processen, og F' og G skaerer ikke hinanden.

Derefter undersgges kurverne F' og G for henholdsvis skeeringspunkter i endepunk-
terne og transversale skaeringspunkter. Bemsaerk, at der kan hgjst veere et skaeringspunkt,
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Figur 5.3: (a) Skeering i endepunkt, (b) F' og G krydser, (c)-(e) F' ligger under G.

nar diam(FUG) < A. Hvis der findes et skaeringspunkt, afsluttes kobling processen.
Til sidst kontrolleres for, om der findes et tangentielt skaeringspunkt. Denne del af
kobling processen bestar i at opbryde kurveparret (F,G) i et eller flere halvpar og
sa bruge satning 5.4.11 til at afggre, om et af halvparrene skeerer hinanden, hvilket
indikerer, at F' og G skeaerer hinanden. Dette konkluderer kobling processen.

5.4.3 Skeering mellem Bézier kurver og ret linie

Dette afsnit beskriver en komplet skeeringsalgoritme mellem rette linier og elemen-
teere Bézier kurver. Algoritmen indgar blandt andet i kobling processen, beskrevet
i afsnit 5.4.2. Lad F'[a,b] veere en elementeer Bézier kurve givet ved kontrol polygon
P(F) = (poy.--,Pm), m > 2, og lad [ veere en ret linie. Kandidatpar (F,[) kaldes
for en repraesentant for et skeeringspunkt, hvis F' og [ skeerer hinanden. Bemszerk,
at algoritmen beregner ikke de eksakte skaeringspunkter, men derimod returner-
er par (F;, 1), hvor F; er en delkurve af F', som implicit repreesenterer de eksakte
skaeringspunkter. Der findes tre type af reprasentanter for skeeringspunkter.

o (Eksakte) [ skeerer F' i praecist et endepunkt, men skaerer ikke det indre af det
konvekse hylster til F'. Se figur 5.4(a) og 5.4(b).

o (Transversale) [ skaerer det indre af basesegmentet for F', dvs. [ skeerer lini-
estykket mellem py og p., (men ikke punkterne selv). Se figur 5.4(c).

o (Tangentielle) [ skeerer ikke det indre af basesegmentet for F', men skaerer det
indre af det konvekse hylster til F'. Se figur 5.4(d).

LineIntersection algoritmen

Fgr algoritmen beskrives, indfgres lidt notation. Hvis A € R? er en lukket delmsengde
af R?, s& udggr Int(A) det indre af denne mengde. Det vil sige, at A \ Int(A)
udggr randen af meengden A. Nedenfor benyttes denne notation pa fglgende made.
Lad CH(F) betegne det konvekse hylster for kurven F', betragtet som en lukket
maengde, sa udger Int(CHF (F)) de punkter indeholdt i det konvekse polygon, som
netop ikke ligger pa randen. Tilsvarende, hvis bsp(t) = (1 — t)po + tpm, t € [0,1]
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Figur 5.4: Repraesentanter for skeseringspunkter

udger basesegmentet for F', sa er maengden bsp ([0, 1]) en lukket meengde i R?, og
Int(bsp([0,1])) bliver sa basesegmentet fraregnet endepunkterne py og pi,.

LINEINTERSECTION algoritmen kan ses i pseudo-kode, i algoritme 5.4.2, og
bestar stort set af en raekke test, som enten udelukker eller bekraefter skaering.
Reekkefglgen af de individuelle test er vigtig.

1.

(Linie 1-3) Fgrst kontrolleres for, om linien [ skeerer det konvekse hylster til
kurven F. Hvis dette ikke er tilfscldet, kan det konkluderes, at der ikke findes
skaeringspunkter, og algoritmen kan afsluttes.

(Linie 4-11) Hvis [ skeerer et, eller begge, af endepunkterne for F, findes der
to muligheder. Hvis [ er parallel med basesegmentet, bsg([0, 1]), findes der to
skaeringspunkter mellem F' og [, som repraesenteres af henholdsvis (Fy,l) og
(F1,1), hvor Fy, Fy udger en opdeling af F'.

(12-14) Hvis [ skeerer det indre af basesegmentet for F' (det vil sige ikke i pg
0g Pm), sa vil der veere et transversalt skeeringspunkt mellem F' og .

(15-17) Hvis [ skeerer det indre af det konvekse hylster til F', og der gelder,
at diameteren af dette konvekse hylster er mindre end A, sa har F op [ et
tangentielt skaeringspunkt. Dette skyldes, at der findes punkter pa henholdsvis
kurven og pa linien, som udggr et (F,l)-antipodalpar, se figur 5.4(d), men da
diameteren af det konvekse hylster til F' er antaget mindre end A vil disse
punkter veere ens, og dermed udggre det et tangentielt skaeringspunkt.

(18) Kurven F opdeles i to delkurver, nemlig Fy og Fy.

(19-24) Hvis [ skeerer F, i punktet F(1/2), sa kan [ kun skeere det konvekse
hylster for enten Fy eller F. Ellers ville | ogsa skeere basesegmentet for F', og
det er jo udelukket, siden algoritmen er naet til dette punkt. Sa antag, at Fj,
i € {0,1} udger en delkurve af F', hvis det konvekse hylster skeerer I. Sa find-
es skaeringspunkterne mellem [ og F; ved at kalde LINEINTERSECTION(F3, 1)
rekursivt.
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Algoritme 5.4.2 LINEINTERSECTION(F, )

Input: Elementeer Bézier kurve F' og en ret linie /.
Output: En liste af repraesentanter for skeeringspunkter (se ovenfor)

NN DN KN DNDNDNDNDNNLDLNFE = = = = = = = = =
© P NPT R PR Q O 0N ®h s

if INCH(F) =0 then
return ()
end if
if po €1V p,, €1 then
if 1 || bsp([0,1]) then
(Fy, Fy) < SUBDIVIDE(F, 1/2)
return [(Fy,!), (F1,1)] {Eksakt skeering i begge endepunkter}
else
return [(F,l)] {Eksakt skeering i endepunkt}
end if
: end if

- if 1N Int(bsp([0,1])) # @ then

return [(F,l)] {Transversal skeering}
end if
cif INInt(CH(F)) # 0 A diam(F) < A then

return [(F,l)] {Tangential skaering}
end if
(Fy, F1) < SUBDIVIDE(F,1/2)
if F(1/2) €l then
if [N Int(CH(Fy)) then
return LINEINTERSECT(Fp,!)
else
return LINEINTERSECT(F1,[)
end if

: else

L, — LINEINTERSECT(Fp, )
Ly «— LINEINTERSECT(F7,1)
return L + Lo

end if
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7. (25-29) Hvis algoritmen er naet hertil, betyder det, at [ skaeret det konvekse
hylster til F', men skeerer ikke basesegmentet for F' eller punktet F'(1/2). Sa
derfor kaldes LINEINTERSECTION pa hver af delkurverne Fy og F}.

Forfinelse af en reprasentant for et skaeringspunkt

Lad i dette afsnit F'[a,b] veere en elementeer Bézier kurve, og lad [ vaere en ret linie,
som skaerer F' i et entydigt punkt, p*. Det vil sige, at (F,l) udggr en repraesentant
for skaeringspunktet p*. Da der er tale om et entydigt skeeringspunkt, geelder der,
at hvis F[a, b] deles i punktet F(a 4+ b)/2), vil kun den ene af delkurverne Fy og Fj
skaere linien {. Lad nu Fy veere den delkurve, som skeerer linien [, sa udger (Fo,!)
ogsa en repraesentant for skeeringspunktet p*, og denne repraesentant betragtes som
forfinet i forhold til den originale (F,[). De ovenstaende overvejelser manifestere sig
i pseudo-kode i algoritme 5.4.3.

Algoritme 5.4.3 REFINEREP(F,!)
Input: En repraesentant for skeeringspunktet p* = Point[F, 1, a,b]
Output: En forfinet repraesentant (F”,1)(= p*)
: (Fo, F1) < SUBDIVIDE(F, (a +b)/2)
if [N Fy # 0 then
return (Fp,!)
else
return (Fi,1)
end if

BeneathBeyond algoritmen

I dette afsnit beskrives algoritmen BENEATHBEYOND, der kan afggre, om et givet
punkt ligger under, over eller pa en elementaer Bézier kurve (relativ til en angivet
retning). Algoritmen udggr en anvendelse af ovenstaende LINEINTERSECTION algo-
ritme og anvendes i kobling processen, beskrevet i afsnit 5.4.2.

Lad i det fplgende ¢, v € R? veere punkter i planen, s er R(gv)(t) = q+t(v—q) den
strale (ray pa engelsk) som udspringer fra punktet g og peger i retning af punktet
v. For elementaer kurven F' findes nu tre muligheder for ¢ placering i forhold til F
(relativ retningen v — ¢), nemlig

e (ON) g € F & R(4,.)(t) skeerer F' for t =0
e (BEYOND) R(4.)(t) skeerer F for t > 0.
e (BENEATH) R(q.(t) skeerer F for t < 0.

Algoritmen virker som fglgende. LINEINTERSECTION algoritmen bruges til at
afggre, om kurven Fla,b] skeerer den rette linie [(u) = g + (v — ¢)t. Hvis dette
ikke er tilfzeldet, sa afsluttes algoritmen med resultatet BENEATH. Ellers forsaetter
algoritmen under antagelse af, at F' og [ skeerer hinanden. Nu kontrolleres, om
punktet ¢ ligger i det konvekse hylster for F'. Hvis dette ikke er tilfseldet, ma ¢
position i forhold til basesegmentet for F' stemme overens med positionen i forhold
til hele kurven. Grunden til dette er, at hvis F' og [ skeeret hinanden, og punktet ¢
ligger eksempelvis under basesegmentet for F', og tilmed ikke ligger i det konvekse
hylster for F', sa ma ¢ veere under F. Et tilsvarende argument gaelder, hvis ¢ ligger
over basesegmentet,.

Hvis ¢ derimod ligger indenfor det konvekse hylster for F, sa forfines (F,1) med
algoritme REFINEREP, indtil en af folgende ting er opfyldt. Enten er g ikke laengere
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Algoritme 5.4.4 BENEATHBEYOND(F, ¢, v)

Input: Elementaer Bézier kurve F[a,b] og to punkter ¢, v € R?
Output: Enten ON, BENEATH eller BEYOND
1: loop

2. if LINEINTERSECT(F, l(u) = ¢ + u(v — q)) = () then
3 return BENEATH

4: end if

5. if ¢ ¢ CH(F) then

6: if det(po, pm,q) > 0 then

7 return BENEATH

8 end if

9: if det(po, pm,q) < 0 then

10: return BEYOND

11: else

12: return ON

13: end if

14: end if

15:  while ¢ € CH(F) A diam(F') > A3 do

16: (F,1) — REFINEREP(F,l(u) = g+ u(v — q))

17:  end while

18:  if diam(F) < As then
19: return ON

20: end if

21: end loop

i det konvekse hylster, eller ogsa er diameteren for den forfinede kurve F; blevet
mindre end Ag, fra ssetning 3.2.8. Hvis det sidste er tilfeeldet, afsluttes algoritmen
med resultatet ON, ellers szttes ' = Fj;, og algoritmen gentages med den nye
kurve.

5.4.4 Fortegnet pa a-vinklen

Seetning 4.3.1 i afsnittet om Det komplette kriterium for ikke-krydsende, tangentiel
skering beskrives, hvordan det er ngdvendigt at kunne beregne fortegnet til vin-
klerne a(0) og «(1). I dette afsnit ggres rede for en algoritme, som kan beregne disse
fortegn. Algoritmen hedder AlphaSign og stammer fra Yaps artikel [4].

Lad Fla,b] veere en elementeer Bézier, sa gaelder F(t) = (Fy(t), Fy(t)) for t €
[a,b]. For ethvert ¢t € [a,b] findes en normal til kurven F i punktet F(t), denne
normal har en vinkel 67 (¢) (relativ til den positive x-akse) som er givet ved

—Fy (1) , FL(t)
cos(fr(t)) = , sin(0p(t)) = (5.1)
VELD)? + (B ()2 VEL0)? + (B ()2

hvor F'(t) = (F,(t), F(t)) er den afledte til F' med hensyn til . Der gaelder ogsa, at
0r(t) € [0, 7], fordi der for en elementaer kurve geelder, at F.(t) > 0 for alle ¢ € [a, b].

Lad ogsa l(u) = (cu+d,eu+ f), ¢,d,e, f € R og e > 0 veere en ret linie. Sa vil
vinklen, 6; til [ (relativ til den positive x-akse) vaere defineret

Cc €

L sin(B) =
Vite Cml=em

cos(f;) = (5.2)
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og nar e > 0, sa gaelder der, at 0; € (0, 7). Bemaerk, at denne antagelse, e > 0 ikke
gendrer maengden af linier, som kan repreesenteres ved [(u) = (cu+d, eu+ f), udover
at fjerne muligheden for vandrette linier. For eksempel, hvis [ er givet, sa e < 0, sa
vil =l(u) = (—ci — d,—eu — f) repreesentere den samme linie, som [, men —e > 0.

Lad nu linien ! skeere kurven F' i punktet F(t*) for t* € [a,b]. S& vil vinklen
a(t*) veere givet ved
Oé(t*) = ep(t*) — 91

og der geelder, at a(t) € (—m,7), da 0p(t) € [0, 7] for ¢ € [a,b] og 6; € (0, 7). Malet
er at finde fortegnet til a(t*), sa det bemeerkes at sin(—z) = — sin(x), sa fortegnet
for a(t*) har samme fortegn som sin(«(t*)), og der geelder sa

sin(a(t*)) = sin(0p(t*) — 6;)

= sin(0p(t*)) cos(0;) — cos(0p(t*)) sin(6;) (5:3)

Hvis udtrykkene fra (5.1) og (5.2) indsaettes i (5.3), kan fortegnet for a(t*) reduceres
til fglgende udtryk

sin(a(t*)) = sin(0p(t*) — 6;)
= sin(@p(t*)) cos(8;) — cos(Or(t*)) sin(6;)
Fi(t) c_ —Fy(1) e
VED)? + Ey )2 VI+E JF0) + (Fy(1)? VI+¢
cFy(t) — eFy(t)

Ve 0+ (R0

hvor det bemaerkes, at neevneren altid er positiv, sa fortegnet for a(¢*) kan reduceres
til fortegnet af udtrykket
s0 = cFy(t) + eF, (t) (5.4)

Hvis t* € [a, b] er skeeringspunktet mellem F og G, sa gaelder der, at F(t*) = I(u*)
hvor
B —d_ B~ f
c €

hvilket giver anledning til ligningen
eFy(t*) — de = cFy(t*) — cf

Nu geelder der, at udtrykket sg fra (5.4) er et nulpunkt i det polynomielle udtryk
givet resultanten
resi(Bi(s,t), Ba(s, t))

hvor de to polynomier By og B er givet saledes
Bi(s,t) = s —cFL(t) — eF;(t), By(s,t) = eFy(t) — cFy(t) + (cf — de)

Polynomiet Bs(s,t) atheenger faktisk ikke af s, men det betyder ikke noget for re-
sultanten. Graderne af polynomierne By og Bs er henholdsvis maxz{1,m — 1} og m
for en elementaer (Bézier) kurve af grad m.

Det er nu mulig at give en estimering af storrelsen sy ved hjzlp af fglgende seet-

ning. Denne estimering bruges i ALPHASIGN algoritmen til bestemmelse af fortegnet
for a vinklen.
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Seetning 5.4.12. Lad kontrol polygonen, P(F) = (po,...,Pm), vere givet sdledes,
at koordinaterne til p; er givet ved L-bit flydende kommatal. Lad ligeledes kon-
stanterne c,d, e, f til linien, l(u) = (cu + d,eu + f) vere givet ved L-bit flydende
kommatal. Sa gelder det, at hvis sg # 0, sa er

|So| > (6m128-9™)—™

Bevis. Man kan ikke umiddelbart veere sikker pa, at B; og Bs har heltalskoeffi-
cienter, sa i stedet benyttes 2VB; og 4By, som har heltalskoefficienter, hvilket
medfgrer, at normerne vokser med henholdsvis en faktor 2% og 4%. Resultanten
res;(2F By (s, t), 4% By(s,1)) er sa, ifglge [7, Theorem 6.31], begraenset af (25v; )™ (4Fvy)™,
hvor v; og vy er (2,1)-normen for henholdsvis By og Bs. Da sg er et nulpunkt i
res; (2L By (s,t),4% By(s,t)), sd geelder det, at hvis sg # 0, sa er

ol 2 ¢ L (5.5)

2Ly )m (4Lyg)m
Der mangler nu kun at argumentere for stgrrelserne af v1 og ve. Ifglge lemma 3.3.1
kan koefficienterne, a;, til F,(t) = Y. a;t’ begramses af 2L7F(""). Ved hjelp af
lemma 3.3.3 kan nu konkluderes, at ||[F,(¢)[; < 2£3™. Hvis L > 1, s& geelder
| Fe(t)]l2 < 2E3™ — 1. Det folger sa, at |[FL(t)]|2 < m(2E3™ — 1) = ||eFL(t)]2 <
m2%(253™ —1). En tilsvarende graense geelder for |[cF, ()[|2 < m2F(293™ —1).
Greensen for vy er sa

vy <14 2m28(283™ — 1) < 2matam
og tilsvarende for v
vy < 2-28(2F3™ — 1) +2- 4% < 2mal3m

Graenserne for v og v kan nu umiddelbart saettes ind i (5.5). O

AlplhaSign algoritmen

Betragt det fglgende problem: Givet en direkte kurve G[sg, s1] og en direkte linie,
I, som skeerer G i et entydigt punkt G(t*) hvor t* € [sg, s1]. Beregn fortegnet pa
vinklen mellem ! og den normal til G, som gar igennem G(t*). Opgaven bestar sa
blot i at beregne fortegnet pa funktionen

g(t) = cGly(t) + G (t)

i punktet ¢t = t*, hvor G(t) = (G.(t),Gy(t)) og G'(t) = (G(t),G,(t)) er den
afledte til G med hensyn til ¢, og hvor ¢ er haeldningskoefficienten til linien [. Det
eneste problem er bare, at t* ikke kan antages at veere et direkte tal, sa det er
ikke umiddelbart muligt at evaluere funktionen g(t) i t = t*. Maden, hvorpa dette
problem omgas, er ved at bruge g(sg) som estimat til g(¢*) og sa undersgge, om vi
kan sige noget omkring fortegnet. En mere detaljeret forklaring folger.

Funktionen g : R — R givet g(t) = cG.(t) + G (t) udggr et polynomium af
grad hgjst m, da kurven G er givet ved P(G) = (qo,...,qm). S& g er m gange
differentiabel og Taylor polynomiet T, g(t; so) for g omkring punktet sq er defineret

Tgltiso) = 30 L0 (1 = ) = gao) + 3 I
k=0 ’ k=1 ’
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hvor g (t) er g(t) differentieret k gange. Det er nu muligt at give en gvre graense,
€, for fejlen ved at bruge g(sgp) som estimat til g(¢*).

l9(t") = g(s0)| = [Tmg(t") — g(s0)]

m R (s
=2 (e = st ) - gtoo
k=0 ’
m () (g
= |g(s0) + Z (g k(' 0)(t* 50) ) —9(s0)
k=1
m (k) (g
_ ];9 = 0 (t*fso)k
m o) (g
< 1; g k(' 0>(t* — s0)"
i S1— S k
- kz_l‘g(k)(SO)‘ ( ! o

Bemserk, at den sidste ulighed, geelder, fordi s < t* < s1. Denne grzense, €, kan nu
bruges pa folgende made. Hvis der om estimatet g(so) til g(¢*) geelder, at [g(so)| > e,
sa har g(sg) og g(t*) samme fortegn. Dette kan nu anvendes til at udvikle en adaptiv
algoritme, som bestemmer fortegnet pa a-vinklen.

Algoritme 5.4.5 ALPHASIGN(l, G, sp, S1)
Input: En (direkte) ret linie, I, en (direkte) elementzer kurve, G[so, s1], hvorom der
geelder, at [ og G skeerer hinanden i punktet G(t*) for t* € [sq, s1].
Output: Fortegnet pa vinklen a(t*) = 0g(t*) — 6;.
1: loop

2: fori=0tomdo

3: g (s0) < CALCULATEDERIVATIVE(7)
4:  end for

5: € < CALCULATE€(s, $1)

6: if |g(so)| > € then

7: return sign(g(so))

8 end if

9: if € < (6m128L9™)~™ then
10: return 0

11:  end if

12: if t* € [80, (80 + 81>/2] then
13: 81:(80+51)/2

14:  else

15: 80:(50+81)/2

16:  end if

17: end loop

En kort forklaring af algoritme 5.4.5 fglger. Det centrale i denne algoritme er,
at den udelukkende arbejder pa direkte objekter. Pa trods af det kan den stadig
beregne et eksakt fortegn til den indirekte veerdi «(t) for ¢ € [sg, s1]. Se eventuelt
afsnit 2.6 for mere information om direkte objekter.

Algoritmen begynder med at beregne alle de m forste afledte til funktionen g,
hvorefter den udregner den gvre graense, e, til fejlen, som hgrer til estimatet g(sg) for
udtrykket g(t*) (se ovenfor for flere detaljer). Bemeerk, at CALCULATEDERIVATIVE
og CALCULATEE ikke er tiltaenkt at vaere selvsteendige delalgoritmer, men deekker
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over delprocesser i algoritmen. For eksempel ggres, under beregningen af de afledte
til g(t) i delprocessen CALCULATEe, brug af de verdier for g(9(sq), som beregnes
under delprocessen CALCULATEDERIVATIVE. Neaeste skridt i algoritmen, linie 6-8,
udggr en kontrol af, om det estimat, g(so), til g(t*) er preecist nok til at afggre om
fortegnet er positivt eller negativt. I givet fald afsluttes algoritmen. Hvis estimatet
ikke var przecist nok til at lave denne afggrelse, kontrolleres sa, om pracisionen
er tilstraekkelig til at afggre, om fortegnet er neutralt, e.i. 0. Dette ggres i linie
9-11. Hvis algoritmen nar til linie 12, betyder det, at den ikke var i stand til at
afggre fortegnet pa a(t*) med det nuveerende estimat af skeeringspunktet G(t*),
hvor ¢ € [so,s1]. Bemeaerk, at hvis (G,1, s, s1) udger et estimat af det indirekte
skeeringspunkt G(¢*) mellem G og [ for t* € [so,s1], sa vil (G,1, s, s}) veere et
bedre estimat, hvis der geelder so < sj < t* < s} < s;. Linie 12-16 i algoritmen
foretager folgende forbedring af estimatet af (G, 1, so, s1). Hvis t* € [so, (s0 + s1)/2],
sé seettes sg = (8o + 51)/2, ellers seettes s; = (sg + s1)/2, hvorefter hele algoritmen
udfgres med det forberede etstimat.

I Yaps artikel [4] ggr han opmerksom pa, at en implementering med fordel kan gen-
bruge nogle af de beregnede vardier for g(*) (so). For eksempel er det ikke ngdvendigt
at beregne nye veerdier for g(i)(so)7 hvis den foregaende iteration har sendret inter-
vallet [sg, s1] til [so, (So + $1)/2] i linie 12-16.

Yap giver ogsé et hint om, at de afledte g(*) (sq) kan beregnes ved hjelp af teknikker
indenfor automatic differentiation, som ggr det mulig at beregne alle de afledte til
g(so) saledes, at det ikke koster meget mere end at beregne g(sg). Denne pastand
er dog ikke bekraeftet!

Til sidst gives en kort beskrivelse af kompleksiteten af ALPHASIGN algoritmen.
Kompleksiteten af ALPHASIGN er adaptiv i den forstand, at worst-case komplek-
siteten kun opnas i tilfeelde af, at algoritmen afsluttes i linie 10. Antallet af it-
erationer er afgjort af, hvor preecis en tilneermelse (G, 1, sg,s1) er til det eksakte
skeeringspunkt G(t*).
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Kapitel 6

Implementering og
evaluering

Evalueringen af Yaps algoritme i forhold til effektivitet i praksis vil forega pa to
omrade. For det forste ggres rede for, at Yaps algoritme reelt udggr en komplet
Igsning af skeaeringsproblemet, hvor de fundne lgsninger, i.e. skeeringspunkter, er
eksakte, da en undersggelse af effektiviteten i praksis ikke giver mening for en al-
goritme, der ikke opnar sine forventede mal. Den anden del af evalueringen bestar
i at se, hvor meget det koster tidsmeessigt at rette op pa de robusthedsproble-
mer, i.e. at opna komplethed og eksakte lgsninger, som kendte opdelingsbaserede
algoritmer lider af. Denne tidsmaessige sammenligning ggres ved at sammenholde
udfgrselstiderne for en implementering af henholdsvis den generelle skeeringsalgo-
ritme baseret pa opdeling og sa Yaps skeeringsalgoritme. En sadan sammenligning
er relativ nem at udfgre, da den generelle skaeringsalgoritme jo udggr makrofasen i
Yaps algoritme.

6.1 Komplethed og eksakte lgsninger

Konceptuelt virker Yaps algoritme pa fglgende made. Makrofasen deler input kurverne
F og G i et endeligt antal kandidatpar (F;, G;). Opdelingen foregar ved at dele den
kurve, hvis konvekse hylster har stgrst diameter, og stopper forst, nar hvert kurvepar
opfylder betingelsen om, at diameteren af foreningsmeengden af deres respektive
konvekse hylstre er mindre end A*. Pa denne made fremkommer et endeligt, men
muligvis stort, antal kurvepar som udggr kandidater til ovennaevnte repraesentanter
for skaeringspunkter mellem kurverne F' og G. Pa disse kurvepar bruges nu reject-
kriteriet, baseret pa det faktum, at en Bézier kurve er helt indeholdt i sit konvekse
hylster, til at fjerne de kurvepar, hvor kurvernes konvekse hylstre ikke skeeret hi-
nanden. Tilbage er sa netop de kurvepar, der udggr kandidatpar og altsa opfylder
fglgende tre ting.

o F; CFogGj; CQG.
o CH(F;))NCH(G;) # 0.

Hvis der for de originale input kurver gelder, at de kun indeholder et endeligt
antal (F, G)-antipodalpar, sa vil alle skeeringspunkter mellem F' og G veere isolerede
punkter. Parres denne antagelse med de tre ovenstaende, egenskaber betyder det,
at hvert kandidatpar (F;,G;) hejst kan have et entydigt skeeringspunkt. Grunden
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til dette er, at seetning 3.2.6, der athsenger af antagelsen om antipodalpar, giver
den en mindste graense for, hvor teet to skeeringspunkter kan veere pa hinanden, og
denne afstand er stgrre end A*.
Mikrofasen kan nu for hvert kandidatpar (F;, G;), som opfylder de tre ovenstaende
egenskaber, afggre, om der findes et entydigt skeeringspunkt mellem F; og G;. Hvis
der gor, sa udger (F;, G;) en repraesentant for et skeeringspunkt i lgsningsmeengden.
Med denne konceptuelle gennemgang af Yaps algoritme er det nu muligt at ggre
rede for, hvorledes den opnar komplethed og eksakte lgsninger. Fgrst mindes om,
hvad begreberne eksakthed og komplethed star for.

e Eksakthed En skaeringsalgoritme kaldes eksakt, hvis de lgsninger, den finder,
udggr eksakte

e Komplethed En skaeringsalgoritme kaldes komplet, hvis den finder samtlige
skeeringspunkter. entydige skeeringspunkter.

Bemserk, disse to krav siger ikke noget om, hvorledes lgsningsmeaengden, eller de
enkelte lgsninger repraesenteres. I Yaps skaeringsalgoritme for Bézier kurver repraesen-
teres lgsningsmaengden, for et par af kurver, F' og GG, som en kg af skeeringspunkter.
De enkelte skeeringspunkter er givet ved kurvepar (F’,G’), hvorom der gelder,
at ' C F,G' C Gog FFNG' = p, hvor p € E2. Det vil sige, kurverne F’
og G’ er delkurver af de oprindelig kurver, og de indeholder preecis et entydigt
skaeringspunkt. Grunden til, at skaeringspunkterne ikke er eksplicit givet, er, at ko-
ordinaterne kan veere enten irrationale eller rationale, men kan ikke repraesenteres
som bigfloat tal.

Eksakthed

Yaps algoritme opnar eksakthed ved at benytte bigfloat tal og sa reducere alle sine
beregninger til eksakt aritmetiske operationer (4, —, x) pa disse bigfloat tal. Der
findes dog omstaendigheder, hvor reduktionen til simple regneoperationer kan veere
lidt problematisk, nemlig nar der indgar stgrrelser, som ikke kan repreesenteres som
bigfloat tal. I disse situationer regnes kun indirekte pa de ikke-eksakte stgrrelser.
Afsnit 5.4.4 er et eksempel pa en sadan situation. Her gnskes fortegnet af udtrykket
g(t*) beregnet for en funktion g : R — R. Problemet er bare, at t* ikke ngdvendigvis
kan repraesenteres direkte, altsa ved bigfloat tal. Sa dermed kan funktionsvaerdien
heller ikke repreesenteres direkte. Den made, som dette problem lgses pa, er ved
at bruge fglgende faktum. Hvis E er et eksakt tal og E’ en tilnsermelse til E. Sa
gaelder der, at fortegnet pa E’ er det samme som fortegnet pa E, hvis der geelder
|E — E'| < |E'|. Fortegnet pa g(tx) kan sa evalueres ved at se pa, om fejlen ved
at bruge g(s) istedet, hvor s kan repraesenteres som en bigfloat, som estimat til
storrelsen g(t*). Hvis fejlen |g(t*) — g(s)| er mindre end |g(s)|, s& har g(t*) samme
fortegn som g(s).

Ved denne slags teknikker opnar Yaps algoritme eksakte lgsninger selv i tilfzelde,
hvor ikke-eksakte stgrrelser umiddelbart indgar i beregninger.

Komplethed

Yaps skaeringsalgoritme opnar komplethed. Denne pastand er baseret pa to fakta.
For det forste hvis det antages, at to Bézier kurver F' og G skarer hinanden i et
entydigt punkt p € F'N G. Sa ma der geelde, at hvis F' deles i Fjy og F} i et punkt
forskelligt fra p, sa ma p ligge pa enten Fy eller Fj.

For det andet findes, for Bézier kurverne F' og G, en mindste afstand mellem to
forskellige skaeringspunkter, hvilket betyder, at to kurver kan deles op saledes,
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at hver kurvepar hgjst indeholder et skeeringspunkt. Bemeerk, at dette faktum
afheenger af antagelsen om at kurverne F' og G kun har endeligt mange (F,G)-
antipodalpar.

Med disse to fakta er det nu ikke sveert at se, hvorfor Yaps algoritme opnar kom-
plethed. Nar makrofasen er afsluttet, har den fundet et endeligt antal kandidatpar,
som hgjst kan indeholde et entydigt skeeringspunkt. Alle de andre par, som blev
smidt veek under makrofasen, kan ikke indeholde skeaeringspunkter, fordi deres kon-
vekse hylstre ikke skaerer hinanden, men de er trods alt blevet undersggt. Mikrofasen
Igber nu alle kandidatpar igennem og for hvert kandidatpar afggres, om kurver in-
deholder et entydigt skeeringspunkt. Hvordan denne afggrelse foretages, beskrives
i 5.4.1 og 5.4.2, men der gelder specielt, at der er tale om et komplet kriterium.
Det vil sige, nar Yaps skeeringsalgoritme er faerdig, sa er alle skaeringspunkter blevet
fundet, og algoritmen er dermed komplet.

6.2 Effektivitet i praksis

Om en algoritme er effektiv i praksis er generelt sveert at afggre, da en sadan
afggrelse ngdvendigvis ma have med domaenet, hvor algoritmen finder sin anven-
delse, at ggre. Yaps algoritme er ikke tilteenkt anvendt i et specifikt domeene, sa
der er ikke umiddelbart nogle oplagte mal for effektiviteten i praksis for en given
implementering. Men hvis Yaps algoritme betragtes som et forsgg pa at udbedre de
robusthedsproblemer, som en tilsvarende, ikke komplet opdelingsbaseret skaeringsal-
goritme lider af, kan effektiviteten i praksis jo afggres ved at se pa den tidsmaessige
pris, som betales for at fa lgst robusthedsproblemerne i aktuelle implementeringer.

Den generelle skaringsalgoritme, baseret pa opdeling (subdivision), er givet i

algoritme 6.2.1. Den er givet her med et minimalt antal partielle kriterier, hvilket
vil sige, at den kun indeholder reject-kriteriet baseret pa konveks hylster egenskaben
for Bézier kurver, som generelt bruges til at fjerne kurvepar, som ikke kan skeere
hinanden.
GENERICINTERSECTION algoritmen fungerer pa fslgende made. Input kurverne de-
les op i kurvepar ved gentagene gange at dele den kurve, som har stgrst diameter.
Bemeerk, at diameteren for en Bézier kurve er givet ved diameteren af det konvekse
hylster af kontrol polygonen. For hvert sadan fremkomne kurvepar kontrolleres, om
de udggr et kandidatpar, i.e. der kontrolleres for, om deres respektive konvekse hyl-
stre skeerer hinanden. Hvis kurveparret ikke udggr et kandidatpar, smides dette
par bort. Den gentagne opdeling af kurveparrene forsaetter, indtil der enten ikke er
flere kurvepar at dele, eller indtil diameteren af foreningsmaengden af de respektive
konvekse hylstre er mindre end e. Hvis et kandidatpar har en sadan diameter, be-
tragtes kandidatparret, som en repraesentant for et skeeringspunkt, og rapporteres.
Det er nu oplagt, hvorfor GENERICINTERSECTION ikke er en komplet skzeringsalgo-
ritme. Problemet bestar umiddelbart i, at der ikke er nogen made at vide pa, om
et givet kandidatpar har nul, et eller flere skaeringspunkter, nar parret rapporteres
som skeeringspunkt. Sa de kandidatpar, der rapporteres fra GENERICINTERSECTION
algoritmen, kan altsa indeholde et vilkarligt antal skeeringspunkter, sa leenge diam-
eteren af kurvernes foreningsmangde er mindre end €. Om problemerne med denne
algoritme kan lgses, og GENERICINTERSECTION ggres komplet, er ikke oplagt. Men
hvis det skal lykkedes skal to ting veere opfyldt.

(i) Efter opdelingen af input kurverne er afsluttet, skal der geelde, at ethvert
kandidatpar kan hgjst have et skeeringspunkt.

(ii) Der findes en metode til at afggre, om et givet kandidatpar har et skeeringspunkt.
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Algoritme 6.2.1 GENERICINTERSECTION(F, G, ¢)
Input: P(F) = (po,p1,---,0m), P(G) =(q0,q1,---,qn) 0g € > 0.
Output: En k¢ S, som indeholder kandidatpar (F;,G;), hvorom der geelder, at
F; CF,G; CGog F;NG; er muligvis ikke tom.
S0 Q0
2: Q — (F,G) {(F,G) seettes ind i Q}
3: while Q # () do

4. (F',G) — Q {(F',G) tages ud af Q}

5. if CH(F')YNCH(G')#0 then

6: if DIAM(CH(F')UCH(G")) < € then
7: S — (F',G")

8: else if DIAM(CH(F")) > DiaM(CH(G')) then
9: (Fo, F1) < SUBDIVIDE(F")

10 Q — (Fo,G)

11: Q — (Fl, Gl)

12: else

13: (Go,G1) < SUBDIVIDE(G')

1 Q — (F',Go)

15 Q— (F,Gh)

16: end if

17:  end if

18: end while
19: return S

Det er netop disse to ting, som Yap adresserer i sin artikel [4]. Han beviser
blandt andet, udfra input kurvenes algebraiske egenskaber, at der findes graenser
for, hvor teet to forskellige skeeringspunkter kan veere pa hinanden. Dette muligggr
bestemmelsen af en veerdi for € i GENERICINTERSECTION, som kan garantere, at de
opdelte kandidatpar hgjst har et skaeringspunkt, hvis deres foreningsmaengde har
en diameter, der er mindre end €. Denne veerdi kaldes A*, og hvis € sattes lig A* i
GENERICINTERSECTION, er (i) lgst. Grunden til, at dette er rigtigt, er givet i detal-
jer i kapitel 3, men er kort sagt, at A* udger en diameter, som er mindre end den
mindste afstand mellem to forskellige skeeringspunkter pa input kurverne. Sa hvis et
kurvepar har diameter mindre end A*, sa kan det hgjst indeholde et skaeringspunkt.
Yap viser ogsa, hvordan man afggr, om et givet kandidatpar indeholder et skaerings-
punkt, hvis kandidatparrets diameter er mindre end A* veerdien, og altsa hgjst kan
have et skaeringspunkt. Detaljerne, hvor dette gores i praksis, kan findes i kapitel 5.
Yaps skaeringsalgoritme kan derfor betragtes som en udvidelse af GENERICINTER-
SECTION pa fglgende made. Initialiseringsfasen i GENERICINTERSECTION udvides,
s& den beregner den korrekte e veerdi, sa (i) ovenfor opfyldes. Den iterative del
af GENERICINTERSECTION algoritmen, kaldes nu makrofasen, fordi den behandler
makropar, i.e. den laver dem om til mikropar. Efter makrofasen tilfgjes en iterativ
proces, som afggrer, for hvert mikropar, der slipper igennem makrofasen, om parret
indeholder et entydigt skeeringspunkt. Denne nye iterative proces kaldes mikrofasen,
fordi den behandler mikropar.

Med en sadan opbygning af Yaps skeeringsalgoritme er det naturligt at undersgge
to ting med henblik pa at evaluere effektiviteten af en given implementering i praksis.
For det forste kan e veerdien veelges frit, i en implementering af GENERICINTER-
SECTION algoritmen. Sa pa den made giver € en mulighed for at styre effektiviteten.
Hvis man gnsker en hurtig lgsning af skeeringsproblemet, men som knap er sa preecis
eller korrekt, kan man satte € lavt. Denne frihedsgrad findes ikke i Yaps algoritme.
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Her afhaenger € veerdien netop af egenskaberne for input kurverne. Sa en interessant
ting at undersgge for en implementering af Yaps algoritme ville vaere, om algoritmen
kan opna effektivitet i praksis, nar e veerdien ikke kan veelges frit.

For det andet, under antagelse af at makrofasen stadig kan opna effektivitet i prak-
sis, nar e ikke kan veelges frit, hvor meget koster det sa at udfgre mikrofasen i
praksis.

Det store spgrgsmal er altsa, om fastseettelsen af € veerdien i Yaps algoritme gdelaeg-
ger dennes mulighed for at opna effektivitet i praksis. Som det vil vise sig, har ud-
videlsen til Yaps algoritme store negative konsekvenser for effektiviteten af netop
denne grund. Det folgende er derfor en redeggrelse for denne sammenhaeng.

Yaps algoritme - en delvis implementering

Grundlaget for min implementering af Yaps algoritme har vaeret en evaluering af
dennes effektivitet i praksis. Som naevnt ovenfor forventes effektiviteten i praksis at
veere pavirket af, at € ikke kan vaelges frit i makrofasen. Dette har fgrt til en delvis
implementering af Yaps skeeringsalgoritme, hvor jeg har fokuseret pa makrofasen
for at fa afklaret, om fastseettelsen af e vil gdeleegge muligheden for effektivitet i
praksis. Det skulle nemlig vise sig at veere tilfseldet.

I det folgende skitseres min implementering af initialiseringsfasen og makrofasen af
Yaps skeeringsalgoritme. Formalet med denne skitse er at blive i stand til at give
en kompleksitetsanalyse af relevante dele af af Yaps algoritme. Source-koden til
makrofasen er givet i appendiks B.

Initialiseringsfasen

Initialiseringsfasen bestar primeert af en beregning af en geometrisk separations-
graense A*. Se afsnit 5.4.1 for en definition. Beregningen af A* er baseret pa eksakte
bigfloat tal og kan reduceres til eksakte regneoperationer (+,—, x). Som naevnt i
afsnit 5.2 sa er A* et minimum af fire andre separationsgraenser. Disse fire separa-
tionsgrzenser beregnes alle ved hjalp af de matematiske begreber; fakultet, potenser
og binomial koefficienter. Fakultet, potenser og binomial koefficienter kan reduceres
til eksakte regneoperationer pa bigfloat tal pa folgende made

e Fakultet n! =[[}_, =k

e Potens 2" =a" =z X X - Xx

e Binomial koefficient (}) = ﬁlk),
hvilket udnyttes i analysen af worst-case kompleksiteten af initialiseringsfasen af
Yaps algoritme. Hvis m og n er graden af input kurverne, og koordinaterne til kontrol
punkterne er givet ved (L, )-bit flydende kommatal, sa vil worst-case kompleksiteten
af initialiseringsfasen veaeret givet ved O(m + n + L). Dette skyldes, at

A* = min{A(m, n,a,b), As(m,n,a,b), Ay(m,n,a,b, L), Ag(m,n, L)}

hvor a og b er givet i saetning 3.3.2, og de andre fire separationsgraenser er givet i
kapitel 3 og 5. De enkelte geometriske separationsgraenser kan reduceres til et linesert
antal simple regneoperationer i variablerne m, n og L. Bemzerk, variablerne a og
b er ikke naevnt. Det er fordi de selv er opbygget af et linesert antal simple regne-
operationer i de andre variable. Sa worst-case kompleksiteten af initialiseringsfasen
bliver O(m +n + L).
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Makrofasen

Makrofasen er som naevnt ovenfor, identisk med GENERICINTERSECTION givet i al-
goritme 6.2.1. Som det kan ses i pseudo-koden, kan denne fase opdeles i et antal
mindre algoritmer, nemlig CONVEXHULL, CONPOLYINT, DIAM og SUBDIVIDE. De
enkelte delalgoritmer beskrives nedenfor.

ConvEXHULL

Algoritmen beregner det konvekse hylster, defineret i seetning 2.6.2, for en endelig
punktmengde. Bogen [6, afsnit 1.1] beskriver en algoritme til beregning af det kon-
vekse hylster med worst-case kompleksitet O(nlogn), hvor n er antallet af punkter,
som det konvekse hylster skal beregnes for. Algoritmen bruges i to situationer.
For det fgrste bruges den til at beregne det konvekse polygon, som indeholder en
givet Bézier kurve. For det andet bruges den i MergeConvexHulls algoritmen til
at bestemme det mindste polygon, som indeholder kontrol punkterne for to givne
Bézier kurver.

CoNPoLYINT

Hvis to konvekse polygoner skaerer hinanden, kan denne algoritme beregne dette
polygon. Den bruges i forbindelse med konveks hylster kriteriet, som bruges til at
afggre, om to kurver udger et kandidatpar, det vil sige, at de opfylder CH(F') N
CH(G") # 0. Bogen [9, afsnit 7.6] beskriver en implementering af denne algoritme.
Worst-case kompleksiteten er O(n + m), hvor n og m er antallet af hjgrnepunkter i
de respektive polygoner.

Diam

Algoritmen beregner diameteren for et konvekst polygon, hvor der med diameteren
menes den maksimale afstand mellem to punkter indeholdt i det konvekse poly-
gon. Et generelt problem med beregningen af diameter, i forhold til makrofasen,
er, at den er athengig af beregning af den euklidiske afstandsfunktion |p — ¢| =
\/(p.x —q.x)?2 4+ (p.y — q.y)?. Problemet bestar i, at denne afstandsfunktion ikke
kan reduceres til et antal simple og eksakte regneoperationer pa bigfloat tal, fordi
/- ikke er en eksakt operation pa bigfloat tal. S& en anden metode til beregnin-
gen af diameteren er ngdvendig. Til dette formal observeres, at diameteren af en
konveks polygon altid er mindre eller lig diagonalen i det rektangel, som indehold-
er polygonen, og har sider parallelle med de to akser. For et polygon givet ved
P(F) = (po,p1,---,Pm), sa er ovennevnte diagonal, afstanden mellem punkterne
(Tmin, Ymin) 08 (Tmaz, Ymaz ). Hvis samtidig bruges, at

p—ql = (p.x — q.2)2 + (py — q.y)?
<V(pr—qx)?+V(py—qy)? (6.1)
= (pz —qx)+ (py —qy)

sa kan diagonalen i det omsluttende rektangel estimeres ved hjalp af (6.1). Spgrgsmalet
er, om et sadant estimat vil pavirke makrofasen. Svaret er nej. Grunden er, som
det kan ses i algoritme 6.2.1, at diameteren kun bruges to steder. Det forste sted
sammenlignes diameteren for CH(F') UCH(G’) med graensen A*. Om denne sam-
menligning geelder, at hvis den estimerede diameter fra (6.1) er mindre end A*, s&
er den eksakte diameter ogsa mindre. Den anden anvendelse af diameteren i algo-
ritme 6.2.1, bestar kun i at afggre, hvilken kurve, der skal opdeles. Denne beslutning
pavirker ikke udfaldet af makrofasen, sa den estimerede diameter kan godt bruges i
stedet for den eksakte. Worst-case kompleksiteten af D1aAM algoritmen bliver O(n),
hvor n er antal hjgrnepunkter i polygonen, da det er ngdvendigt at gennemlgbe alle
disse hjgrnepunkter for at finde minimum og maksimum af koordinaterne.
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SUBDIVIDE

Algoritmen beregner kontrol punkterne til de to Bézier kurver, som dukker op, nar
en given Bézier kurve opdeles ved hjzlp af deCasteljaus algoritme. Denne process
er beskrevet i afsnit 2.5, og er baseret pa deCasteljaus algoritme. Worst-case kom-
pleksiteten er den samme som for deCasteljaus algoritme, nemlig linezer i antallet
af kontrol punkter i den opdelte kurves kontrol polygon. Det vil sige, for en Bézier
kurve F, givet ved P(F) = (po,p1,---,Pn), vil SUBDIVIDE algoritmen have O(n)
kompleksitet.

Fra det ovenstaende kan kompleksiteten af hele makrofasen ggres op som fglgende.

Lad i det fglgende F' og G veaere de kurver, som makrofasen forsgger at finde
skaeringspunkter for. De to kontrol polygoner er givet ved henholdsvis P(F) =
(Po,P1y---sPm) 08 P(G) = (po,p1,---,pn). Bemeerk, at nar en Bézier kurve opde-
les med SUBDIVIDE algoritmen, vil de to delkurver have det samme antal kontrol
punkter, som den kurve der blev delt.
Under afvikling af makrofasen vil lgkken bliver gennemlgbet et endeligt antal gange.
Hvert gennemlgb bestar af et antal anvendelser af de ovennaevnte fire delalgoritmer.
Ved at telle, hvor mange gange de enkelte delalgoritmer anvendes, fremkommer
fglgende skema.

ConvEXHULL 4 O((m + n)log(m +n))
CoNPoLYINT 1 O(m+n)
Diam 3 O(m+n)
SUBDIVIDE 1 O(m+n)

Udfra skemat ovenfor er det nu muligt at give en worst-case kompleksitet for hele
makrofasen i Yaps algoritme. Hvis k er antal gennemlgb af lgkken og hvis m og n
er antal kontrol punkter i de to input kurver, sa er den samlede kompleksitet givet
ved

O(k(m + n)log(m + n)).

En umiddelbar konsekvens af dette er, at siden de forventede veerdier for m og n
er relative sma, i.e. under ti i praksis, sa vil antal gennemlgb af lgkken, &, blive
den dominante faktor, og som illustreres nedenfor, har denne stgrrelse en direkte
korrelation med stgrrelsen af e.

En empirisk undersggelse

En empirisk undersggelse af effektiviteten af Yaps skeeringsalgoritme i praksis ma
begynde med at afprgve en given implementering af makrofasen pa et helt almin-
deligt kurvepar. Hvis Yaps skaeringsalgoritme skal veere effektiv i praksis, ma denne
fase ngdvendigvis ogsa vaere det. Det fglgende viser dette ikke tilfaeldet.

Analyse af ¢ veerdiens stgrrelse

Analyse af storrelsen pa den fastsatte € veerdi i Yaps algoritme giver et billede
af, hvor lille en veerdi, der er tale om, nar specifikke type af kurver udggr input
kurverne. Som det skal vise sig, atheenger denne e veerdi kun af nogle specifikke
egenskaber for input kurverne.

Den fastsatte € veerdi i Yaps algoritme er givet som et minimum af fire specifikke
separationsgraenser. Disse fire separationsgraenser er alle beregnet pa baggrund af
enkelte egenskaber for input kurverne. Veerdien A er en af disse separationsgraenser,
og den veerdi giver allerede et billede af stgrrelsesordnen af den ngdvendige €, sa de
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andre greenser analyseres ikke.

Lad veere givet to Bézier kurver, hvis kontrol polygoner indeholder henholdsvis
m + 1 og n + 1 kontrol punkter. Sa er A; givet som fglgende.

Ai(m,n,a,b) = (28 NK)~Pg-12mn?) (6.2)
hvor

3+2m+ 2n

K= max{\/ﬁ, 4dma,4nd}, N = ( 5

)7 D:m2n2(3+i+é)

m n
Som det kan ses, atheenger A; kun af a og b udover m og n. a og b er ||-||2-normen til
de implicitte algebraiske kurver. Som beskrevet tidligere er disse || - ||2-normer ikke
umiddelbart tilgaengelige, sa den gvre graense for veerdierne bruges istedet. Disse
vaerdier er henholdsvis

a = (16L9m)'m b= (16L97L)7L

jeevnfgr seetning 3.3.2, nar koordinaterne til kontrol polygonerne for F' og G er givet
ved (L,!)-bit flydende kommatal. Figur 6.1 og 6.2 nedenfor viser nogle konkrete
veerdier for Ay beregnet ved hjelp af (6.2). Bemeerk, at veerdierne for A; ikke er
eksakte, men blot overslag, som viser tendensen i udviklingen for varierende L og
m. De enkelt overslag udggr den naermeste potens af to, som er mindre end det
eksakte udtryk.

Figur 6.1 viser, hvorledes A; udvikler sig for fastholdte m og n og varierende L.
Veardierne for m og n er henholdsvis fire og tre. Bemeerk, at veerdierne for m og n
er holdt sma for bedre at kunne vise udviklingen af A; nar L vokser.

L N T T

’ Ay (m,n,a,b) ‘ 9—67008 ‘ 9—T78528 ‘ 9—103872 ‘ 9—149952 ‘

Figur 6.1: Aq(m,n,a,b) for varierende L

Som det kan ses, aftager A; meget voldsomt selv med sma tilveekster til L, og som
veerdien for L = 8 viser, er der ingen grund til at forsesette beregningerne for stgrre
L. Observer, at L afspejler (bit-)kvaliteten af koordinaterne til kontrol punkterne
for de involverede kurver. Det vil sige, at selv for kurver givet med koordinater af
meget lav preecision, vil Ay veerdien veere utrolig lille.

Figur 6.2 viser pavirkningen af et varierende m pa A; veerdien for fastholdt L
og n. L er fastholdt pa veerdien fire. Idet et varierende m allerede viser en voldsomt
aftagende tendens for Aq, fandtes det ungdvendigt at variere n samtidig, sa denne
er fastholdt pa veerdien tre.

m e [ s [ e [ 7 ]

’ Ai(m,n,a,b) ‘ 9—103872 ‘ 9—209445 ‘ 9—382968 ‘ 9—647703 ‘

Figur 6.2: Ay(m,n,a,b) for varierende m
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Fgrste undersggelse

Den forste undersggelse af min implementering af makrofasen i Yaps algoritme
sgger en sammenhaeng mellem € veerdien og antal iterationer samt udfgrselstiden af
makrofasen. Til dette formal introduceres et konkret kurvepar. Lad Bézier kurverne
F og G veere givet ved fglgende to kontrol polygoner.

P(F) = [(_lv 0)7 (0’ _1)7 (1’ O)a (07 1)}
P(G) =1(0,3/4),(=3/4,-3/4),(3/4,-3/4)]

Kurverne er vist pa figur 6.3, og som det fremgar pa figuren, skaerer kurverne hi-
nanden i et entydigt skaeringspunkt. Sa umiddelbart skulle dette kurvepar udggre
et simpelt kurvepar i den forstand, at egenskaberne for kurverne, som bestemmer
veerdien af e, er minimale. Graderne for kurverne er henholdsvis m = 4 og n = 3.
Samtidig er koordinaterne givet ved fa bits, sa € veerdien vil for dette kurvepar an-
tage en af de mindre veerdier beregnet ovenfor.

Undersggelsen bestar sa i at afvikle makrofasen pa dette kurvepar for varierende e
veerdier og male udfgrselstiden for de enkelte afviklinger. Figur 6.4 viser resultatet af
denne undersggelse. I figuren vises en tabel, der indeholder udfgrselstiderne for min
implementering af makrofasen for forskellige vaerdier af e. Fgrste kolonne i tabellen
viser de varierede € veerdier. Kolonne to viser antallet af iterationer i makrofasen,
mens den sidste kolonne viser udfgrselstiden. I tabellen kan ses at udfgrselstiden
bliver meget ringe for selv et simpelt kurvepar, nar € veerdien bliver lille.

(0,1)

(—3/4,—3/1)

(Oa _1)
Figur 6.3: Et kandidatpar (F, G) som indeholder et entydigt skeeringspunkt

Den ovenstaende analyse af € viser tydeligt, at veerdierne bliver meget sma. Sa selv
for lave veerdier af L, m og n bliver € en meget lille veerdi. Hvis for eksempel €
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| ¢ | Iterationer | Tid |
[ 210 | 435 | 0.453 |
| 220 | 835 | 1.078 |
| 9500 | 1231 | 2078 |
| o100 | 1629 | 3531 |
[ 2500 | 2033 | 5.578 |
[ 21000 | 4033 | 26.69 |
272000 | 5021 | 1463 |
271000 | 16035 | 844.3 |

Figur 6.4: Udfgrselstider (sekunder) for varierende € veerdier

skal veere mindre end Aq(4,3,8) = 27149952 oo hvis figur 6.4 viser tendensen for
udfgrselstiden, kan man forvente at vente laenge pa et svar fra Yaps algoritme!
Analysen af stgrrelsesordenen af e viser ogsa, hvorfor det ikke vil give et bedre re-
sultat at kigge pa andre kurver. Udtrykket for A; givet i (6.2) atheenger nemlig kun
af veerdierne m, n og L. Bemeerk, at ingen af vaerdierne siger noget om kurvernes
egentlige forlgb. De to forste siger blot, at de respektive kontrol polygoner har hen-
holdsvis m+ 1 og n+ 1 kontrol punkter, og den sidste veerdi, L, giver kun et udtryk
for, hvor meget praecision, koordinaterne til kontrol punkterne, er givet med. Det
vil sige, der er ingen af disse stgrrelser, der pavirker kurvens billede. Der geelder
selvfglgelig, at antallet af kontrol punkter, og den praecision som koordinaterne er
givet med, pavirker kurvernes egenskaber, men det pavirker ikke dens forlgb, da
dette er givet ved de enkelte punkters position i forhold til hinanden.
Konsekvenserne af, at € skal vaere mindre end A1, og at denne storrelse kun afhsenger
af m,n og L, betyder, at to kurvepar med samme verdier af m,n og L vil have samme
pavirkning af effektiviteten af Yaps algoritme, uatheengig af deres individuelle forlgb
og under antagelse af, at kurvene skaerer hinanden. Sa en empirisk undersggelse af
Yaps algoritmes effektivitet i praksis kan ngjes med at betragte en enkelt repraesen-
tant for de kurvepar, som har ens m, n og L veerdier. Men nar veerdierne i figurerne
6.1 og 6.2 viser en sa kraftig aftagende tendens af A; veerdierne, sa er det naeppe
ngdvendigt afprgve kurver med egenskaber givet ved store veerdier for m, n og L,
da veerdien af A allerede er ekstrem lille, selv for sma veerdier.

Pa figur 6.4 kan ogsa leeses, at stgrrelsen af € er omvendt proportional med an-
tal iterationer. Det vil sige, at en halvering af ¢ medfgrer en fordobling af antal
iterationer. Det interessante er dog udfgrselstiden. Den er ogsa omvendt propor-
tional med stgrrelsen af e. Det er dog kun for e veerdier stgrre end 2710%0 at der
er tale om en faktor to. Nar e veerdierne bliver mindre end 271000 s stiger fak-
toren til fem. Pa grund af den allerede meget hgje udfgrselstid for makrofasen for
¢ mindre end 274000 er det ikke undersggt nesermere, om faktoren forbliver fem
eller vokser yderligere, nar € neermer sig veerdier nser A;. Denne stykvise omvendte
proportionalitet skyldes formentlig, at beregningerne i Yaps algoritme er baseret pa
eksakt bigfloat aritmetik. De naeste to undersggelser af udfgrselstiden af makrofasen
forsgger at give et empirisk bevis for denne pastand.
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Anden undersggelse

Den anden undersggelse af min implementering af makrofasen gar ud pa at afggre,
hvorledes udfgrselstiden er fordelt under en afvikling af makrofasen. En sadan un-
dersggelse vil kunne vise, om en given delalgoritme, eller beregning, tager laen-
gere tid end de andre. Undersggelsen er lavet pa samme made som den forrige,
men nu males udfgrselstiderne for de enkelte delalgoritmer. Figur 6.5 resultatet af
denne undersggelse. Der er tale om algoritmerne DiaM, CONPOLYINT, SUBDIVIDE
og CONVEXHULL. Tiden i alt og antal iterationer er ogsa med i oversigten for at
give sammenhaengen med figur 6.4.

’ € ‘ Iterationer ‘ Tid i alt ‘ Diam ‘ CoNPoLYINT ‘ SUBDIVIDE ‘ CoNVvEXHULL ‘
’ 2100 ‘ 435 ‘ 0.453 ‘ 0.000 ‘ 0.377 ‘ 0.015 ‘ 0.061 ‘
’ 27200 ‘ 835 ‘ 1.078 ‘ 0.000 ‘ 0.828 ‘ 0.079 ‘ 0.171 ‘
’ 2300 ‘ 1231 ‘ 2.078 ‘ 0.031 ‘ 1.735 ‘ 0.047 ‘ 0.265 ‘
’ 2-400 ‘ 1629 ‘ 3.531 ‘ 0.000 ‘ 2.782 ‘ 0.078 ‘ 0.655 ‘
’ 2-500 ‘ 2033 ‘ 5.594 ‘ 0.047 ‘ 4.464 ‘ 0.064 ‘ 1.019 ‘
’ 21000 ‘ 4033 ‘ 26.66 ‘ 0.079 ‘ 21.23 ‘ 0.186 ‘ 5.158 ‘
’ 22000 ‘ 8021 ‘ 146.1 ‘ 0.171 ‘ 117.6 ‘ 0.454 ‘ 27.89 ‘
’ 24000 ‘ 16035 ‘ 844.1 ‘ 0.420 ‘ 677.8 ‘ 1.496 ‘ 164.3 ‘

Figur 6.5: Udfgrselstiden (sekunder) delt ud pa de forskellige delalgoritmer i makro-
fasen

Resultaterne af denne undersggelser viser, at det meste af beregningerne i makro-
fasen foregar primeert et sted. Dette sted er CONPOLYINT algoritmen. Samtidig kan
observeres, at den samlede udfgrselstid for CONPOLYINT udviser samme stykvise
omvendte proportionale adfserd, som hele makrofasen i den forrige undersggelse. Sa i
naeste undersggelse fokuseres pa CONPOLYINT algoritmen, for at vise sammenhaen-
gen mellem den eksakte bigfloat aritmetik og den stykvise omvendte proportionale
adfeerd.

Tredje eksperiment

Den tredje og sidste undersggelse forspger at vise, hvorfor udfgrselstiden i de forste
to undersggelser udviser en stykvis omvendt proportional adfserd. Undersggelsen
gar ud pa at male den minimale, maksimale og gennemsnitlige udfgrselstid af CON-
PoLYINT algoritmen for varierende e. Hvis disse malinger udviser den samme ad-
feerd, som i de tidligere undersggelser, kan det konkluderes, at det ma veaere den
eksakte bigfloat aritmetik, der forarsager den stykvise omvendte proportionale ad-
feerd. Resultatet af undersggelsen kan ses i figur 6.6. De fglgende observationer kan
gores omkring talmaterialet.

1. Nar e halveres fordobles antallet af iterationer i makrofasen, hvilket ogsa be-
tyder en fordobling af kald til CONPOLYINT algoritmen.

2. Nar e halveres og er mindre end 271990 s fordobles udfgrselstiden brugt i

CoNPOLYINT algoritmen. Nar e veerdier mindre end eller lig 271000 halveres,
sa femdobles udfgrselstiden.
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| | Iterationer | Tidiy | Tidgne | Tidyin | Tidpmas |
[ 9100 ] 435 | 0400 | 7816-10* | 0000 | 0016 |
[ 9200 ] 835 | 0.875 | 1.049-10% | 0.000 | 0.016 |
| 9500 | 1231 | 1774 [ 14411073 | 0000 | 0.016 |
| 9100 | 1620 | 2788 [ 17111073 | 0000 | 0.016 |
= 2033 | 4.247 | 2089103 | 0.000 | 0.016 |
[ 2-1000 | 4033 | 1948 | 4.831-10% | 0.000 | 0.062 |
[ 22000 | 8021 | 1062 | 1.324.102 | 0.000 | 0.063 |
[ 21000 | 16035 | 6444 | 3.813-102 | 0000 | 0141 |

Figur 6.6: Minimum, maksimum og gennemsnitlig udfgrselstid (sekunder) per
afvikling af CONPOLYINT for varierende €

3. Den gennemsnitlige udfgrselstid for et kald til CONPOLYINT algoritmen vokser
monotont nar e aftager.

4. Den maksimale udfgrselstid for et kald til CONPOLYINT algoritmen er kon-
stant for € stgrre end 271990, Ved e lig 27199 fordobles den ovennsevnte mak-
simale udfgrselstid, og det samme sker ved e lig 274990,

Udfra disse fire observationer konkluderes, at stigningen i den samlede udfgrselstid
for makrofasen skyldes, at repreesentationen af bigfloat tallene, i koordinaterne til
kontrol punkterne for kurverne, vokser i takt med, at € veerdien falder. Argumentet
for denne konklusion fglger. Fra observationerne 1,2 og 3 kan konkluderes, at en af to
ting kan forarsage en sendring i adfeerden af udfgrselstiden for makrofasen. Den ene
kan veere, at algoritme logikken pludselig degenererer for sma e, hvilket kunne in-
dikeres af nogle hgje udfgrselstider for enkelt udfgrsler af CONPOLYINT algoritmen.
Dette kan dog ses fra observation 3 ikke at veere tilfeeldet, idet den gennemsnitlige
udfgrselstid vokser monotont. Den anden mulighed er at de enkelte bigfloat bereg-
ninger begynder at tage laengere tid i takt med at e falder. En god indikator af,
at dette er tilfeeldet, kan observeres i observation 4, der viser, at stigningen sker i
diskrete spring. Dette indikerer, at repraesentationen af de involverede bigfloat tal
udvides, og dermed ggr beregningerne med disse langsommere.

Resultater

Som udgangspunkt undersggtes, hvorvidt Yaps skeeringsalgoritme kunne opna sine
mal omkring komplethed og eksakthed af sine lgsninger. I afsnit 6.1 betragtedes
Yaps skaeringsalgoritme fra et teoretisk synspunkt. Det kunne konkluderes, at Yaps
skaeringsalgoritme var bade komplet og eksakt. Kompletheden afhang af makro-
fasens evne til at opbryde kurverne i sma nok kurvepar, som hgjst indeholder et
skeeringspunkt. Det gjorde, at der skulle beregnes et specifikt ¢, som afhang af e-
genskaberne for input kurverne. Med hensyn til eksaktheden af skeseringspunkterne,
fundet af Yaps skaeringsalgoritme, viste sig at afhsenge af en opbrydning af alle
beregninger i simple regneoperationer, som ved hjlp af bigfloat tal, kunne udferes
eksakt. Opbrydningen viste sig at veere mulig, og Yaps skeeringsalgoritme er dermed
ogsa eksakt.
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Effektiviteten i praksis er baseret pa effektiviteten af henholdsvis makrofasen
og mikrofasen. Den umiddelbare bekymring med hensyn til effektiviteten af makro-
fasen har veeret, at € veerdien ikke leengere kunne sattes frit, men derimod afhang af
egenskaberne for input kurverne. Disse egenskaber viste sig at fgre til nogle meget
sma veerdier af det fastsatte €, se eventuelt figur 6.1 og 6.2. Dette medfgrte, at
udfgrselstiden for selv simple kurvepar var enorm i praksis. Grunden til dette viste
sig at veere en marginal sendring i udfgrselstiden for de enkelte beregninger med
bigfloat tal, som udfgres mange gange pa grund af et hgjt antal iterationer i makro-
fasen.
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Kapitel 7

Konklusion

Formaéalet med dette speciale har veeret at evaluere en konkret implementering
af Yaps skeeringsalgoritme. Min oprindelige plan var at implementere den fulde
skeeringsalgoritme og undersgge, om den udggr en komplet lgsning af skaeringsprob-
lemet, og samtidig er effektiv i praksis. Det vil sige, at jeg gnskede, at undersgge om
den i praksis fandt alle skeeringspunkter, og om disse var eksakte. En gennemgang
af Yaps skaeringsalgoritme viser, at den kan opdeles i to faser, henholdsvis makro-
fasen og mikrofasen, som udfgres sekventielt. Makrofasens primere opgave bestar i
at opdele kurverne i kandidatpar, der hgjst indeholder et entydigt skaeringspunkt.
Mikrofasen kan sa for disse kandidatpar af- eller bekrzefte, om der findes et skaerings-
punkt. Om en implementering er effektiv i praksis afhsenger derfor af, om de indi-
viduelle faser er effektive. Men specielt galder, at hvis ikke makrofasen er effektiv,
vil Yaps skeeringsalgoritme ikke kunne opna at blive effektiv. Dette skyldes, at
mikrofasen athsenger af, at makrofasen kan opdele input kurverne i kandidatpar,
som hgjst indeholder et skeeringspunkt. Mikrofasen kan derfor ikke blive fzerdig, for
makrofasen er feerdig.

Efter implementering af makrofasen i Yaps skaeringsalgoritme viser de forste em-

piriske malinger, at udfgrselstiden er meget afhaengig af veerdien af stop-kriteriet,
€, 1 makrofasen. For eksempel er udfgrselstiden for et simpelt kurvepar med et
skaeringspunkt 0.453 sekunder for ¢ = 27190 men 844.3 sekunder for e = 274000,
Generelt viser undersggelsen, at udfgrselstiden er stykvis omvendt proportional med
e veerdiens stgrrelse. Det vil sige, nar € halveres i intervallet mellem 27100 og 271000,
fordobles udfgrselstiden, mens hvis e halveres i intervallet mellem 271000 gg 24000,
femdobles udferselstiden. Pa grund af den meget hgje udfgrselstid for e veerdier
under 274990 " er udfgrselstiden ikke undersggt for mindre e veerdier.
En nsermere undersggelse af den stykvise omvendt proportionale tendens i udfgrsels-
tiden viser sig at skyldes de eksakte bigfloat tal, som er ngdvendige for at sikre en
eksakt skeeringsalgoritme. Det viser sig ved profilering af makrofasen, at propor-
tionalitetsfaktoren mellem e og udfgrselstiden vokser i diskrete spring i takt med, at
€ aftager. Disse diskrete spring kan forklares med, at udferselstiden for de enkelte
eksakte regneoperationer stiger i takt med det aftagende e.

Umiddelbart vaekker den stykvise omvendt proportionale tendens i udfgrselstiden
ikke bekymring i forhold til effektiviteten af Yaps skeeringsalgoritme, da jeg pa dette
tidspunkt ikke har undersggt, hvor stor € veerdien reelt skal veere for at sikre, at et
kandidatpar hgjst kan indeholde et entydigt skeeringspunkt. Men viser sig, at der
er grund til bekymring. Veerdierne for stop-kriteriet i makrofasen viser sig nem-
lig, for selv de mest simple kurver, at veere mindre end 2764000, Dette vil, med
den ovennaevnte stykvise omvendt proportionale tendens, betyde, at udfgrselstiden
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for makrofasen kan forventes at veere stgrre end 527687.5 sekunder, hvilket svarer
til cirka 146 timer. Med udfgrselstider af denne stgrrelsesorden vil makrofasen, og
dermed den fulde skeeringsalgoritme, aldrig opna effektivitet i praksis.

En undersggelse af, hvordan stop-kriteriet i makrofasen skal beregnes, viser,
at e veerdiens stgrrelse kun afhaenger af nogle fa algebraiske egenskaber for in-
put kurverne. Disse egenskaber udger antal kontrol punkter i de respektive kontrol
polygoner, || - ||2-normen af de implicitte algebraiske kurver samt bitkvaliteten af ko-
ordinaterne til kontrol punkterne. Ved naermere eftersyn af formlerne for de enkelt
geometriske separationsgraenser, som ligger til grund for € veerdien, bemeerkes, at
selv for minimale input veerdier i disse formler bliver € mindre end 271000, En an-
den konsekvens af maden, hvorpa e beregnes, er, at hvis to kandidatpar har samme
algebraiske egenskaber, i.e. antal kontrol punkter, || - || og bitkvalitet, sa vil € have
samme stgrrelse.

Alt i alt kan konkluderes, at Yaps algoritme i teorien udggr en komplet og
eksakt skeeringsalgoritme. Men effektiviteten i praksis kan ikke opnas. Arsagen er,
at mikrofasen forventer, at de kandidatpar, som den modtager fra makrofasen hgjst
indeholder et entydigt skeeringspunkt. Dette er ngdvendigt for at kunne udfere
kobling processen. Spgrgsmalet er, om noget kan ggres for at gge effektiviteten i Yaps
skaeringsalgoritme i praksis. Umiddelbart ser jeg ikke nogen anden mulighed end at
forbedre de geometriske separationsgraenser, som ligger til grund for stgrrelsen af
stop-kriteriet i makrofasen. Dette udger et rent matematisk problem, som jeg vil
overlade til fremtidens matematikere.
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Bilag A

Kode - Geometriske
primitiver

Det fglgende er source-koden til de geometriske primitiver som anvendes i Yaps
algoritme. Der er tale om tre primitiver, henholdsvis Bézier kurver, polygoner og
punkter.

namespace Geometry
{
struct Point
{
CORE: :BigFloat x, y;
Point();
Point( const CORE::BigFloat& _x, const CORE::BigFloat& _y );
Point( int _x, int _y );
Point( const Point& p );
Point& operator=( const Point& p )
{
if ( this != &p )
{
X = p.X;
Yy =Py
}
return *this;
}
};

class Polygon

public:

explicit Polygon( unsigned int size=0, Point* pts=0 );
Polygon( const Polygon& p );

“Polygon();

Polygon* Polygon::clone() const;

Point& operator[]( unsigned int i ) { return m_pts[il; }

const Point& operator[]( unsigned int i ) const { return m_pts[i]; }
unsigned int getSize() const { return m_size; }

const Point* getData() const { return m_pts; };

private:

unsigned int m_size;

Point* m_pts;

// Reference Counting:

// * DO NOT CALL THESE METHODS OR CHANGE THE DATA-MEMBER

// * The methods and data-member are used by the smartpointer
// class.

friend class SmartPointer<Polygon>;

void addRef() const { ++m_refs; }

void releaseRef() const { if ( --m_refs == 0 ) delete this; }
mutable unsigned int m_refs;

};

class BezierCurve
{
public:
BezierCurve( unsigned int size, Point* pts,
const RasterColor& color = RasterColor( 0.0, 0.0, 1.0 ) );
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“BezierCurve();

BezierCurve* clone() const;

unsigned int getDegree() const;

const Polygon& getConvexHull() const;

const Polygon& getControlPolygon() const;

const RasterColor& getColor() const { return m_color; }

private:

Polygon* m_cp;
mutable Polygon* m_ch;
RasterColor m_color;

// Reference Counting:

// * DO NOT CALL THESE METHODS OR CHANGE THE DATA-MEMBER

// * The methods and data-member are used by the smartpointer
// class.

friend class SmartPointer<BezierCurve>;

void addRef() const { ++m_refs; }

void releaseRef() const { if ( --m_refs == 0 ) delete this; }
mutable unsigned int m_refs;
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Bilag B

Kode - Makrofasen

Det fglgende er min implementering af makrofasen i Yaps skeeringsalgoritme. Bézier
kurver, polygoner og punkter er givet appendiks A. Makrofasen kan opbrydes i et
antal mindre delalgoritmer, heriblandt en konveks hylster algoritme. Source-koden
til disse delalgoritmer kan findes i appendiks C.

bool Algorithm::intersectBezier( const BezierCurve& b0, const BezierCurve& bl, std::ostream& file )
{
SmartPointer<BezierCurve> F b0.clone();
SmartPointer<BezierCurve> G = bl.clone();
m_macroQ.clear();
m_microQ.clear();
m_macroQ.push( CurvePair( F, G ) );
unsigned int k=0;
while ( !'m_macroQ.empty() )
{
++k;
CurvePair S = m_macroQ.pop();
SmartPointer<Polygon> I = intersection( S.first->getConvexHull(), S.second->getConvexHull() );
if ( I->getSize() <= 0 || diameter( *I ) == BigFloat::getZero() )
continue;
SmartPointer<Polygon> II = merge( S.first->getControlPolygon(), S.second->getControlPolygon() );
const BigFloat d = diameter( *II );
if ( d < m_deltaStar )

{
m_microQ.push( S );
¥
else
{
const BigFloat d1 = diameter( S.first->getControlPolygon() );
const BigFloat d2 = diameter( S.second->getControlPolygon() );
if (dl >d2)
{
CurvePair N = subdivide( *S.first, 0.5 );
m_macroQ.push( CurvePair( N.second, S.second ) );
m_macroQ.push( CurvePair( N.first, S.second ) );
}
else
{
CurvePair N = subdivide( *S.second, 0.5 );
m_macroQ.push( CurvePair( N.second, S.first ) );
m_macroQ.push( CurvePair( N.first, S.first ) );
}
}
}
return 'm_microQ.empty();

}
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Bilag C

Kode - Geometriske
funktioner

Det folgende er source-koden til de geometriske operationer som bruges i Yaps
skaeringsalgoritme. Disse operationer inkluderer afstandsfunktioner, determinanter,
konveks hylster og skeering mellem konvekse polygoner.

#include "Misc.h"
#include "Geometry.h"
#include "Defs.h"

using namespace Geometry;

const BigFloat Geometry::distance( const Point& p, const Point& q )

{
BigFloat value = sqrt( (q.x - p.x)*(q.x - p.x) + (q.y - p.y)*(q.y - p.y) );
value.makeExact () ;
return value;

}

const BigFloat Geometry::area( const Point& p, const Point& q, const Point& r )
{
return -q.x * p.y + r.x * p.y + p.Xx ¥ .y - r.X * q.y - p.X * r.y + q.X * r.y;

}

bool Geometry::left( const Point& p, const Point& q, const Point& r )
{
return ( area( p, g, r ) > 0 );

}

bool Geometry::lefton( const Point& p, const Point& q, const Point& r )
{
return !'( area( p, q, r ) < 0);

}

bool Geometry::colinear( const Point& p, const Point& q, const Point& r )
{
return ( area( p, q, r ) == 0 );

}

bool Geometry::pointInsidePolygon( const Polygon& Q, const Point& p )
{
const unsigned int sizeQ = Q.getSize();
const Point* data = Q.getData();
switch ( sizeQ )
{
case 0:
return false;
case 1:
return ( p.x == data[0].x ) && ( p.y == datal[0]l.y );
default:
for ( unsigned int i=0; i<sizeQ; ++i )
{
if ( !lefton( datalil, datal(i+1)%sizeQl, p ) )
return false;
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}

return true;

}
}
const Geometry::LexResult Geometry::lexCompare( const Point& p, const Point& q )
{
if ( p.x < q.x ) return 1rLESS;
if ( p.x > q.x ) return 1rGREATER;
if ( p.y < q.y ) return 1rLESS;
if ( p.y > q.y ) return 1rGREATER;
return 1rEQUAL;
}

bool Geometry::isConvex( const Polygon& p )
{

unsigned int size=p.getSize();

const Point* data=p.getData();

for ( unsigned int i=0; i<size; ++i )
{
unsigned int j = (i+1) % size;
unsigned int k = (i+2) % size;
if ( !lefton( datalil, dataljl, datalk] ) )
return false;

¥
return true;
}
namespace
{
bool operator<=( const Geometry::Point& p, const Geometry::Point& q )
{
return ( lexCompare( p, q ) <= 0 );
}
}
Geometry: :Polygon* Geometry::convexHull( unsigned int size, const Point* pts )
{
switch ( size )
{
case 2:
if ( lexCompare( pts[0], pts[1] ) !=0)
{
Point* newpts = new Point[2];
newpts[0] = pts[0];
newpts[1] = pts[1];
return new Polygon( 2, newpts );
}
// else case 1!!!
case 1:
{
Point* newpts = new Point[1];
newpts[0] = pts[0];
return new Polygon( 1, newpts );
}
case 0:
return new Polygon();
}

const Point** sortedpts = new const Point*[size];

for ( unsigned int i=0; i<size; ++i )
sortedpts[i] = &pts[il;

quicksort<const Point>( sortedpts, 0, size-1 );

DoublyLinkedList<const Point*> Lupper;

Lupper . pushBack( sortedpts[0] );
Lupper.pushBack( sortedpts[1] );

for ( unsigned int i=2; i<size; ++i )
{
Lupper.pushBack( sortedpts[i] );
while ( ( Lupper.getSize() > 2 ) && !left( *Lupper.getBack()->prev->prev->data, *Lupper.getBack()->prev->data, *Lupper.getBa
{
Link<const Point*>* link = Lupper.getBack()->prev;
Lupper.removeLink( link );
}
}
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DoublyLinkedList<const Point*> Llower;

Llower.pushBack( sortedpts[size-1] );
Llower.pushBack( sortedpts[size-2] );

for ( unsigned int i=3; i<=size; ++i )
{
Llower.pushBack( sortedpts[size-i] );
while ( ( Llower.getSize() > 2 ) && !'left( *Llower.getBack()->prev->prev->data, *Llower.getBack()->prev->data, *Llower.getBa
{
Link<const Point*>* link = Llower.getBack()->prev;
Llower.removeLink( link );
}
}

Llower.popFront();
Llower.popBack() ;

if ( sortedpts != 0 )
delete[] sortedpts;

const unsigned newsize = Lupper.getSize() + Llower.getSize();

Point* newpts = new Point[newsizel;
unsigned int i=0;

const Point* p =
while ( p !'=0)
{

Lupper . popFront () ;

newpts[i++] = *p;
p = Lupper.popFront();

p = Llower.popFront();
while ( p !'=0)
{

newpts[i++] = *p;

p = Llower.popFront();

}
return new Polygon( newsize, newpts );
}
Geometry: :Polygon* Geometry::convexHull( const Polygon& poly )
{
return convexHull( poly.getSize(), poly.getData() );
}

const BigFloat Geometry::diameter( const Polygon& poly )
{

const unsigned int size=poly.getSize();

const Point* data = poly.getData();

BigFloat xmin = datal[0].x;
BigFloat xmax = datal[0].y;
BigFloat ymin = datal[0].x;
BigFloat ymax = datal0].y;

for ( unsigned int i=1; i<size; ++i )
{
if ( datal[i].x < xmin )
xmin = datal[i].x;
else if ( datali]l.x > xmax )
xmax = datal[i].x;

~

if ( datali].y < ymin
ymin = datali].y;

else if ( datali]l.y > ymax )
ymax = datalil.y;

}
return CORE::core_max( xmax-xmin, ymax-ymin );
}
namespace
{
bool Between( const Geometry::Point& a, const Geometry::Point& b, const Geometry::Point& c )
{
if (a.x !'= b.x )
return ( (a.x <= c.x ) & (c.x <=b.x) ) Il ( Ca.x > c.x ) && (c.x > b.x ) );

else if ( a.y != b.y )
return ( (a.y <=c.y ) & (c.y <=b.y ) ) |l ( Ca.y>=c.y) & (c.y >=b.y ) );
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else
return ( c.x == ( (a.x + b.x ) /
(cy==(Cay+by)/
}

char ParallelInt( const Geometry::Point& a, const Geometry::Point& b, const Geometry::Point& c, const Geometry::Point& d, Geon
{
if ( !colinear( a, b, ¢ ) )
return ’0°;

if ( Between( a, b, ¢ ) &% Between( a, b, d ) )

{
P =c
q=d;
return ’e’;
¥
if ( Between( c, d, a ) && Between( c, d, b ) )
{
p=a;
q=Db;
return ’e’;
}
if ( Between( a, b, ¢ ) && Between( ¢, d, b ) )
{
P =2c
q=Db;
return ’e’;
}
if ( Between( a, b, ¢ ) && Between( c, d, a ) )
{
P =c
q=a;
return ’e’;
}
if ( Between( a, b, d ) && Between( c, d, b ) )
{
p=4d;
q=D;
return ’e’;
¥
if ( Between( a, b, d ) && Between( c, d, a ) )
{
p=4d;
q=9;
return ’e’;
}
return ’0’;

}

char SegSegInt( const Geometry::Point& a, const Geometry::Point& b, const Geometry::Point& c, const Geometry::Point& d, Geomet

const BigFloat denom =
a.x * (d.y - c.y ) +
b.x * (c.y - d.y ) +
d.x * ( b.y - a.y ) +
c.x ¥ (a.y - b.y );
if ( denom == 0.0 )

return ParallelInt( a, b, ¢, d, p, q );

// b=4d
if ( b.x == d.x & b.y == d.y )
return ’0°;

// b=c

if (b.x == c.x && b.y == c.y )
return ’0’;

// d=a

if (d.x == a.x && d.y == a.y )
return ’0°;

char code = ’7’;

BigFloat num =

a.x * (d.y - c.y ) +
c.x * (a.y -d.y ) +
d.x * (c.y - a.y );
BigFloat s;
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if ( num == BigFloat::getZero() )
s = BigFloat::getZero();

else if ( num == denom )
s = BigFloat::getOne();

else

{
s = num / denom;
s.makeExact () ;

}

num = —(
a.x * (c.y - b.y ) +
b.x * (a.y - c.y ) +
c.x * (b.y - a.y) );

BigFloat t;

if ( num == BigFloat::getZero() )
t = BigFloat::getZero();

else if ( num == denom )
t = BigFloat::getOne();

else

{

t = num / denom;
t.makeExact();
¥

const BigFloat& zero = BigFloat::getZero();
const BigFloat& one = BigFloat::getOne();

if ((s>0) & (s <one ) && (t > zero ) & ( t < one ) )

code = ’17%;

else if ( (s < zero ) || (s >one ) || (t<zero) || (t > one) )
code = ’07;

else
code = ’v’;

px=ax+s* (b.x - ax);
p.y =a.y+s* (b.y-a.y);

return code;

Geometry: :Polygon* intersect_EE( const Geometry::Polygon& P, const Geometry
{
return new Geometry::Polygon();

}

Geometry: :Polygon* intersect_PP( const Geometry::Polygon& P, const Geometry
{
if ( ( P[0].x == Q[0].x ) && ( P[0].y == Q[0].y ) )

{
Geometry: :Point* newpts = new Geometry::Point[1];
newpts[0] = P[0];
return new Geometry::Polygon( 1, newpts );

}

else return new Geometry::Polygon();

}

Geometry: :Polygon* intersect_PA( const Geometry::Polygon& P, const Geometry
{
if ( Geometry::pointInsidePolygon( P, Q[0] ) )

{
Geometry: :Point* newpts = new Geometry::Point[1];
newpts[0] = Q[0];
return new Geometry::Polygon( 1, newpts );

}

else return new Geometry::Polygon();

}

Geometry: :Polygon* intersect_LL( const Geometry::Polygon& P, const Geometry
{

static Geometry::Point p;

static Geometry::Point q;

char code = SegSegInt( P[0], P[1], Q[0], Q[1l, p, q );
if ( code == ’1’ || code == ’v’ )

{

Geometry: :Point* newpts = new Geometry::Point[1];
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newpts[0] = p;
return new Geometry::Polygon( 1, newpts );

}

else if ( code == ’e’ )

{
Geometry: :Point* newpts = new Geometry::Point[1];
newpts[0] = p;
newpts[1] = q;
return new Geometry::Polygon( 2, newpts );

}

else return new Geometry::Polygon();

}

Geometry: :Polygon* intersect_LA( const Geometry::Polygon& P, const Geometry::Polygon& Q )

{
if ( pointInsidePolygon( Q, P[0] ) )
{

// P[0] inside Q
if ( pointInsidePolygon( Q, P[1] ) )
{
// P[0] and P[1] inside Q
Geometry: :Point* newpts = new Geometry::Point[2];
newpts[0] = P[0];
newpts[1] = P[1];
return new Geometry::Polygon( 2, newpts );
}
else
{
// P[0] inside, P[1] outside Q
Geometry: :Point* newpts = new Geometry::Point[2];

const unsigned int sizeQ = Q.getSize();
for ( unsigned int i=0; i<sizeQ; ++i )
{
Geometry::Point p, q;
char code = SegSegInt( P[0], P[1], Q[il, Q[(i+1)%sizeQl, p, q );

if ( code == ’1’ || code == ’v’ )
{
newpts[1] = P[0];
newpts[0] = p;
break;
}
else if ( code = ’e’ )
{
newpts[1] = p;
newpts[0] = q;
break;
}
}
return new Geometry::Polygon( 2, newpts );
}
}
else

// P[0] outside Q
if ( pointInsidePolygon( Q, P[1] ) )
{

// P[0] outside, P[1] inside Q

Geometry: :Point* newpts = new Geometry::Point[2];
const unsigned int sizeQ = Q.getSize();

for ( unsigned int i=0; i<sizeQ; ++i )

{
Geometry::Point p, q;
char code = SegSegInt( P[0], P[1], Q[il, Q[(i+1)%sizeQl, p, q );
if ( code == ’1’ || code == ’v’ )
{
newpts[1] = P[1];
newpts[0] = p;
break;
Y
else if ( code = ’e’ )
{
newpts[1] = p;
newpts[0] = q;
break;
}
}
return new Geometry::Polygon( 2, newpts );
}
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else
{
// P[0], P[1] outside Q
Geometry: :Point pts[2];
Geometry::Point p, q;
unsigned int j=0;
const unsigned int sizeQ = Q.getSize();
for ( unsigned int i=0; i<sizeQ; ++i )

{
char code = SegSegInt( P[0], P[1], Q[il, QL[(i+1)%sizeQl, p, q J;
if ( code == ’1’ || code == ’v’ )
{
pts[jl = p;
if (j>1)
break;
++j;
3
else if ( code = ’e’ )
{
Geometry: :Point* newpts = new Geometry::Point[2];
newpts[0] = p;
newpts[1] = q;
return new Geometry::Polygon( 2, newpts );
}
}
if (j>0)
{

Geometry: :Point* newpts = new Geometry::Point[j];

if (j=1)

newpts[0] = pts[0];

else if ( j ==2)
{
newpts[0] = pts[0];
newpts[1] = pts[1];
}
return new Geometry::Polygon( j, newpts );
}

return new Geometry::Polygon();
}
}
}

Geometry: :Polygon* intersect_AA( const Geometry::Polygon& P, const Geometry::Polygon& Q )

{
static const Geometry::Point Origin( BigFloat::getZero(), BigFloat::getZero() );

const unsigned int n = P.getSize();
const unsigned int m = Q.getSize();
unsigned int a = 0;
unsigned int b = 0;
unsigned int aa = 0;
unsigned int ba = 0;
enum { Pin, Qin, Unknown } inflag = Unknown;
Geometry::Point p, q;
DoublyLinkedList<Geometry::Point> list;
unsigned int iterations = 0;
do
{
unsigned int al = (a+n-1) % n;
unsigned int bl = (b +m - 1) % m;
Geometry: :Point A( P[al.x - P[all.x, P[al.y - Plall.y );
Geometry: :Point B( Q[bl.x - Q[b1ll.x, Q[bl.y - Qlbll.y );

const BigFloat cross
const BigFloat aHB
const BigFloat bHA

Geometry::area( Origin, A, B );
Geometry::area( Q[b1l, Q[bl, P[a] );

Geometry::area( P[al]l, P[al, Q[b] );

char code = SegSegInt( P[all, P[al, Q[b1], Q[bl, p, q );

if ( code == ’1’ || code == ’v’ )
{
if ( inflag == Unknown )
aa = ba = 0;
if ( code != ’v’ )
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list.pushBack( p );

if ( bHA !'= BigFloat::getZero() && aHB > BigFloat::getZero() )
inflag = Pin;
else if ( aHB != BigFloat::getZero() && bHA > BigFloat::getZero() )
inflag = Qin;
}

if ( ( code == ’e’ ) && ( ( A.x * B.x + A.y * B.y ) < BigFloat::getZero() ) )
{

// De to polygoner deler kun en kant( eller de deraf )

// Output polygon som bestar af den fundne edge

Geometry: :Point* newpts = new Geometry::Point[2];

newpts[0] = p;

newpts[1] = q;

return new Geometry::Polygon( 2, newpts );

}

if ( cross == BigFloat::getZero() && aHB < BigFloat::getZero() && bHA < BigFloat::getZero() )
f // Polygonerne skzre ikke hinanden
return new Geometry::Polygon();
zlse if ( cross == BigFloat::getZero() && aHB == BigFloat::getZero() && bHA == BigFloat::getZero() )
f if ( inflag == Pin )

{
++ba;
b = (b+1) % m;
}
else
{
++aa;
a = (at1l) % n;
}
}
else if ( cross > BigFloat::getZero() )
{
if ( bHA > BigFloat::getZero() )
{
if ( inflag == Pin )
list.pushBack( P[a] );
++aa;
a = (a+l1) % n;
}
else
{
if ( inflag == Qin )
list.pushBack( Q[b] );
++ba;
b= (b+1) % m;
}
}
else // if ( cross < BigFloat::getZero() )
{
if ( aHB > BigFloat::getZero() )
{
if ( inflag == Qin )
list.pushBack( Q[b] );
++ba;
b = (b+1) % m;
}
else
{
if ( inflag == Pin )
list.pushBack( P[a] );
++aa;
a = (a+l1) % n;
}
}

} while ( ( Caa<n) || (ba<m) ) & ( aa < 2*n ) && ( ba < 2*m ) );
if ( inflag == Unknown || list.getSize() <= 0 )

if ( P.getSize() > 0 && Geometry::pointInsidePolygon( Q, P[0] ) )
return P.clone();

else if ( Q.getSize() > 0 && Geometry::pointInsidePolygon( P, Q[0] ) )
return Q.clone();

else
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return new Geometry::Polygon();

}
else
{
const unsigned int size = list.getSize();
Geometry: :Point* newpts = new Geometry::Point[size];
unsigned int i=0;
while ( list.getSize() > 0 )
newpts[i++] = list.popFront();
return new Geometry::Polygon( size, newpts );
}

Geometry: :Polygon* Geometry::intersection( const Polygon& P, const Polygon& Q )
{

typedef Polygon* (*IntersectFunc)( const Polygon&, const Polygon& );

static const IntersectFunc func[16] =

{
&intersect_EE, &intersect_EE, &intersect_EE, &intersect_EE,
&intersect_EE, &intersect_PP, &intersect_PA, &intersect_PA,
&intersect_EE, &intersect_PA, &intersect_LL, &intersect_LA,
&intersect_EE, &intersect_PA, &intersect_LA, &intersect_AA
};

const unsigned int sizeP = std::min<unsigned int>( P.getSize(), 3 );
const unsigned int sizeQ = std::min<unsigned int>( Q.getSize(), 3);

if ( sizeP == 0 || sizeQ == 0 )
return new Polygon();

Geometry: :Polygon* ppp = 0;

if ( sizeP <= sizeQ )
ppp = func[sizeP*4 + sizeQlI( P, Q );

else
ppp = func[sizeP*4 + sizeQl( Q, P );
return ppp;

}

const Point Geometry::evaluateHORNER( const Polygon& P, const BigFloat& t )
{

const unsigned int d = P.getSize() - 1;
const Point* ¢ = P.getData();

BigFloat t1 = BigFloat::getOne() - t;
int n_choose_i = 1;

Point aux( c[0].x * t1, c[0].y * t1 );

BigFloat fact = BigFloat::getOne();
for ( unsigned int i=1; i<d; ++i )

{
fact *= t;
n_choose_i = n_choose_i * (d-i+1) / i;
aux.x = ( aux.x + fact * n_choose_i * c[il.x ) * t1;
aux.y = ( aux.y + fact * n_choose_i * c[il.y ) * ti;
}

aux.x = aux.x + ( fact * t ) * c[d].x;
aux.y = aux.y + ( fact * t ) * c[d]l.y;

return aux;

CurvePair Geometry::subdivide( const BezierCurve& B, const BigFloat& t )

{
const unsigned int degree = B.getDegree();
BigFloat t1 = BigFloat::getOne() - t;

// right subcurve
const Polygon& BB = B.getControlPolygon();

Point* right = new Point[degree+1];
for ( unsigned int i=0; i<=degree; ++i )

right[i] = BB[il;

for ( unsigned int r=1; r<=degree; ++r )
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for ( unsigned int i=0; i<=degree-r; ++i )

right[i].x = t1 * right[i].x + t * right[i+1].x;
right[i].y = t1 * right[i]l.y + t * right[i+1].y;
}

// left subcurve
Point* left = new Point[degree+1];

for ( unsigned int i=0; i<=degree; ++i )
left[degree-i] = BB[il;

for ( unsigned int r=1; r<=degree; ++r )
for ( unsigned int i=0; i<=degree-r; ++i )
{
left[il.x = t * left[i]l.x + t1 * left[i+1].x;
left[il.y = t * left[i]l.y + t1 * left[i+1].y;
}

return CurvePair( new BezierCurve( degree+l, left, B.getColor() ), new BezierCurve( degree+l, right, B.getColor() ) );

}
Polygon* Geometry::merge( const Polygon& P, const Polygon& Q )
{

const unsigned int sizeP = P.getSize();
const unsigned int sizeQ = Q.getSize();

if ( sizeP + sizeQ > 0 )
{

Point* newpts = new Point[sizeP+sizeQ];

unsigned int j=0;
for ( unsigned int i=0; i<sizeP; ++i )
newpts[j++] = P[i];
for ( unsigned int i=0; i<sizeQ; ++i )
newpts[j++] = Q[il;
SmartPointer<Polygon> M = new Polygon( sizeP + sizeQ, newpts );
return convexHull( M->getSize(), M->getData() );
}
else return new Polygon();

}
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