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Abstract

This thesis consists of two parts, each describing the construction of a data
structure on a planar graph. Both data structures are described in the article
Compact Oracles for Reachability and Approximate Distances in Planar Di-
graphs by Mikkel Thorup.

The first part of the thesis deals with the construction of a reachability ora-
cle, which is a compact data structure, used to answer questions of reachability
in planar oriented graphs. We give a thorough theoretical walk-through of the
construction of a reachability oracle, and how queries are executed in the ora-
cle. Furthermore we have analysed the resource usage of the oracle. The thesis
contains an implementation of a reachability oracle, and the first part includes
a description and practical evaluation of this implementation.

The second part of the thesis deals with the construction of a distance oracle,
which given a planar oriented graph with non-negative integer valued weights
on the edges can return an approximation of the shortest distance between two
nodes in the graph. In this part we give a detailed theoretical view on how to
construct a distance oracle, and how to use it to find approximate distances. We
have analysed the resource usage for a distance oracle. In this part is furthermore
a description of our implementation of a distance oracle and an evaluation of
its practical use.

The main contributions of this thesis is a clarification of the theory behind
the algorithms and data structures and filling in nontrivial details which in the
article above has been left to the reader. Furthermore we demonstrate that the
above mentioned data structures are implementable.
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Resume

Dette speciale af sammensat af to dele, der hver omhandler konstruktionen af
en datastruktur, der er konstrueret med udgangspunkt i en planar graf. Begge
datastrukturer er beskrevet i artiklen Compact Oracles for Reachability and
Approzimate Distances in Planar Digraphs af Mikkel Thorup.

Den forste del af specialet omhandler konstruktionen af et reachability-
orakel, som er en kompakt datastruktur, der kan anvendes til at svare pa
spogrgsmal om reachability i planare, orienterede grafer. Vi giver en grundig
teoretisk gennemgang af konstruktionen af et reachability-orakel og af, hvordan
forespgrgsler udfgres i oraklet. Vi har ligeledes analyseret ressourceforbruget
for oraklet. Specialet indeholder en implementation af et reachability-orakel og
fgrste del omfatter en beskrivelse af implementationen samt en praktisk evalu-
ering af denne.

Den anden del af specialet omhandler konstruktionen af et afstandsorakel,
der for planare, orienterede grafer med ikke-negative heltallige veegte pa kan-
terne kan give en approksimering af den korteste afstand mellem to knuder i
grafen. Vi giver i denne del en detaljeret teoretisk gennemgang af, hvorledes et
afstandsorakel konstrueres og anvendes til at finde approksimative afstande. Vi
har analyseret ressourceforbruget for et afstandsorakel. Vi har ligeledes imple-
menteret afstandoraklet, og denne implementation samt en praktisk evaluering
beskrives i denne del.

Hovedbidraget i dette speciale er en tydeligggrelse af teorien bag algoritmer
og datastrukturer, udfyldelse af ikke-trivielle detaljer, der i ovennaevnte artikel
er overladt til leeseren samt en eftervisning af, at de nsevnte datastrukturer kan
implementeres.
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Kapitel 1

Introduktion

Formalet med dette speciale har veeret at give en tilgeengelig beskrivelse af de to
datastrukturer, der er beskrevet i artiklen Compact Oracles for Reachability and
Approzimate Distances in Planar Digraphs [ThoO1] af Mikkel Thorup. Begge
datastrukturer tager udgangspunkt i planare, orienterede grafer og beskaeftiger
sig med hhv. reachability og approksimative afstande mellem knuder i graferne.
Vi har gennem tilfgjelse af illustrationer, motivationer og detaljer gnsket at give
overblik over og forstaelse for de forskellige algoritmer og datastrukturer, der er
anvendt. Vi har ligeledes gnsket at vise, at datastrukturerne kan implementeres
samt at vise, hvornar de i praksis giver en bedre udfgrelse end gaengse algoritmer
som bredde forst-sggning og Dijkstras algoritme.

I artiklen [ThoO1] beskrives som nzevnt to datastrukturer. Den forste data-
struktur er et reachability oracle (herefter benaevnt reachability-orakel). Dette
kan anvendes til at afggre, om der eksisterer en vej fra en knude til en anden i
en orienteret, planar graf. Den anden datastruktur er et distance oracle (heref-
ter bensevnt afstandsorakel). Afstandsoraklet anvendes til at give et estimat af
leengden af den korteste vej fra en knude til en anden. Vores speciale er delt op
i to dele hvor hvert orakel behandles for sig. Inden de to dele introducerer vi
kort C+-+-biblioteket LEDA, som vi har anvendt under vores implementation.

Givet en planar, orienteret graf G beskriver Mikkel Thorup i artiklen [Tho01],
hvorledes et reachability-orakel kan konstrueres i tid O(nlog(n)), saledes at det
fylder O(nlog(n)). Reachability-oraklet kan i tid O(log(n)) afggre, om der ek-
sisterer en vej mellem to knuder i G. I artiklen gives en kompakt beskrivelse af
de algoritmer og datastrukturer, der skal bruges for at opbygge et reachability-
orakel. Der gives forst en beskrivelse af hvorledes et reachability-orakel, der kan
besvare forespgrgsler i O(log(n)) konstrueres. Herefter fglger en forklaring pa
hvorledes der kan @endres i konstruktionen saledes at forespgrgsler kan besvares
i konstant tid.

Vi gennemgar i fgrste del af dette speciale hvordan et reachability-orakel
konstrueres. I denne gennemgang har vi tilfgjet en del detaljer, der i den omtalte
artikel er overladt til laeseren. Vi har ligeledes tilfgjet en raekke illustrationer
samt motivationer for indfgrelsen af de anvendte konstruktioner og algoritmer.
Vi har implementeret et reachability-orakel og derved opnaet en storre forstaelse
af de principper der beskrives i teorien. Efter den teoretiske gennemgang af hver
del af konstruktionen af reachability-oraklet, beskriver vi hvorledes vi har valgt
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at implementere de beskrevne strukturer og algoritmer.

Vi sandsynligggr gennem en omfattende maengde af test, at vores imple-
menterede reachability-orakel overholder de beviste asymptotiske graenser for
forbruget af tid og plads. Vi har endvidere undersggt, hvorledes ressourcefor-
bruget sendres nar reachability-oraklet konstrueres pa baggrund af forskellige
typer af grafer og vi har givet en teoretisk forklaring pa disse sendringer. Alle-
rede ved vores mindste testgrafer med 100 knuder kan vi se, at udfgrelsestiden
for foresporgsler er bedre end en bredde forst-sggning.

Vi giver en teoretisk gennemgang af, hvorledes der kan laves sndringer i
konstruktionen af reachability-oraklet, saledes at foresporgsler kan besvares i
konstant tid. Vi beskriver ligeledes @endringer i konstruktionen af oraklet, der
ggr, at oraklet kan anvendes til at finde en vej mellem to knuder. Vi giver en gen-
nemgang af, hvorledes det er muligt at distribuere den reachability-information,
der er beregnet, pa grafens knuder.

Mikkel Thorup giver i anden del af artiklen [ThoO1] en beskrivelse af, hvor-
ledes et afstandsorakel konstrueres. Givet en planar, orienteret graf med ikke-
negative, heltallige veegte pa kanterne forklares, hvorledes et afstandsorakel kan
konstrueres. Et afstandsorakel kan for to knuder i grafen beregne en approksi-
mativ afstand, der er konservativ og ligger inden for en faktor (1 4 ¢) fra den
korteste afstand mellem knuderne. I artiklen gives en beskrivelse af de basale
konstruktioner, der er ngdvendige for at lave et afstandsorakel. Derefter gives
en kompakt beskrivelse af hvorledes pladsforbruget og tiden for at besvare en
foresporgsel kan optimeres.

Vi giver i anden del af specialet en detaljeret og illustreret gennemgang af
teorien bag konstruktionen af oraklet og vi redeggr for, at et afstandsorakel kan
konstrueres i tid O(nlog?(n)log(nW)/e), hvor W er veaegten af den tungeste
kant. Oraklet fylder O(nlog(n)log(nW)/e) og kan besvare foresporgsler i tid
O(log(log(nW))log(n) + log(n)/e). Vi har tilfgjet motivationer for de mange
konstruktioner, der indfgres, for at skabe et overblik over sammenhsengen af
oraklet. Vi har igen implementeret det beskrevne orakel. Efter en teoretisk gen-
nemgang af hver del beskriver vi, hvorledes vi har valgt at implementere de
omtalte konstruktioner. Vi giver en kortfattet opsummering af hvilke forbed-
ringer, der efterfglgende kan laves.

Vi har lavet en stor maengde test af vores implementation og vi konkluderer
bl.a., at de approksimative afstande, der beregnes er langt bedre end det lovede
og at en stor del af forespgrgslerne besvares med den korteste afstand. Vi kon-
kluderer endvidere, at for at oraklet skal vaere praktisk anvendeligt kraeves, at
der optimeres vaesentligt pa forbruget af plads.

Der introduceres i dette speciale en lang raekke begreber i forbindelse med
gennemgangen af teorien om oraklerne og vi har motiveret ngdvendigheden af
disse. Vi har lagt stor veegt pa at give en bedre forstaelse for konstruktioner og
definitioner ved intensiv brug af illustrationer. Endvidere har vi udfyldt mange
detaljer i beviser, hvor der i artiklen har vaeret uklarheder. Vi har ligeledes
lavet bidrag i form af mindre sendringer i konstruktionen og tilfgjelse af be-
viser. Artiklen er skrevet saserdeles kompakt og mange detaljer er overladt til
laeseren. Vores hovedbidrag har veeret at tydeliggere teorien, at udfylde de til
lasseren overladte ikke-trivielle detaljer samt at vise, at implementation af et



reachability-orakel og et afstandsorakel er mulig.

Vores implementation er vedlagt pa cd. Pa cd’en findes kildekode, mindre
testprogrammer, make-filer samt en kompileret udgave af programmerne. En
vejledning kan findes i bilag C. Pa cd’en findes ligeledes dette speciale som hhv.
postscript og pdf.



Kapitel 2

LEDA

LEDA (Library of Efficient Darastructures and Algorithms) er et C++-bibliotek,
som indeholder datastrukturer og algoritmer, der blandt andet er velegnede at
bruge, nar man arbejder med grafer. Vi vil i det fglgende beskrive den del af
LEDA vi har anvendt. Fgrst gives en beskrivelse af de datastrukturer vi har
anvendt. Vi vil kort omtale kger, lister og arrays. Derefter vil vi i detaljer be-
skrive LEDAs parametriserede grafer som vi intensivt har benyttet. Endelig vil
vi beskrive de af LEDAs algoritmer vi har brugt og hvor effektive de er. LEDA
har indbygget hukommelseshandtering og vi vil sidst i dette kapitel beskrive
hvordan den virker.

2.1 Anvendte datastrukturer fra LEDA

I LEDA er implementeret lister, arrays og kger. Alle datastrukturerne er para-
metriserede og effektivt implementeret. De indeholder alle metoder (og lidt til)
som man kan forestille sig at have brug for. Deriblandt er tilgangs- og opdate-
ringsmetoder og forskellige metoder til at spge og sortere i elementerne. Vi vil
kort beskrive de datastrukturer vi har brugt i implementationen af reachability-
og distance-oraklet.

2.1.1 Lister, arrays og kger

En liste er i LEDA implementeret ved brug af en dobbeltkaedet liste [MN99],
side 70. Dette giver de forventede udferelsestider pa alle tilgangs- og opdate-
ringsmetoder. Det tager saledes lineger tid at finde det i’te element i listen, mens
vi i konstant tid kan fjerne et element pa et givet sted i listen. Givet en liste 1
med elementer af af type value_type kan elementerne i listen gennemlgbes ved
at benytte funktionen forall items(value type x, list 1) der successivt
tildeler x veerdien af indholdet af elementerne i 1.

Et array er realiseret ved brug af C++ vektorer [MN99], side 76. Dette giver
mulighed for i konstant tid at tilga et element ved brug af dets indeks.

Prioritetskger er implementeret ved brug af en Fibonacci-heap [MN99] side
149. T en Fibonacci-heap kan man indsaette et element og fjerne det mindste
element i logaritmisk tid i stgrrelsen af heapen.
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2.1.2 Parametriserede grafer

Alle vores grafer er implementeret ved hjelp af LEDAs parametriserede grafer.
Denne datatype giver os mulighed for at knytte vilkarlig ekstra information til
knuder, kanter og flader. Grafen er repraesenteret med kantlister, dvs. for hver
knude har vi en liste med udkanter og en med indkanter. Det er det muligt at
tilknytte yderligere information til knuder og kanter. Givet en parametriseret
graf kan man fa et node_array, der kan indeholde information, der kan tilknyt-
tes knuder. Givet en knude i grafen kan man sla op node_arrayet og fa den
information, der er tilknyttet knuden. Det er pa samme made muligt at fa et
edge_array. Disse arrays er meget nyttige, da de giver os mulighed for nemt at
tilknytte temporaer information til knuder hhv. kanter i en graf.

LEDASs graftype giver mulighed for en bred vifte af forespgrgsler, som alle
tager konstant tid. For en kant kan man bl.a. fa dens endepunkter og fladen
til venstre for kanten i forhold til kantens orientering. Man kan fa iteratorer
over nasten enhver gnskelig maengde f.eks. alle kanter, knuder og flader eller
ud-/indkanter i forhold til en knude.

I LEDA er der metoder til at generere maksimale planare grafer og planare
grafer med et gnsket antal knuder og kanter. Vi vil i forbindelse med gennem-
gangen af vores test i kapitel 10 beskrive hvorledes vi har benyttet LEDAs
genererede grafer.

2.2 Anvendte LEDA-algoritmer

Der er i LEDA implementeret mange geometriske algoritmer. Vil vil i dette
afsnit kort beskrive de algoritmer vi har anvendt.

Vi bruger algoritmen make bidirected (), der laver en graf tovejsorienteret,
dvs. der tilfgjes ekstra kanter i grafen saledes, at der for enhver kant eksisterer en
anden kant med samme endepunkter, men med modsat orientering. Algoritmens
udfprelsestid er lineser i storrelsen af grafen [MN99], side 277.

En planar graf bliver indlejret i planen ved at kalde af LEDA-funktionen
make_planar map (). Den omarrangerer kantlisterne i knuderne saledes at raek-
kefglgen repracsenterer en plan indlejring. Kanternes rackkefglge er i knudernes
lister af kanter angivet mod urets orientering. Udfgrelsestid er lineser i stgrrelsen
af grafen [Alg], side 198 og 202d.

Vi kalder funktionen triangulate_planar map() for at triangulere vores
grafer. Funktionen bevirker, at der indsaettes kanter i grafen saledes at enhver
flade omkranses af tre kanter. Denne algoritme udferes ligeledes i lineser tid i
storrelsen af grafen [MN99], side 566.

Det er i LEDA muligt at teste om en graf har bestemte egenskaber. Vi tester
om en graf er sammenhangende og om den er plan, disse tjek tager lineser tid.

2.3 LEDAs Hukommelseshandtering

Normalt allokeres plads i C++ ved brug af new-operatoren, der typisk kalder
c-funktionen malloc og plads deallokeres ved brug af delete, der oftest kalder
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c-funktionen free. Kald til malloc og free er dyre kald, hvilket kan give et
program et stort overhead hvis der ofte allokeres og deallokeres sma stykker af
hukommelsen. LEDAs indbyggede hukommelseshandtering forsgger at amorti-
sere de dyre systemkald til malloc over en lang sekvens af kald til new, hvor der
i hvert kald allokeres en mindre meengde hukommelse (mindre end 256 bytes).
LEDA allokerer altid stgrre blokke af hukommelse (3-255 kB), der skaeres i min-
dre lige store stykker og handteres i en kaedet liste. Disse lister indseettes i et
array af stgrrelse 256 — en indgang for hver stgrrelse. For hver liste eksisterer der
en friliste, som holder styr pa hvilke blokke, der er fri i en liste. Ved kald af new,
hvor der skal allokeres n bytes, undersgges forst om der eksisterer en liste pa den
n’te plads i arrayet. Hvis ikke, allokeres en blok, der skaeres i mindre stykker.
Disse stykker er ikke ngdvendigvis n store. Eksisterer der en liste, gennemses
den tilknyttede friliste og kun hvis der ikke i forvejen er en fri blok, udfgres et
kald til malloc. Kald til delete, hvor det allokerede bliver handteret af LEDAs
hukommelseshandtering udferes ved, at den pagaeldende blok markeres som fri
og derfor senere kan genbruges [Thi98]

Kald til new hhv. delete hvor der skal allokeres hhv. deallokeres mere end
256 bytes handteres pa normal vis.

En bemeerkelsesveerdig ting ved LEDAs hukommelseshandtering er, at den
aldrig deallokerer automatisk [led]. Det er dog muligt at tvinge LEDA til at fri-
give en del af den allokerede hukommelse. Ved at kalde clear () gennemlgbes
alle lister, men kun hvis alle blokkene i en liste er frie deallokeres hukommel-
sen [Thiog].

Det er muligt at veelge hvorvidt man vil have LEDA til at handtere hukom-
melse, der allokeres i forbindelse med egne klasser. Vi har valgt, at fa LEDA til
at handtere hukommelsen for hele vores program og det er der to grunde til. For
det fgrste viste nogle simple test at det tidsmaessigt var mere effektivt og for det
andet ggede det ikke, som man maske kunne frygte, forbruget af hukommelse.
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Kapitel 3

Et kompakt rechability-orakel

Givet en orienteret, planar og sammenhengende graf G med n knu-
der og O(n) kanter onsker vi at konstruere en datastruktur, der kan
anvendes til at besvare forespgrgsler om reachability i G. Datastruk-
turen gnsker vi at konstruere i tid O(nlog(n)) samt at pladsfor-
bruget ligeledes er O(nlog(n)). Foresporgsler onskes foretaget i tid
O(log(n)). Vi kalder datastrukturen et reachability-orakel.

Vi ser pa orienterede, planare, ssmmenhaengende grafer. For en sadan graf G
gnsker vi at konstruere en datastruktur, som kan anvendes til at besvare fo-
resporgsler om reachability, dvs. svare pa om der eksisterer en vej fra en knude
v til en knude w i G. Datastrukturen skal konstrueres sa den er kompakt — plads-
forbruget skal veere mindre end O(n?), som er pladsforbruget for det trivielle
reachability-orakel: en tabel, hvori resultatet for alle par af knuder findes. Den
gnskede konstruktionstid for datastrukturen er O(nlog(n)). Vores datastruktur
skal i tid O(log(n)) kunne svare pa, om en knude v kan na en anden knude w. Vi
beskriver i denne del, hvorledes et orakel, der opfylder disse krav kan konstrue-
res. Fra et teoretisk synspunkt beskriver vi de forskellige faser i konstruktionen
— hvilke algoritmer og datastrukturer der anvendes undervejs, samt hvorledes
den feerdige konstruktion anvendes til at besvare reachability-spgrgsmal. Vi be-
skriver desuden, hvorledes vi har implementeret et reachability-orakel — hvordan
vi har udfyldt de manglende detaljer i de beskrevne algoritmer.

I dette kapitel introducerer vi kort de forskellige dele af reachability-oraklet
samt de anvendte teknikker. I de fglgende afsnit vil vi kort introducere hver de
forskellige faser i algoritmen, der opbygger et reachability-orakel. Vi vil skitsere
hvorledes datastrukturen opbygges og hvordan den kan bruges til at besvare fo-
resporgsler angaende reachability. Endvidere vil vi kortfattet beskrive hvorledes
vi eksperimentelt har evalueret den implementerede datastruktur. Vi afslutter
dette kapitel med kort at introducere et antal mulige udvidelser i forhold til
hvad vi har implementeret.

De begreber og konstruktioner, som vi introducerer i dette kapitel, vil vi i de
folgende kapitler (4-11) beskrive i detaljer. Vi vil i disse kapitler ogsa beskrive
vores implementation. Vi vil desuden komme ind pa hvilke detaljer, sendringer
og tilfgjelser vi har bidraget med.
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Figur 3.1: Grafen G opdeles i lag og to pa hinanden fglgende lag bliver til en tolagsgraf.

3.1 Reducering af problemet

Antag, at vi er givet en planar, orienteret og sammenhsengende graf G. Den
fgrste fase i konstruktionen af vores reachability-orakel er at konstruere et an-
tal mindre og simplere grafer med udgangspunkt i G og dermed at reducere
problemet. Den oprindelige graf GG er en vilkarlig planar, orienteret graf, hvor
de nye grafer er simplere idet de indeholder et udspsendende trae, hvor alle rod-
stier (dvs. sti mellem rod og knude) hgjst er sammensat af to orienterede dele.
Disse grafer kalder vi tolagsgrafer, da der set fra roden er to orienterede lag i
grafen. Vi konstruerer tolagsgraferne ved at opdele G i lag med udgangspunkt
i en vilkarligt valgt rod.

Hver gang vi i G har to pa hinanden fglgende lag, konstruerer vi en to-
lagsgraf, der indeholder knuderne i disse to lag, se figur 3.1. Vi kalder lagene
Lo, Ly, ..., L og tolagsgraferne kaldes Go,G1,...,Gr_1.

Hver knude i den oprindelige graf vil eksistere i op til to af de nye gra-
fer, hvorfor en query kan besvares ved blot at se pa op til to af disse simplere
grafer. Vores orakel skal derfor sammensaettes af et del-orakel for hver af disse
mindre grafer. Hvorledes den oprindelige graf opdeles i tolagsgrafer er beskre-
vet 1 kapitel 4. Her beskrives endvidere de sendringer vi har lavet i forhold til
det oprindelige konstruktionsforslag [ThoO1]. Som et eksempel pa en sndring
kan det naevnes, at vi indssetter en ekstra knude som rod i den fgrste graf
Gy, hvilket betyder, at vi undgar specialtilfzelde. Denne sendring beskriver vi
i afsnit 4.2.1. Vi beviser at stgrrelsen af tolagsgraferne er lineser i stgrrelsen
af den oprindelige graf og at de kan konstrueres i tid O(nlog(n). Vi beviser
ligeledes, at et reachability-spgrgsmal til den oprindelige graf kan overseettes til
reachability-spergsmal til op til to af disse tolagsgrafer.
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Figur 8.2: (A) En tolagsgraf H opdeles i dele vha. rodstier, der udger en separator. (B) I H
adskilles v fra w af et antal rodstier — dermed ma en vej fra v til w krydse en af disse.

3.2 Dekomposition af tolagsgrafer

Vi har nu reduceret problemet til tolagsgrafer og skal kunne lave orakler, der kan
besvare reachability-spgrgsmal for sadanne grafer. Hver tolagsgraf behandles for
sig.

Hovedideen i konstruktionen af et orakel for en tolagsgraf er at lave en
hierarkisk dekomposition tolagsgrafen. Givet en tolagsgraf G; deler vi denne
op i et antal mindre tolagsgrafer vha. en separator. En separator er en samling
af stier, i det udspaendende tree, der har roden som det ene endepunkt. Disse
stier kaldes rodstier. Bemaerk at rodstier kan veere sammensat af to orienterede
stier. En delgraf H af G; er ligeledes en tolagsgraf. Vi deler igen de mindre
tolagsgrafer op vha. af separatorer og fortssetter saledes rekursivt indtil der
ikke er flere knuder tilbage i delgraferne. Pa figur 3.2 (A) ser vi hvordan en
tolagsgraf H opdeles i tre dele vha. rodstier.

Formaéalet med opdelingen vha. af separatorer er at identificere de mulige
mader en knude v kan na en anden knude w pa. Nar vi dekomponerer grafen,
vil vi pa et tidspunkt dele v fra w. Hvis der eksisterer en vej fra v til w ma
denne derfor krydse en af de rodstier, der deler grafen op saledes at v og w ikke
findes i samme del, se figur 3.2 (B). I en separator identificerer vi de orienterede
stier. For hver orienteret sti @ af de stier, der opdeler grafen i vores rekursive
dekomposition gemmer vi derfor information, der kan anvendes til at afggre,
om der findes en sti fra en given knude v til en given knude w, der krydser
Q. Hvilken information vi gemmer og hvorledes denne beregnes er beskrevet i
kapitel 8.

Et skridt i dekompositionen foregar ved, at vi triangulerer grafen og fin-
der en passende trekantet flade med tre knuder. Stierne fra disse tre knuder
til roden udggr da den separator, der deler grafen op i tre dele, som vist pa
figur 3.2 (A). Algoritmen for hvorledes vi finder en flade, der opdeler grafen er
skitseret i [LT79] og i kapitel 6 beskriver vi denne algoritme samt hvorledes vi
har udfyldt de manglende detaljer. I [LT79] er algoritmen for hvorledes en tre-
kant findes overfladisk beskrevet. Det er illustreret, hvordan et enkelt problem,
der opstar i forbindelse med udfgrelsen af algoritmen, skal lgses, men en gene-
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rel lgsning er overladt til laeseren. Vi har derfor bidraget med en forklaring af,
hvorledes algoritmen kan implementeres, sa en passende flade altid kan findes.

I kapitel 5 beskriver vi hvorledes vi finder separatoren og de orienterede
stier, som denne indeholder. Selve opdelingen af grafen i delgrafer foregar ved
at separatoren sammentrakkes til én knude, hvilket deler grafen i tre dele.
Opdelingen beskrives i kapitel 7. Nar et skridt i dekompositionen er lavet, kaldes
rekursivt pa de dele, som vi har delt grafen op i.

Et skridt i dekompositionen kan foretages i lineger tid i storrelsen af grafen,
der opdeles. Vi argumenterer for, at hver af de netop nsevnte faser kan foretages
i linezer tid.

Efter en teoretisk gennemgang af hver fase i dekompositionen, vil vi be-
skrive hvorledes hver fase er implementeret, og vi vil her komme ind pa hvilke
udfordringer vi har mgdt undervejs og hvilke detaljer vi selv har tilfgjet.

3.3 Det samlede orakel

Nar vi foretager den rekursive dekomposition af en tolagsgraf G; opbygger vi
undervejs et rekursionstree. En knude i dette svarer til et kald i den rekursive
opdeling og knuden indeholder den information, der er beregnet i dette kald.
Dette rekursionstree er det bidrag til den samlede datastruktur, der svarer til
G;. Vi introducerer rekursionstraeer og deres indhold i kapitel 5.

For at lave det samlede orakel, skal vi have et rekursionstree for hver to-
lagsgraf. Det samlede orakel kommer dermed til at besta af et array af rekur-
sionstraeer. Hvorledes datastrukturen samles er beskrevet i kapitel 9, hvor en
sammenfatning af dekompositionen ogsa findes.

Vi argumenterer i samme kapitel for, at det samlede orakel kan konstrueres
i tid O(nlog(n)) og at pladsforbruget for oraklet ligeledes er O(nlog(n)).

3.4 Forespgrgsler

Nar datastrukturen er konstrueret, kan der laves forespgrgsler pa, om hvorvidt
en knude v kan na en knude w i grafen G. Fgrste fase i en foresporgsel er at
afggre hvilke tolagsgrafer v og w findes i — for at der kan eksistere en vej fra v
til w, ma knuderne findes i samme tolagsgraf. Der kan veaere to sadanne grafer,
da knuderne v og w hver hgjst befinder sig i to tolagsgrafer. Hvis en sadan
graf G; findes, undersgger vi for alle de separatorstier, der tilsammen adskiller
v fra w i G;, om der findes en sti fra v til w, der krydser denne sti. Der vil
vaere et logaritmisk antal stier, der skal undersgges. Hvis der er to falles grafer
for v og w udfgres sggningen gennem separatorstierne for begge disse grafer.
Forespgrgsler er beskrevet i kapitel 9. Vi argumenterer her for, at en forespgrgsel
kan foretages i tid O(log(n)).

3.5 Eksperimentel evaluering

Den datastruktur som vi har beskrevet i kapitlerne 4 til 9 har vi implemente-
ret. I kapitel 10 beskriver vi de tests vi har lavet. Vi har lavet eksperimenter,
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som underbygger de asymptotiske graenser pa tidsforbrug for konstruktionen,
pladsforbrug for konstruktionen samt tidsforbruget for forespgrgsler. Vores test-
resultater underbygger vores forventninger om de asymptotiske graenser pa for-
bruget af ressourcer. Det har ikke veeret et mal for os optimere pa forbruget af
hukommelse og vi diskuterer og eksemplificerer hvorledes dette har medfgrt, at
der er et stort overhead pa hukommelsesforbruget.

3.6 Mulige udvidelser

Sidst i denne del diskuterer vi hvilke udvidelser, man kunne lave til vores im-
plementation. Den forste udvidelse bestar i at gore tiden for en forespgrgsel
konstant uden at forgge den asymptotiske konstruktionstid og det asymptoti-
ske pladsforbrug. Den konstante foresporgselstid opnas ved at reducere antallet
af stier, der skal gennemses i en foresporgsel til et konstant antal. Den anden
udvidelse beskriver hvorledes man kan tilfgje ekstra information, der gor det
muligt at finde en vej mellem to knuder. Denne ekstra information sendrer ikke
pa det asymptotiske pladsforbrug og det oger heller ikke konstruktionstiden.
Den sidste udvidelse, vi beskriver, har til formal at distribuere den information
vi beregner pa knuderne, saledes at det bliver overfladigt at opbevare de rekur-
sionstraeer, der er opbygget. Igen bliver der ikke sendret pa den asymptotiske
konstruktionstid eller pladsforbrug. Vi vil komme kort ind pa at der overhead,
der er pa vores implementation, kunne ggres mindre, hvis vi anvendte labels.
Udvidelserne er alle beskrevet i kapitel 11.



Kapitel 4

Reduktion til tolagsgrafer

I dette kapitel beskrives, hvorledes vi reducerer reachability-problemet i en pla-
nar, orienteret, sammenhaengende graf G til reachability i tolagsgrafer. Med
udgangspunkt i G konstruerer vi tolagsgraferne, Gy, G1,...,Gr_1, hvor k er en
variabel athaengig af strukturen af G. En foresporgsel i grafen G vil blive over-
sat til en forespgrgsel i nul, en eller to af tolagsgraferne. Konstruktionen fordrer
ikke planaritet, men bevarer den, sa vi efter reduktionen ved, at de resulterende
tolagsgrafer alle er planare.

Vi vil definere tolagsgrafer og beskrive algoritmen for konstruktion af disse.
I artiklen [ThoO1] er beskrevet en fremgangsmade for hvorledes tolagsgraferne
kan konstrueres. Det vil fremga tydeligt nar vi afviger fra dette forslag og vi vil
beskrive hvorfor vi i nogle tilfeelde har valgt en anden fremgangsmade end den
beskrevne. Pa baggrund af konstruktionen af graferne vil vi bevise en raekke
egenskaber for disse. Endelig vil vi bevise at tolagsgraferne kan konstrueres
i linezer tid. Kapitlet bliver afsluttet med en beskrivelse af hvorledes vi har
implementeret algoritmen for konstruktion af tolagsgraferne.

4.1 Definition af tolagsgrafer

Vi vil i det folgende definere tolagsgrafer, som er meget centrale for konstruk-
tionen af et reachability-orakel.

Definition 4.1 Lad en planar, orienteret graf G vere givet. Lad T vere et
udspendende tre i den underliggende uorienterede graf for G og kald roden i
treeet for r. Treet T er et tolags-udspaendende trae hvis enhver sti fra roden i
T hgjst er sammensat af to orienterede stier i G.

En tolagsgraf er en orienteret graf, der indeholder et tolags-udspendende
tree.

4.2 Konstruktion af tolagsgrafer
Lad G vaere en planar og orienteret graf. Maengden af knuderne i G er V(G),

maengden af kanter er £(G) og vi kalder antallet af knuder i grafen for n. Da
grafen er planar og ikke indeholder dobbeltkanter har vi ifglge Eulers formel, at

13
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Y

Lo

Figur 4.1: En rod veelges og grafen deles op i lag vha. kanternes orientering.
antallet af kanter er linezert i antallet af knuder. For at konstruere tolagsgraferne
skal knuderne i G deles op i knudedisjunkte lag Lg, L1, ..., Lg.

Definition 4.2 FEt lag L; i en orienteret graf G defineres som

Lo = {v e V(@) | r~ v}

{fvevV( G\ ULj|v~ UL;} hvisi er ulige
_ j<i j<i
{fveV( G\ UL;| ULj~ v} hvisi er lige
i<t i<t

hvor v ~» w betyder, at der er en vej fra v til w.
Inddelingen af grafen G i lag foregar i fplgende trin:
1. En vilkarlig rod r veelges blandt knuderne i G.

2. Forste lag Lo defineres til at besta af r og alle knuder, der kan nas fra
den valgte rod (enten direkte eller indirekte).

3. De fglgende lag defineres skiftevis som de knuder, der hhv. kan na det
foregaende lag og de knuder, der kan nas fra det foregaende lag.

Processen slutter iterationen fgr et tomt lag konstrueres. En knude v indekseres
med det lag ¢(v) den tilhgrer, dvs. tilhgrer v lag L; er «(v) = i. Da grafen er
sammenhangende vil alle knuder blive indekseret. Lagdelingen er illustreret pa
figur 4.1

Lagene definerer graferne Go, G, . . ., Gx_1. Knuderne i hver graf er defineret
af to pa hinanden falgende lag og en ekstra knude 7; der er fremkommet ved en
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kontraktion af de foregaende lag.

V(Go) = Lo U Ly
V(Gl) =L ULy U {7“1}

V(Gk_l) = Lk—l @] Lk U {Tk—l}

Denne konstruktion medferer, at en knude er med i netop én graf, hvis den
tilhgrer forste eller sidste lag, og i to grafer ellers. En kant (v,w) € E(G) er
inkluderet i G; hvis bade v og w er i GG;. Kanter hvor det ene endepunkt tilhgrer
den kontraherede rod og det andet er i grafen G; bliver ligeledes inkluderet. For
grafen GG; bliver dette i praksis kanter mellem knuder i L; 1 og knuder i Lj;.
Mere formelt:

Definition 4.3 Lad en en planar orienteret graf G vare givet og definer lagene
Lo, Ly, ..., Ly som i definition 4.2. Tolagsgraferne Go,G1,...,Gr_1 defineres
som

Gi =(Vi, B;) for0<i<k
Vo=LoU Ly
VYZ‘:LZ‘ULZ'JAU{’I“Z‘} for0<i<k

E; =E!U {(v,w) |(v,w) € E(G) A
veL;ULjyp A
we L; ULy} foro<i<k
E. ={(rj,w) |Jve L1 AweE L; A
(v,w) € £(G)}
for 0 <i< kA 1 lige
E. ={(v,r))lve LiANJw € L;_1 A
(v,w) € £(G)}
for 0 <i< kA i ulige

4.2.1 ZAndringer i konstruktionen af tolagsgrafer

Tolagsgraferne G, Ga, ..., Gr_1 adskiller sig fra Gg idet de har en rod, der ikke
er fra den oprindelige graf G. I afsnit 8.2 beskrives, at vi ikke gnsker at se
pa stier over en rod, der ikke er en del af den oprindelige graf. Da vi gnsker
at behandle alle tolagsgrafer ens, har vi valgt ogsa at indssette en ny rod ¢
i grafen G, og en kant fra denne til den gamle rod. Der vil nu ikke opsta
specialtilfeelde i forbindelse med roden. Et eksempel pa, hvordan en graf laves
om til tolagsgrafer kan ses pa figur 4.2.

Ved at tilfgje en ekstra knude og en kant fra denne til grafen Gy har vi
ikke fjernet eksisterende veje i forhold til den oprindelige konstruktion af Gy.
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To
G r
Ly 4
\ Go
Ly
T
J ”
\ K\ Ly h
°

Figur 4.2: Grafen deles op i mindre grafer hver med to lag.

Det er ikke muligt at lave en forespgrgsel, som inkluderer en knude, der ikke
er en del af grafen G og vi har ikke tilfgjet nye kanter mellem knuder fra G.
Det betyder, at vi ikke har tilfgjet nye veje i forbindelse med vores sendring af
konstruktionen.

4.2.2 Tolags-udspaendende trae

Grafen G skal indeholde et tolags-udspaendende trae T for at veere en tolagsgraf.
Antag at 7 er lige. Da kan man fra roden r; na enhver knude i GG;, der kommer
fra lag L;. Alle knuder i L;;1 kan na knuder fra L;, det betyder, at der fra
enhver knude i G; fra lag L; 1 vil veere en sti op til L;. Ved et bredde forst-
gennemlgb startende i r; kan der laves et udspaendende trae, der daekker knuder
i G;, der stammer fra L;. Herefter kan man fra knuder, der er blevet dackket af
en udspaendende kant lave et bredde forst-gennemlgb mod kanternes orientering
og undervejs opbygges et udspaendende trae for den resterende del af grafen. En
sti i tracet fra roden til en knude er hgjst sammensat af to orienterede stier;
en orienteret sti konstrueret i det forste bredde forst-gennemlghb og en sti med
modsat orientering, der er konstrueret i det andet bredde fgrst-gennemlgb.

Tilfzseldet hvor 7 er ulige er symmetrisk, her starter man med at lave et bredde
fgrst-gennemlgb mod orienteringen af kanterne efterfulgt af et gennemlgb, der
fglger kanternes orientering.
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/ '
Ulige lag, L;

/.

-— . Lige lag, Lit1
ow

Figur 4.3: Stien P skaerer to lag, det med mindst indeks er et ulige lag.

w
/’ﬂ. Li

° ige lag, L;
CE.N/

Ulige lag, L;41
[} y i+
Se<=———ov

Figur 4.4: P skeerer to lag, det med mindst indeks er et lige lag.

4.3 Egenskaber for tolagsgrafer

Vi vil i dette kapitel bevise egenskaber for tolagsgraferne Go,G1,...,Gr_1 og
lagene Lg, L1, ..., L, der er konstrueret som beskrevet i afsnit 4.2.

Saetning 4.4 Der eksisterer en sti fra knuden v til w i G, hvis og kun hvis der
i G p)—1 eller G, eksisterer en sti fra v til w.

Bevis. Antag at w kan nas fra v i G og lad P veere en sti fra v til w. Lad i veere
det mindste indeks pa et lag, der skeeres af stien P.

Antag at L; er et ulige lag, og lad x veere den sidste knude pa stien P i
L;, se figur 4.3. Da z befinder sig i et ulige lag og intet af P befinder sig i et
foregaende lag ma knuder, der kan na x, dvs. knuderne fra v til x, ligeledes
befinde sig i lag L;. Hvis knuderne i P ikke er fuldsteendig indeholdet i lag L;
ma de resterende knuder pr. konstruktion af lagene veere i lag L; 1. Knuder pa
stien P er altsa indeholdt i L; U L; 11 og dermed i tolagsgrafen G;. Knuden v
befinder sig i L; det betyder at ¢(v) = i og dermed er stien P indeholdt i grafen
GL(U)‘

Situationen er tilsvarende, hvis vi antager at L; er et lige lag, og x er den
forste knude pa stien P i L;, se figur 4.4. Pr. konstruktion af lagene og da ingen
af knuderne i P befinder sig i foregaende lag ma knuder pa P som kan nas af x,
dvs. knuderne fra = til w veere i lag L;. Resten af knuderne i P vil (medmindre
alle knuderne i P er indeholdt i L;) befinde sig i L;;1, da alt som kan na x og
ikke er i L;, befinder sig i L;y1. I dette tilfeelde er v enten indeholdt i L; eller
Lit1, dvs. t(v) =i eller «(v) =i+ 1. Stien P er indeholdt G; som er lig G,
eller GL(U)*l'
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Dermed er det vist, at hvis v kan na w i G, kan v ogsa na w i enten G(,)_;
eller G,(y).
Beviset for den modsatte vej er oplagt. O

Saetning 4.5 Givet en planar graf G er tolagsgraferne Go,Gy,...Gr_1 pla-
nare.

Beuvis. Tolagsgraferne Gg, Gy, ...,Gr_1 er konstrueret ved en sammentraekning
af incidente knuder i G' og her bevares planaritet. I tolagsgrafen Gy er tilfgjet en
ekstra knude og en kant, men dette kan ikke sendre grafens planare egenskaber.
O

Saetning 4.6 Givet en planar, orienteret graf G, lad tolagsgraferne G; vere
defineret som i definition 4.3, da geelder at storrelsen af tolagsgraferne er lineer
1 storrelsen af G.

E
—

(WG] +[E(Gi)]) € O(n)

~
I
o

Bevis. Da tolagsgraferne ifglge ssetning 4.5 er planare er det tilstrackkeligt at
vise, at antallet af knuder eller kanter i tolagsgraferne er linesert i antallet af
knuder i G. Vi har valgt at at vise begge ting, da det gger forstaelsen for
opbygningen af tolagsgraferne.

Vi observerer, at laginddelingen af G er en partition af knuderne og at hver
knude hgjst er med i to af de konstruerede tolagsgrafer. Derudover er der en
ekstra rod for hver af tolagsgraferne G;. Dermed har vi at Zi‘:ol V(G| <
2n+n € O(n).

Hver kant (v,w) € G kan hgjst veere anledning til to kanter i de nye grafer.
Der er to mulige situationer:

1. Antag v og w er i samme lag, da vil kanten optraede i én tolagsgraf hvis
(v,w) € Lo U Ly og i to tolagsgrafer ellers, se figur 4.5

2. Antag er v og w i to lag, der er umiddelbart efter hinanden. Vi kan uden
tab af generalitet antage, at v er i det mindste af de to lag. Kanten vil da
optraede i den graf, som bade v og w findes i, samt som en kant mellem
w og den rod, som v’s lag er blevet sammentrukket til, se figur 4.6.

Konstruktionen af lagene medfgrer, at hvis knuderne v og w ikke befinder sig
i samme lag ma de befinde sig i to pa hinanden fglgende lag. Vi har i kon-
struktionen af G tilfgjet en ekstra kant fra den nye rod, dvs. samlet far vi at
SIGIEG)] < 2E(G)| +1 € On).

O



4.4. Udforelsestid 19

L; K
\
L  Gi
i v )
> wee Y Lin ,
" -
w./. L2+1 <\\
Li+2 \\‘Q\ N
v . \
wee—2Y Lin Y
1 Gip

/

Liio y

Figur 4.5: En kant, der har endepunkter i samme lag, bliver til to kanter i tolagsgraferne.
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Figur 4.6: En kant, der har endepunkter i to forskellige lag, bliver til to kanter i tolagsgraferne,
hvoraf den ene er en kant til roden.

4.4 Udfgrelsestid

Vi har beskrevet hvorledes vi med udgangspunkt i en orienteret, planar graf
G kan konstruere tolagsgrafer og vi har bevist en raekke egenskaber for tolags-
graferne Gg, G1,...,GL_1. Pa baggrund af dette vil vi bevise, at GG;’erne kan
konstrueres i lineser tid.

Saetning 4.7 Givet en planar orienteret graf G kan vi i lineer tid konstruere
en mengde af orienterede planare tolagsgrafer Go,G1,...,Gr_1.

Bevis. Knuderne i grafen G deles op i lagene Lo, Lq,...,L; ved brug af et
bredde forst-gennemlgb. Dette kan ggres i lineser tid og i afsnit 4.6 beskrives
vores implementation af algoritmen.

En tolagsgraf G; konstrueres ved at kopiere knuderne fra L; U L;11 og kon-
struere en rod r;. Kanter mellem de valgte knuder tilfgjes og kanter, der er
incidente til v € L; og w € L;_1 tilfgjes som kanter mellem kopien af v og r;.
Dette kan ggres i tid lineser i storrelsen af G;. Dvs. konstruktionstiden for alle
tolagsgraferne bliver linezer i storrelsen af disse. Fra seetning 4.6 har vi, at den
samlede stgrrelse af G;’erne er lineser i stgrrelsen af G. Vi mangler nu at bevise
at tolagsgraferne er planare, hvilket vi har fra seetning 4.5. O
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4.5 Det reducerede problem

Det oprindelige problem, reachability i en planar, orienteret graf, er nu redu-
ceret til reachability i kK — 1 planare, orienterede tolagsgrafer. For at kunne
svare pa, om to knuder i en planar, orienteret graf G kan na hinanden, skal
vi kunne svare pa, om disse kan na hinanden i relevante tolagsgrafer. For en
knude v er de relevante tolagsgrafer jf. seetning 4.4 G,(,)_1 og G,(,). Malet er,
at kunne lave et reachability-orakel for G;, da dette vil betyde, at vi kan lave et
reachability-orakel for den oprindelige graf G. I kapitel 5-9 beskriver vi hvorledes
et reachability-orakel for en tolagsgraf konstrueres.

4.6 Implementation

Vi vil i dette afsnit give en kort beskrivelse af hvordan vi ud fra en planar,
orienteret graf G konstruerer tolagsgraferne Gg, Gy, ..., Gi_1. Forst beskrives
hvordan lagene Lg, L1,...,L; findes og derefter beskrives konstruktionen af
tolagsgraferne. Til sidst argumenterer vi for, at vores implementation overholder
den gnskede udfgrelsestid.

Vi bruger to kger ki og ko i forbindelse med indeksering af knuderne. Den
ene ko k1 indeholder knuder vi arbejder med i lag L;, mens den anden indeholder
knuder, der skal indekseres med i + 1. Vi starter i grafen G med at udveelge
en vilkarlig knude og denne kaldes for r. Vi putter r ind i k; og denne kg er
udgangspunktet for et bredde forst-gennemlgh, der fglger kanternes orientering.

Antag at i er lige og at vi er ved at konstruere laget L;. Nar en knude v
tages ud af kgen k; gennemlgber vi v’s udkanter og ser pa w, der er kantens
andet endepunkt. Hvis w ikke er besggt seettes den ind i ky. Vi gennemlgber
ogsa v’s indkanter (u,v). Hvis u ikke er besggt szettes den ind i kgen ko. Denne
ko er udgangspunktet for et bredde forst-gennemlgb mod kanternes orientering
under hvilket knuder, der skal tilhgre lag L;; indekseres.

Tilfseldet hvor ¢ er ulige er symmetrisk.

Processen fortsaettes indtil der ikke er flere knuder, der kan besgges. Da
grafen G' er sammenhaengende ved vi, at alle knuder er indekseret. Vi ser hgjst
pa alle kanterne to gange; én gang fra hver endeknude, dvs. vi bruger linezer tid
pa at indeksere lagene.

Tolagsgraferne konstrueres en efter en fra G til Gi_1. For hver graf laves
forst en ny knude, der bliver grafens rod. For grafen G; ser vi pa knuderne i
lag L; og L;y1. Nar en knude v indsaettes i G;, gennemlgbes alle kanter, der
er incidente med v. Hvis det andet endepunkt, w allerede findes i den nye graf
indseettes kanten i G;, hvis w tilhgrer et tidligere lag indsaettes en kant fra v til
r;. Konstruktionen af GG;’erne tager linezer tid i antallet af kanter i GG;, da vi ser
pa hver kant en gang for hver af dens endepunkter. Vi har fra ssetning 4.6, at det
samlede antal af kanter i G;-graferne er linesert i n. Vi far da at udfgrelsestiden
for at konstruere G;-graferne er linezert stgrrelsen af G

Til sidst laves et udspesendende treae i tolagsgrafen G;. Det udspaendende trae
konstrueres saledes, at det er et tolags-udspsendende tree (se definition 4.1),
idet der fgrst konstrueres et tree, der deekker det forste af grafens to lag og
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derefter laves resten af treaeet. Beskrivelsen i afsnit 4.2.2 af hvordan et tolags-
udspaendende trae konstrueres svarer til vores implementation og udfgrelsestiden
er ligeledes linezer i n.

4.6.1 Udfgrelsestid for konstruktion af tolagsgrafer

Vi har netop forklaret hvordan vi ud fra en planar orienteret graf G konstruerer
tolagsgrafer. Konstruktionen bestar af tre faser og vi har efter beskrivelsen af
hver fase argumenteret for at udferelsestiden er linezer i stgrrelsen af G. Dette
giver anledning til felgende korollar.

Korollar 4.8 Givet en planar orienteret graf G kan vi konstruere tolagsgra-
ferne Go, Gy, ...,G i tid O(n).

4.6.2 Placering i programmet

Den del af vores implementation, der indholder opdeling af grafen i lag findes
i reachability/layer.cpp og den del der konstruerer G, Gy, ..., Gr—1 med
tilhgrende udspaendende treeer findes i reachability/gi.cpp. Selve tolagsgra-
ferne er implementeret i klassen reachability/LayeredGraph.



Kapitel 5

Separation af tolagsgrafer

I dette og de fglgende kapitler (6-9) vil vi beskrive hvordan vi arbejder videre
med de tolagsgrafer, der er konstrueret i kapitel 4 med udgangspunkt i den
oprindelige graf G.

Vi laver en hierarkisk dekomposition af en tolagsgraf G;, hvor vi rekursivt
deler grafen op i mindre dele. Dekompositionen foretages rekursivt vha. se-
paratorer. En separator er en samling af stier, som opdeler en graf i mindre
dele. Rekursionsdybden gnskes at vere logaritmisk, hvorfor delgraferne hgjst
ma veere halvt sa store, som den graf, der opdeles. Vi gnsker derfor at kunne
opdele en tolagsgraf H i tre dele, der hver hgjst indeholder halvt sa mange knu-
der som H. Denne opdeling vil vi fortseette rekursivt med, indtil alle tre dele
er tomme (dvs. at de ikke indeholder knuder). Hver del (inkl. H selv) bidrager
med information til det endelige orakel. Oraklet gemmes som et rekursionstrze,
der svarer til den rekursion, der anvendes i opdelingen af grafen. Saledes er
der en knude i rekursionstraeet for hvert rekursivt kald vi foretager i vores de-
komposition. Hver knude i rekursionstraeet indeholder information, som vi har
beregnet i det tilsvarende kald i rekursionen.

I dette kapitel beskrives hvilke skridt, der er i dekompositionen. Vi fokuserer
pa, hvorledes vi kan finde en separator, som kan opdele en tolagsgraf H i tre
mindre dele, der alle opfylder kravet om hgjst at indeholde |V(H)|/2 knuder.
Vi gnsker at finde denne separator i lineser tid, ligesom vi gnsker at foretage
selve opdelingen af grafen i linezer tid. Dette vil betyde, at vi for en tolags-
graf G; kan lave hele den rekursive opdeling i tid O(|V(G;)|log(|V(Gi)])), da
rekursionsdybden er logaritmisk.

Nar vi har fundet separatoren, finder vi de orienterede stier, som denne
bestar af. Vi gnsker, at der for en separator findes et konstant antal orienterede
stier, da dette vil betyde at der pa en sti i rekursionstraeet for grafen G; hgjst er
O(log(|V(G})])) stier. Udfgrelsestiden for forespgrgsler athaenger af dette antal
stier.

Vi starter med en teoretisk gennemgang af strategien for opdeling af grafen
i et kald i den rekursive dekomposition. Nogle af faserne nsevner vi kort, da
disse faser uddybes i de efterfglgende kapitler. Herefter gennemgar vi vores
implementation i detaljer — igen vil nogle faser udelukkende veere navnt kort,
da de beskrives i et efterfglgende kapitel.

22
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5.1 Strategi for opdeling af grafen

Givet en planar tolagsgraf H med et tolags-udspzendende tree T, skal vi finde
en opdeling af knuderne og dele grafen op i tre dele mht. denne opdeling. Vi
erindrer at T er et udspsendende trae for den underliggende uorienterede graf,
der svarer til H.

Definition 5.1 Lad r vere roden i T" og lad v vere en knude i H. Stien, der
gar mellem v og r i T kaldes en rodsti og betegnes T'(v). Stien bestar af op til
to orienterede stier.

For at kunne finde opdelingen er det ngdvendigt at forberede H, hvilket er
det forste skridt i opdelingen (vi beskriver dette skridt i detaljer i afsnit 5.1.1).
Naeste skridt er at finde en flade, der defineres af tre knuder, z, y og z — denne
flade definerer opdelingen. Der er stier i det udspsendende tree, som gar fra disse
tre knuder til roden; T'(z), T'(y) og T'(z). Ved fjernelse af disse stier deles grafen
op i tre mindre dele. Vi kalder de tre rodstier for en separator, da den opdeler
grafen. Afsnit 5.1.2 beskriver kort hvorledes opdelingsfladen findes. Dette vender
vi tilbage til i kapitel 6.

Nar vi har fundet de tre rodstier, skal vi identificere alle orienterede stier
i separatoren, da disse skal anvendes til at finde information, der skal gemmes
i oraklet og senere anvendes til at svare pa spgrgsmal om reachability. Disse
stier identificeres inden opdelingen af grafen foretages. Identificeringen beskri-
ves 1 afsnit 5.1.3. Det sidste skridt, der er selve opdelingen, beskrives kort i
afsnit 5.1.4.

5.1.1 Forberedelse af H

Tolagsgrafen H forberedes, idet H indlejres pa en sfzere og trianguleres. Saledes
vil de kanter, der er incidente med en knude v, nu forekomme i en fastlagt
rackkefglge. Indlejringen pa en sfeere betyder, at alle flader har tre naboflader.
Vi kalder den triangulerede graf H’. Grafen har et antal flader, der alle er
defineret af tre knuder og af de tre kanter, der gar mellem disse knuder. Alle
disse flader graenser op mod tre andre flader, da grafen befinder sig pa en sfaere.
Det udspzendende trae T for H er ligeledes et udspsendende trae for H', da vi ikke
har sendret pa hvilke knuder, grafen indeholder, vi har blot indsat yderligere
kanter, da vi triangulerede grafen.

5.1.2 Lokalisering af knuder

Nar H er forberedt, identificeres en flade, der defineres af tre knuder, som grafen
skal deles op efter. Den flade, som de tre knuder udspaender, er en af de flader,
der blev konstrueret, da vi triangulerede grafen. Den flade vi skal finde, skal
definere en opdeling af H' i tre dele, hvor ingen af de tre dele indeholder mere
end |V(H)|/2 knuder. Denne flade kan findes i lineser tid, hvilket beskrives i
kapitel 6. Hvorledes en flade deler grafen i tre dele kan ses pa figur 5.1.
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rodsti
,,,,,,,,,, ikke traeekant

Figur 5.1: Opdeling af grafen vha. rodstier fra x, y og z.

5.1.3 Identificering af separator

Antag, at vi star med en planar tolagsgraf H’, der er indlejret pa en sfaere og
trianguleret og har et udspaendende trae T' med en rod r. Vi antager ligeledes,
at der er fundet en flade, som defineres af tre knuder, x, y og z, som definerer
en opdeling i tre dele, der hver hgjst indeholder |V(H)|/2 knuder.

Definition 5.2 Antag at en trianguleret tolagsgraf H med udspendende tre T
samt en flade (x,y, z) er givet. Vi definerer separatoren S, til at vazre rodstierne
T(z), T(y) og T(z). Disse opdeler grafen i tre dele, se figur 5.1.

Givet fladen (x,y, z) finder vi nu separatoren S, som bestar af rodstierne i
tolagstracet 1" fra hhv. x, y og z. Den findes ved at starte ved hhv. z, y og z,
og ga opad i traeet, til vi nar r. Separatoren kommer til at besta af op til seks
orienterede stier, da hver rodsti bestar af op til to orienterede dele. Vi kalder
en orienteret sti i en separator for en separatorsti. Separatorstierne skal senere
anvendes til at finde information, der skal bruges til at svare pa spgrgsmal om
reachability i grafen.

For at kunne beregne den information, der er ngdvendig for at kunne reprae-
sentere orienteret reachability, ma alle separatorstierne i .S nummereres. I en
knude i rekursionstraeet, der repraesenterer et kald C, gemmes et separatornum-
mer s, der er nummeret pa den sidste separatorsti, der findes i kaldet C. I de
rekursive kald der laves fra C, starter nummereringen ved s+ 1. Nummereringen
er dermed fortlgbende fra roden ned gennem en vilkarlig sti i rekursionstraeet.
Et eksempel kan ses pa figur 5.2. Her ses et rekursionstrze, der bl.a. indeholder
kaldet C3, hvor der er lavet tre separatorstier. Disse far numrene 9, 10 og 11,
da numrene 0 — 8 er brugt i de foregaende kald. Separatornummeret s i kaldet
C3 er 11, da dette er det sidste nummer, der er anvendt i dette kald.

Hvorledes vi gemmer information i oraklet, der repraesenterer orienteret
reachability og hvorledes forespgrgsler besvares, er beskrevet i detaljer i ka-
pitel 8 og 9.
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Figur 5.2: Eksempel pa rekursiontree med lister af stier og separatornumre. Nummereringen
starter ved roden i rekursionstraeet og er fortlgbende i alle stier ned gennem traeet.

5.1.4 Opdeling ved hj=lp af en separator

Den trekantede flade og de tre rodstier definerer tre dele af grafen, som det kan
ses pa figur 5.1. I kapitel 7 beskrives hvorledes grafen i lineser tid kan opdeles i
op til tre delgrafer vha. separatoren.

5.1.5 Udfogrelsestid

Vi skal argumentere for, at de ovennaevnte fire skridt i opdelingen alle kan
udfgres i linezer tid, da det vil give en samlet lineser udferelsestid.

Forberedelse af H. Da der er tale om en planar graf, kan den trianguleres i
lineeer tid (jf. [HU]).

Lokalisering af knuderne z, y og z. I kapitel 6 gives beviser for, at fladen
med de tre knuder x, y og z, der opdeler grafen i tre dele, der hver hgjst
indeholder V(H)/2 knuder, eksisterer (ssetning 6.1) og kan findes i linezer
tid (seetning 6.10).

Identificering af separator. Givet, at hver knude i tracet T" har en reference
til sin foraelder, kan vi finde separatoren i linezer tid, da vi blot skal fglge
disse forzelder-referencer op gennem traeet fra tre forskellige knuder. Se-
paratoren skal gennemlgbes for at identificere de op til seks orienterede
stier, som separatoren indeholder. Denne fase foregar derfor i lineser tid i
stegrrelsen af separatoren — denne er O(V(H)).
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Opdeling vha. separator. I kapitel 7 gennemgar vi, hvorledes vi kan lave
opdelingen i delgrafer i lineser tid.

5.2 Implementation

Vores implementation af opdelingen involverer en del mere arbejde, end den
oprindelige strategi fra artiklen [ThoO1] antyder. Det er ngdvendigt at forberede
grafen pa en omfattende made, da de forskellige faser af opdelingen krzever, at
der er adgang til en lang raekke informationer om knuder og kanter i konstant
tid. Specielt fasen, der finder den flade, der definerer opdelingen, anvender denne
information.

I det fglgende beskrives hvorledes de forskellige skridt er implementeret, og
hvilke sendringer, der er lavet i forhold til den oprindelige strategi, som den er
beskrevet i afsnit 5.1. Hvordan fladen med de tre opdelingsknuder findes, er
beskrevet i kapitel 6. Hvordan selve opdelingen foretages, nar separatoren er
identificeret, beskrives i kapitel 7.

Alle de anvendte eksempler i beskrivelsen af implementationen anvender
tolagsgrafer, hvor det forste lag er udgaende fra roden og det andet lag ven-
der mod roden. Vores implementation for grafer, hvor lagene er omvendt sat
sammen, er helt analog.

5.2.1 Forberedelse af H
Indlejring og triangulering

Vi anvender nogle algoritmer fra LEDA, der kraever at grafen er en tovejsgraf
(pa engelsk: bidirected graph). Grafen laves derfor til en tovejsgraf vha. LEDA’s
make bidirected (), som indseetter ekstra kanter og skaber relationer mellem
hvert par af kanter i lineser tid ([Alg], side 195 og 202). Dette betyder, at man
for enhver kant har adgang til en modsatrettet kant i konstant tid. For en kant
e = (v,w) kaldes den modsatrettede kant ¢’ = (w,v) ogsa for e’s tvillingekant.

Nar grafen er en tovejsgraf, kan LEDAs funktion make_planar map() omar-
rangere kanterne i grafen, saledes at deres rackkefglge repraesenterer en indlejring
i planen. Hver knude har dermed et array af udkanter, og de er ordnet som de
forekommer mod uret i den valgte indlejring. Ligeledes har hver knude et array
af indkanter. Funktionen make_planar map() har lineser udferelsestid ([Alg],
side 198 og 202).

Nu kan grafen trianguleres og igen anvendes en linesertids-funktion fra LEDA:
triangulate_planarmap() (se [MN99], side 566). Denne funktion indseetter
kanter i grafen, saledes at den er trianguleret og bevarer, at grafen er en tovejs-
graf. Funktionen beregner en liste over grafens flader og sgrger for at knytte en
flade til de kanter, der omkredser fladen og omvendt. Saledes kan man, givet en
flade, fa fat i en af kanterne pa randen i konstant tid og fra denne kant fa de
efterfolgende kanter, der ligger pa randen af fladen. Man kan ligeledes i konstant
tid, givet en kant, fa fat i den flade, der befinder sig til venstre for kanten ift.
dens orientering.
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Figur 5.3: Adgang fra fladen f til nabofladen f’.

Nar vi laver en graf til en tovejsgraf og triangulerer den, tilfgjes ekstra
kanter. Disse kanter markeres, saledes at vi kan kende disse kanter fra grafens
originale kanter.

Vi har nu en graf, som er trianguleret og kan opfattes som indlejret pa en
sfeere, idet vi for en flade f har adgang til tre naboflader. Dette har vi da f har
adgang til de kanter, der ligger pa randen af den. Fra en sadan kant e har vi
igen adgang til dens tvillingekant ¢’ og sidst har vi fra tvillingekanten adgang
til en af de tre flader, der greenser op til f. Pa figur 5.3 ses, hvordan man fra
fladen f via kanten e og dens tvillingekant €’ har adgang til nabofladen f’.

Information pa knuder og kanter

Vi tilfgjer en raekke informationer til hver knude og kant. Disse informationer
skal bl.a. anvendes til at finde opdelingsfladen (kapitel 6), samt til at opdele gra-
fen (afsnit 7.2). Informationerne beregnes og tilfgjes til grafen vha. et konstant
antal gennemlgb af grafens knuder og kanter. Dette trin i opdelingen foregar
derfor i lineser tid.

Vi satter labels pa hhv. knuder og kanter, saledes at den gnskede infor-
mation kan tilgas i konstant tid fra en given knude eller kant. De fleste af
informationerne skal anvendes til at finde opdelingsfladen. Hvorledes disse an-
vendes er illustreret i kapitel 6. De fglgende informationer beregnes og gemmes
i en label for hver knude:

Knude. En knudes label ved hvilken knude, den er tilknyttet.
Dybde. Knudens dybde i det udspsendende tree gemmes.
Foralder. Knudens foraelder i det udspaendende tree.

Foreelder-kant. Den kant, der gar fra knuden til dens foraelder. Denne kant er
ikke ngdvendigvis med i det udspeendende trze, da kanten i traeet, som gar
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mellem knuden og dens foraelder evt. vender den modsatte vej. Vi vaelger
den kant, der vender fra knuden mod forseldre-knuden.

Indeks ift. sgskende. Knudens foraslder indekserer sine bgrn. Et barn ved
selv hvilket indeks det har hos dets forselder.

Kanter til bgrn. En liste over de kanter fra knuden, der peger pa knudens
bgrn i retning mod uret.

Prefixsum over stgrrelsen af undertraeerne. Prefixsum over antallet af knu-
der, der er i undertraeerne. Nar prefixsummen beregnes bruges den samme
raekkefplge af kanterne, som i listen over kanter til bgrn.

Fglgende informationer beregnes og gemmes i et label for hver kant:

Kantnummer ift. startknude. For hver knude nummereres de udgaende kan-
ter mod urets retning. Disse numre gemmes i kanterne.

Naeste udspaendende kant. Den naste kant mod urets retning, der er ud-
spendende. Er kanten selv udspeendende, peger den pa sig selv.

Foregaende udspaendende kant. Som ovenstaende, men her er det kanten i
modsatte retning, der veelges.

Kantens type. Kanten har en af folgende typer: Kanten er en original kant,
hvis kanten findes i den oprindelige graf. Kanten er en trekant, hvis den
er med i det udspaendende trae (disse kanter er ogsa med i den oprindelige
graf, men har sin egen type). Kanten er en tovejskant, hvis den er indsat,
da vi lavede grafen til en tovejsgraf. Kanten er en trianguleringskant, hvis
den blev indsat, da vi triangulerede grafen.

5.2.2 Identificering af separator

Vi skal nu finde den separator S, som grafen H’ skal deles op efter samt de
orienterede stier, kaldet separatorstier, som denne indeholder.

Vi starter med at lokalisere den opdelingsflade (x,y, ), der definerer opde-
lingen. Separatoren S bestar da af rodstierne T'(z), T'(y) og t(z).

Vi har som et eksperiment valgt, at nar vi finder de orienterede stier, der
er i separatoren, vil vi finde de laengst mulige stier. Dette gor vi for at afggre
om vi pa denne made kan fa feerre separatorstierstier, uden at skulle gennemga
alle stierne bagefter for evt. at luge ud i antallet. Vi gennemgar senere i dette
afsnit de observationer vi har gjort om maksimale stier og vender i afsnit 10.6
tilbage til resultatet af vores eksperimenter.

Nar separatorstierstierne er fundet deler vi graferne op. Hvordan selve op-
delingen foregar beskriver vi i kapitel 7.

Observationer om maksimale stier

I et forsgg pa at gore antallet af separatorstierstier mindre har vi valgt at
eksperimentere med en anden fremgangsmade end blot at finde de to dele fra
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hver af z, y og x mod roden. Vi har set pa, hvorledes stierne har faelles dele
og pa anden vis hzenger sammen, nar rodstierne T'(z), T(y) og T(z) ikke er
disjunkte. Feclles for mange af de scenarier er, at der er ofte er stier der er
ens eller overlappende — der kan altsa veere overflgdige stier, hvilket vi ikke er
interesserede i. For at undga at skulle gennemlgbe alle par af stier for at finde
ens stier og stier, der er helt indeholdt i andre stier, har vi valgt at sgge S
igennem og vaelge orienterede stier, der har maksimal laengde (se eksempler pa
figur 5.4).

Vi bemeaerker, at nar separatorer traekkes sammen kan der opsta orienterede
stier, der gar hen over roden. Hvordan dette kan opsta vender vi tilbage til i
afsnit 8.2. Vi gnsker ikke at have stier, der gar hen over roden da disse stier
ikke er stier, er stammer fra den oprindelige graf G. I dette tilfselde afviger vi
derfor fra at finde maksimale stier.

Vi kan observere at en af delene af en rodsti kan vaere tom. Dette sker hvis
f.eks. T'(x) kun bestar af en orienteret del. I dette tilfeelde vil der under alle
omsteendigheder veere en separatorsti mindre. En rodsti kan ligeledes vaere helt
tom, hvis f.eks. x er roden.

Vores valg betyder ikke at det maksimale antal af stier er anderledes — der
er stadig tilfeelde, hvor der er seks stier (f.eks. tilfeeldet hvor T'(x), T'(y) og T'(2)
er disjunkte). Der er dog flere tilfaelde hvor der bliver feerre stier, nar vores
strategi anvendes.

Vi vil i det fglgende afsnit kort argumentere for hvor mange maksimale
orienterede stier, der findes.

Antal orienterede stier

Vi vil nu argumentere for, at .S, der bestar af T'(x), T'(y) og T'(z), er sammensat
af hgjst seks maksimale orienterede stier. Vi antager at forste lag i grafen er ori-
enteret veek fra roden. Tilfaeldet med omvendte lag er symmetrisk. Separatoren
S bestar af rodstier fra knuderne i fladen (x,y, z). Hver af disse rodstier bestar
af op til to dele. Pa rodstien fra = kalder vi punktet hvor de to dele mgdes for
z’. De to dele er orienteret hhv. fra r mod 2’ og fra x mod z’. Ligeledes har vi
punkterne y’ og 2’.

Vi observerer fgrst, at da grafen er en tolagsgraf og da S bestar af stier, der
gar mellem knuder i fladen (z,y, z) og roden, vil alle orienterede stier i S enten
starte i roden eller i en af knuderne i fladen (da vi ikke gnsker stier, der gar
over roden).

Vi betragter forst stier fra roden r. Der kan maksimalt veere tre stier, der
leder hhv. mod 2/, v’ og 2’. Er en af disse indeholdt i en af de andre, vil der
vaere en sti mindre, men der kan altid hgjst vaere tre stier, der starter i roden.

Vi betragter nu stier, der starter i en af knuderne i fladen (x,y,z). Hvis
stierne er disjunkte, er der en sti fra z til 2/, fra y til 3/ samt fra fra z til 2/.
I dette tilfaelde er der i alt tre stier fra disse knuder. Sammen med stierne fra
roden er der altsa i alt hgjst seks stier.

Vi ser nu pa, hvornar der kan veere mere end en sti, der starter i en af
fladens knuder, f.eks. x. Dette kan lade sig ggre, hvis bade v’ og 2z’ befinder
sig i undertraeet under 2, se figur 5.4 (B). Hvis kun den ene, f.eks. ¢’ er i
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Figur 5.4: Hvorledes stien fra x kan fortsaette efter ’. (A) Sti fra x over 2’ til ' (B) Sti fra
x over x’ til ' samt en sti fra x over 2’ til 2’

undertraeet, er der stadig kun en sti fra x, se figur 5.4 (A). Vi bemaerker at
der ikke er andre muligheder for flere stier fra z, da det kun er T'(y) og T'(z),
der kan give anledning til fortszettelser af stien fra x og at 3’ og 2’ skal veere i
undertrzeet under ' for at vi far stier, der vender vaek fra z’.

Vi observerer nu, at hvis der er to stier fra z, er der kun én sti fra hver af y
og z — der er altsa maksimalt fire stier, der starter i z, y og z. I dette tilfzelde
kan der hgjst veere to stier fra roden, da stien til 2’ fra roden nu er indeholdt i
stierne til 3/ og 2’. Der er altsa stadig hgjst seks stier.

Vi samler konklusionerne om antallet af maksimale stier i fglgende korollar:

Korollar 5.3 En separator S, der er defineret af fladen (x,y,z) indeholder
hgjst seks maksimale orienterede stier. Der er maksimalt tre af disse stier, der
starter i roden. Der er maksimalt to af stierne der starter i en af fladens knuder.

Lokalisering af orienterede stier

Vi ser nu pa hvorledes vi finder de forskellige stier. Vi ved, at de orienterede
stier enten starter i roden r eller i en af knuderne i opdelingsfladen, z, y og z. Vi
starter med at gennemga hvorledes stierne fra roden findes. Herefter beskriver
vi hvorledes stierne fra de resterende knuder findes.

Farvning

Fgr vi identificerer de orienterede stier farves de knuder, der er med i S, sa
de senere kan genkendes. Farvningen starter ved x og vha. forselder-referencer
farves alle knuder pa stien fra x til roden. Pa samme made farves fra hhv. y og
z til roden. Under farvningen gemmes referencer til alle kanter i S. For en given
kant e, gemmes en reference til e i begge de incidente knuder. Referencerne
gemmes i hhv. en udliste og en indliste i alle knuder. Disse referencer til kanter
skal anvendes til at finde de orienterede stier i S. Vi gennemlgber alle knuder i
S under farvningen og denne tager derfor lineser tid.
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Figur 5.5: Eksempler pa forskellige stier, der starter i roden.

Stier fra roden

Vi ved, at der maksimalt er tre stier, der starter i roden. Vi har derfor tre
gensidigt rekursive metoder, der med udgangspunkt i en knude v behandler
situationer, hvor der maksimalt er hhv. en, to eller tre stier fra roden, der
fortseetter under v. Forst betragtes de kanter fra roden, som er med i separatoren
og som blev gemt i en liste, da vi farvede separatoren. Hvis kun en kant udgar
fra roden, kan stien senere dele sig, og blive til hgjst tre stier. Er der to kanter,
kan en af disse dele sig i to stier, sa der i alt bliver tre stier — hvilken der evt.
deler sig, er det ikke muligt at afggre, nar man star i roden. Er der tre kanter,
har vi allerede tre stier og ingen af disse kan dele sig yderligere.

Da vi maksimalt kan konstruere tre stier fra roden, konstruerer vi tre sti-
objekter og roden sattes ind i dem alle. Argumenterne til et rekursivt kald pa en
knude i traeet v er nu bl.a. et antal sti-objekter, der svarer til hvor mange stier,
der maksimalt er under v. Nar vi star i knuden v, indeholder sti-objekterne de
knuder over v, som er med i separatoren — disse er allerede besggt i rekursionen.
Vi beskriver nu hvorledes vi fortsaetter rekursivt, nar vi star i en knude, der
maksimalt kan have enten en, to eller tre stier under sig. Der er fglgende tre
procedurer, som alle eksemplificeres pa figur 5.5. Tegningerne viser de forskellige
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muligheder, nar vi er naet til en knude v.

Maksimalt en sti (max1). Som argument fas et sti-objekt, der indeholder de
knuder, der er over v i den sti, vi er ved at konstruere. Vi saetter v ind i
stien. Hvis der en kant i S, der udgar fra v, kalder vi rekursivt med samme
procedure, max1, pa knuden w, der ligger under under v (figur 5.5 (A)).
Er der ingen kant slutter rekursionen her, og hele stien er fundet.

Maksimalt to stier (max2). Her indsaettes v i begge de sti-objekter, der gives
som argument. Hvis der er en enkelt kant i S, der udgar fra v fortaettes
rekursionen med max2-proceduren fra knuden, w, som kanten peger pa —
stien kan senere deles i to (figur 5.5 (B)). En anden mulighed er, at der er
to kanter, med to endeknuder, w; og wa (figur 5.5 (C)). Er der to kanter,
laver vi to rekursive kald pa hhv. w; og ws til max1-proceduren — da stien
nu deles, kan der ikke ske flere opdelinger. Hvert af disse kald far som
argument et af de to sti-objekter. Er der ingen kanter slutter rekursionen
her. I dette tilfzelde sgrger vi for, at kun det ene sti-objekt gemmes, da
der kun blev en sti.

Maksimalt tre stier. Viindsaetter v i de tre sti-objekter, som er givet. Er der
kun en kant fra v i S kaldes samme procedure rekursivt pa knuden, w,
der ligger for enden af denne kant (figur 5.5 (D)). Bemaerk, at stien senere
kan deles i to eller tre stier. Hvis der er to kanter, hhv. med endepunkt
w1 og we, kan vi som naevnt ikke vide hvilken af dem, om nogen, der fgrer
til to stier leengere nede i grafen. Derfor laver vi forst et rekursivt kald pa
wy med max2-proceduren, da denne gren hgjst kan deles i to. Kaldet gives
to af de tre sti-objekter, som vi er givet. Nar kaldet returnerer, testes om
kaldet resulterede i en eller to stier. Hvis resultatet var én sti, anvender
vi max2-proceduren igen pa wo og sender to sti-objekter med. Resulterede
fgrste kald i to stier, kan den anden kant kun give anledning til en sti,
og derfor anvender vi da max1-proceduren pa wsy (figur 5.5 (E)). Er der i
stedet tre kanter i .5, der udgar fra v, laver vi tre kald til max1-proceduren,
der hver far et sti-objekt som argument (figur 5.5 (F)). Er der ingen kanter
fra v i .9, slutter rekursionen her. Vi sgrger ogsa her for kun at gemme ét
sti-objekt, da stien ikke blev delt.

Alle knuder, der besgges under rekursionen farves med en anden farve end
den hele S er farvet med, for at knuderne senere kan kendes fra resten af S. Nar
rekursionen slutter, er alle stier fra roden fundet. Herefter mangler vi de stier,
der starter i hhv. z, y og z.

Stierne fra roden kan findes i lineser tid, da vi laver et gennemlgb af en del
af separatoren, hvor vi bruger konstant tid i hver knude.

Stier fra z, y og z

Vi konstruerer nu de stier i S, der udgar fra hhv. x, y og z. Vi bemeerker at i
en graf, hvor separatorstierne er udgaende fra roden, er stierne ogsa udgaende
fra x, y og z. Igen er tilfseldet hvor grafens lag er modsat helt analogt.
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<

Figur 5.6: Situationer, hvor der ikke laves stier fra en knude (i begge tilfeelde knuden z).

For vi konstruerer stierne fra x, y og z, afger vi, om der er en eller flere
knuder, der ikke skal laves stier fra. Hvis der ikke laves stier fra en knude, har
det en af fplgende arsager, som eksemplificeres pa figur 5.6.

Knuden ligger pa en anden rodsti. Det kan ske, at en af knuderne, f.eks.
x ligger pa en af stierne mod roden fra en af de andre knuder, f.eks. z, se
figur 5.6 (A). Alle stier, der har udgangspunkt z, er delstier af de stier,
der har udgangspunkt i z. Derfor konstruerer vi i dette tilfzelde ikke stier,
der har udgangspunkt i x.

Roden nar knuden. Nar vi laver stierne fra roden, farver vi som nsevnt de
besggte knuder. Hvis en af knuderne, f.eks. x, er blevet farvet, betyder
det, at den kan nas fra roden, og at den sti, der er mellem = og roden kun
er orienteret i én retning, se figur 5.6 (B). Der kan derfor ikke veere en sti,
der er rettet fra  mod roden.

Knuden er roden. Hvis x, y eller z er roden, er der allerede lavet stier fra
den, da vi starter med at lave stier fra roden.

Nar det er afgjort hvilke af x, y og z, der skal laves stier fra, laves stierne
fra en knude ad gangen. Vi sa tidligere, at der hgjst kan veere to stier fra hver
af disse knuder. Stierne findes ved at lave to sti-objekter og bruger to gensidigt
rekursive procedurer, der virker som max1 og max2, som vi anvendte til at finde
stier fra roden.

Efterarbejde med stierne

Nar alle stier er fundet, skal vi gennemfore folgende skridt for hver sti:

1. Nogle af stierne vender omvendt i forhold til deres orientering. Dette sker
fordi graferne ikke er opbygget ens mht. lag — hvis forste lag vender mod
roden, finder vi stierne bagleens i forhold til deres orientering, da vi jo
starter i roden (tilsvarende for stier vi finder med udgangspunkt i z, y og
z). Vi vender derfor alle stier, sa de fglger deres orientering.
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2. Vi laver en indeksering (nummerering: 1, 2, 3, ...) af knuderne pa hver
sti. Indekseringen gaelder kun for den sti. En knude, der er med i flere
stier, har et indeks tilknyttet for hver af disse stier.

3. Nar en knude er med i separatoren S, betyder det, at knuden ikke er med
i flere rekursive kald af opdelingsalgoritmen, da den ikke optrseder i en
af de delgrafer, der konstrueres. Dette er derfor knudens final call og vi
seetter knuden til at referere til den aktuelle knude i rekursionstraeet.

Hver sti har et nummer, og i den aktuelle knude i rekursionstraeet gemmer vi
nummeret pa den sidste separatorsti, der kan findes pa dette sted i rekursions-
tracet, hvilket er beskrevet i afsnit 5.1.3 og illustreret pa figur 5.2. I kapitel 8
redeggres for, hvorledes de tilknyttede informationer anvendes til at afggre, om
en knude kan na en anden.

5.2.3 Udfarelsestid for vores implementation

Vi opsummerer tidsforbruget for de forskellige skridt. For at forberede H anven-
der vi flere algoritmer fra LEDA, der alle tager tid O(|V(H)|) samt et konstant
antal linesere gennemleb af grafen for at tilfgje information til knuder og kanter.
Denne del af implementationen klares derfor i lineser tid. Vi beskriver kapitel 6
hvorledes opdelingsfladen kan findes i linezer tid. For at finde separatoren og de
orienterede stier, den indeholder, laver vi igen et konstant antal linezre gen-
nemlgb af grafen hvorfor ogsa denne del af implementationen har udfgrelsestid
O(|V(H)|). I kapitel 7 beskriver vi, hvorledes selve opdelingen i delgrafer kan
foretages i lineser tid. Vi kan dermed konkludere, at denne del af vores imple-
mentation foregar i tid O(|V(H)|).

5.2.4 Placering i programmet

Den del af programmet, der finder separatoren og de orienterede stier i denne
findes i reachability/separate.cpp. Vi setter labels pa knuder og kanter i
reachability/label.cpp.



Kapitel 6

Lokalisering af trekant til separation

I dette kapitel redeggres for, at der givet en orienteret, trianguleret, tolags-
graf H, der er indlejret pa en sfare, eksisterer en flade, hvor de tre knuder,
der beskriver fladen giver anledning til en opdeling af grafen. I kapitel 5.1.4
er beskrevet hvorledes en graf opdeles i tre dele af en flade og rodstierne fra
knuderne der afgraenser fladen. I kapitel 5.1.3 beskrives, at vi gnsker, at hver del
af grafen hgjst indeholder halvdelen af grafens knuder. Vi beskriver endvidere i
dette kapitel, hvorledes en passende flade kan findes i linezer tid og hvordan vi i
vores implementation har lgst forskellige problemer og specialtilfeelde, mens vi
har bevaret den linezere udfgrselstid.

Vores implementering af, hvorledes en trekant findes tager udgangspunkt i
en algoritme skitseret i [LT79]. Vi beskriver i afsnit 6.2.1 denne algoritme og i
afsnit 6.2.3 forklarer vi, hvorfor algoritmen ikke umiddelbart kan implementeres.
I dette afsnit beskrives endvidere, hvorledes vi har udfyldt de manglende dele
af algoritmen saledes at den kan realiseres.

6.1 Eksistens af trekant

Grafen H har et tolags-udspeendenede tree T" med en rod r. Kanterne i H har,
som beskrevet i afsnit 5.2.1, en type og dermed kan vi afggre, om en given kant
er en del af det udspasendende tree. En kant, der er en del af det udspsendende
tree kaldes som bekendt en trekant. Enhver trackant har en reference til dens
foraelderkant og det er saledes muligt for enhver knude i H at finde vejen i traeet
op til roden.

Givet en ikke-treekant (v, w) € H vil en delmaengde af kanterne i treeet og
(v,w) danne en cykel, denne kaldes den fundamentale cykel i forhold til kanten
(v,w). En fundamental cykel deler en graf i to dele, se figur 6.1. Kald den
maengde, der er til hgjre for en kant (v, w) for F(v,w). Den naermeste feelles
forfader for v og w (nca(v,w)) vil veere en del af den fundamentale cykel for
kanten (v, w).

Lad v veere en knude i traeet. Vi erindrer, at stien mellem roden og v kaldes
en rodsti og betegnes T'(v). Maengden af knuder pa stien er V(T'(v)). Vi vil forst
give et konstruktivt bevis for, at der eksisterer en trekant, der har de gnskede
egenskaber og i s@tning 6.10 beviser vi, at en trekant kan findes i lineser tid.

35
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77777 ikke traekant
—— trackanter

F(w,v) F(v,w)

Figur 6.1: En kant definerer sammen med det udspaendende trae to meengder af grafen.

Saetning 6.1 Givet en trianguleret graf H, med et udspendende tre T og en
rod, er det muligt at finde en flade (u,v,w) saledes at antallet af knuder i hver
af komponenterne i H\ V(T (u) UT(v) UT(w)) ikke er storre end halvdelen af
knuderne i grafen H.

Bewvis. Opfat grafen som om den er indlejret pa en sfaere. Da H er orienteret, tri-
anguleret og indlejret pa en sfeere er en flade omkranset af tre kanter, endvidere
eksisterer der for enhver kant i H en kant med samme endepunkter, men med
modsat orientering. Givet en trekant (u,v,w) vil hver af de tre komponenter i
H\V(T(u) UT(v)UT(w)) svare til en del, der er afgraenset af en fundamental
cykel i forhold til en af kanterne (u,v), (v,w) og (w,u). Pa figur 6.2 kan de
navngivne komponenter ses.

Veelg en vilkarlig trekant defineret ved (u,v,w) og beregn stgrrelsen af de
tre komponenter. Hvis alle disse er sma nok er vi feerdige, ellers fortseettes. Kun
en af komponenterne kan indeholde mere end halvdelen af knuderne. Antag,
at kanten (v,w) definerer den maengde, der indeholder for mange knuder og
lokaliser trekanten (v, w,y) inden i cyklen, se figur 6.2. Dvs. find knuden y, der
er nabo til v og w og befinder sig i maengden, der er for stor. Beregn stgrrelsen
af de tre nye komponenter, der defineres af den nye trekant. Gentag indtil en
passende trekant er fundet, dvs. en trekant som definerer tre komponenter, der
hver hgjst indeholder halvdelen af grafens knuder.

Vi mangler nu at bevise at processen terminerer. Se pa trekanten (u,v,w)
og antag at meengden F(v,w) indeholder for mange knuder; de to resterende
maengder indeholder da tilsammen mindre end halvdelen af knuderne i H, se
figur 6.2. Ved at lokalisere trekanten (v,y,w) i den stgrste meengde og kigge
pa de nye komponenter ses, at to af disse dannes ved at F(v,w) deles op i to.
Den sidste maengde er de to sma maengder, F(u,v) og F(w,u), slaet sammen
og knuden wu tilfgjet. Hvis de tre nye maengder alle er mindre end F(v,w),
betyder det, at stgrrelsen af den stgrste maengde aftager hver gang en ny trekant
lokaliseres og processen vil terminere. Maengderne F(v,y) og F(y,w) er oplagt
mindre end F(v,w), da de er fremkommet ved en disjunkt opdeling at denne
mangde. Nedenstaende beregning giver os at F(w,v) ligeledes er mindre end
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nea(v, w) nea(y, w)

nea(u,v)

F(w,u) F(w,v)
F(v,w) F(yw)
F(u,v) F(v,y)

Figur 6.2: Givet trekanten (u, v, w) lokaliseres trekanten (w, v, y), der er indeholdt i den stgrste
delgraf.

F(v,w):
[ F (v, w) > [V(H)[/2
U
[ F(w, u) U F(u,0)| < [V(H)[/2
4

[ F(w,0)| < [V(H)|/2

Vi har nu at stgrrelsen af den storste komponent aftager hver gang vi lokaliserer
en ny trekant og processen vil terminere. O

6.2 Metode til lokalisering af en trekant

I de folgende afsnit vil vi beskrive hvordan vi finder en trekant i lineser tid. Ferst
vil vi overordnet beskrive vores algoritme og derefter vil vi i detalje beskrive de
enkelte dele og hvilke specialtilfaclde der eksisterer. Til sidst vil vi argumentere
for tidsforbruget.

Vores algoritme tager udgangspunkt i en algoritme beskrevet i [LT79] ka-
pitel 3, skridt 8 og 9 i hvilken forfatterne opfordrer laeseren til selv at udfylde
de manglende detaljer. Vi erfarede, at det ikke blot var detaljer der manglede,
men derimod nogle vaesentlige dele for at muligggre implementation af algorit-
men. De ting vi zendrer i algoritmen ggr, at der skal laves nogle modifikationer
i beviset for, at trekanten kan findes i lineser tid.

Vi vil starte med at beskrive den overordnede struktur af den foreslaede
algoritme og derefter vil vi i ga i detaljer med de enkelte dele, herunder kommer
vi ind pa hvilke dele af algoritmen vi selv har konstrueret. Vi vil beskrive hvorfor
det har vaeret ngdvendigt at sendre pa dele af algoritmen. Vi vil afslutte kapitlet
med at bevise at trekanten kan findes i lineser tid.
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6.2.1 Algoritmen

I artiklen [ThoO1] henvises udelukkende til [LT79] for hvordan en trekant findes i
linezer tid. Algoritmen for at finde en trekant, der opfylder kravene i seetning 6.1
er overordnet beskrevet i [LT79] kapitel 3, skridt 8 og 9 og er som folger

1. Valg en vilkarlig kant (v, w), der ikke er en del af det udspeendende tree.

2. Beregn stgrrelsen af de to maengder afgreenset af den fundamentale cykel
i forhold til (v, w).

3. Lokaliser knuden ¥, der er nabo til v og w og ligger i den stgrste af de to
maengder.

4. Fglg forzeldrereferencerne fra v, y, og w. Nar stien fra y mgder en sti fra
v eller w kan storrelsen af de tre komponenter beregnes.

5. Stop hvis stgrrelsen af de tre komponenter alle er mindre end halvdelen
af knuderne i grafen. Ellers fortsaettes ved at lokalisere en trekant, der
indeholder en tvillingekant til den gamle trekant, og er inde i den meengde,
der er for stor.

Algoritmen er umiddelbart en simpel rekursiv algoritme, der starter med en
tilfaeldig kant og lokaliserer flader, der er indeholder en given kant, indtil en
passende trekant findes. Fra beviset for seetning 6.1 folger, at ovenstaende al-
goritme terminerer og en trekant findes. Da vi skulle implementere algoritmen
erfarede vi, at der er nogle vaesentlige tilfzelde, der ikke er beskrevet i artiklen.
I de fglgende afsnit vil vi i detalje gennemga de enkelte dele af algoritmen og
beskrive, hvor der er afvigelser fra hvad der er beskrevet i [LT79]. Hvert af de
fglgende afsnit svarer til et punkt i den netop skitserede algoritme.

6.2.2 Udvelg en vilkarlig kant

I LEDAs grafklasse eksisterer en funktion der i konstant tid kan returnere en
vilkarlig kant og denne benytter vi. Hvis den valgte kant er en trackant skal vi
veaelge en anden. Da grafen er trianguleret er en flade defineret af tre kanter.
Mindst én af disse er ikke en traekant, vi kan derfor ved at kigge pa den forrige
og den efterfglgende kant i forhold til fladen og veclge en der ikke er en trackant.
Det er muligt i konstant tid at fa information om den neeste/forrige kant i
forhold til en flade.

6.2.3 Stdrrelsen af maengder defineret ved en fundamental cykel

Vi har fundet en kant (v, w) og ¢nsker at beregne stgrrelsen af de to maengder
F(v,w) og F(w,v), der afgraenses af den fundamentale cykel i forhold til kanten
(v, w). I [ThoO1] henvises til [LT79] kapitel 3, skridt 8 og 9 for hvordan en trekant
findes i lineser tid og herunder beskrives hvordan stgrrelsen af de to maengder
findes. Fgrst vil vi definere nogle begreber. Vi erindrer, at knuder i grafen har
to kantlister; én med udkanter og én med indkanter. Rackkefglgen af kanterne i
listerne er angivet mod urets retning.
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- - - ikke trackant

—— trackant

venstresgskende  hgjresgskende venstresgskende  hgjresgskende

(A) (B)

Figur 6.3: Venstre- og hgjresgskende for en knude v.

- - - ikke trackant

—— trackant

venstresgskende  hgjresgskende venstresgskende  hgjresgskende

(A) (B)

Figur 6.4: Venstre- og hgjresgskende for en kant (v, w).

Definition 6.2 Lad v vere en knude i grafen saledes at vf er forelder til v i
forhold til det udspaendende tre og vff er forelder til vf, se figur 6.3 (A).

En venstresgskende for en knude v, er en knude k som er barn af vf. Kanten
(vf k), er i uf ’s liste af udkanter placeret efter kanten (vf,vff) og for kanten
(vf,v). En hgjrespskende for en knude er defineret tilsvarende.

En venstre- og hgjresgskende for en knude hvis forelder er en rod er define-
ret analogt, se figur 6.3 (B). Den forste kant, er den kant der er forst i rodens
liste af udkanter.

Definition 6.3 Lad (v, w) vere en kant i grafen saledes at wf er forelder til w
i forhold til det udspendende tre, se figur 6.4 (A).

En venstresgskende for en kant (v,w), er en knude k som er barn af w.
Kanten fra w til k, er i w’s liste af udkanter placeret efter kanten (w,wf) og
for kanten (w,v). En hgjresgskende for en kant er defineret tilsvarende.

En venstre- og hgjresgskende for en kant hvis ene endepunkt er en rod er
defineret analogt, se figur 6.4 (B).

Definition 6.4 En venstresum for en knude v, defineres som antallet af knuder
i de deltreeer, der som rod har en en venstresgskende af v. Haojresummen for en
knude og summerne for en kant defineres tilsvarende.
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r A deltre
————— ikke trackant
—— trackanter
akkumuleret akkumuleret
venstresum hgjresum

akkumuleret akkumuleret
hgjresum  venstresum

Figur 6.5: Kanten (v, w) og dens fundamentale cykel. De akkumulerede hgjre- og venstresum-
mer for stierne fra v hhv. w til nca(v,w) er indtegnet.

Definition 6.5 Den akkumulerede venstresum for en sti er summen af ven-
stresummer for knuder pa stien.

Pa figur 6.5 ses de akkumulerede summer for stierne, der begynder med kanten
(v,w) hhv. (w,v) og slutter umiddelbart for nca(v,w).

For at beregne stgrrelsen af maengderne, F(v,w) og F(w,v), afgraenset
af den fundamentale cykel mht. kanten (v, w), folger vi foraeldrereferencer fra
knuderne v og w indtil nsermeste feelles forfader nca(v,w) er fundet. Knuden
nca(v,w) findes ved, at vi skiftevis gar et skridt fra v og fra w, farver de knu-
der vi ser og husker pa hvilken kant en knude er blevet farvet fra. Undervejs
beregnes de akkumulerede venstre- og hgjresummer og vaerdierne gemmes i
de besggte knuder. Nar vi finder nca(v,w) kan vi beregne stgrrelsen af de to
maengder. Forst skal det undersgges i hvilken meengde knuderne fra nca(v, w)
og op til roden befinder sig i, se figur 6.6. Dette afggres i konstant tid ved at
se pa raekkefplgen af de tre kanter, der gar fra nca(v, w) mod w, mod v og mod
roden. Antag at maengden F(v,w) indeholder roden og kald den for F,.(v,w),
se figur 6.6 (B). Vi beregner stgrrelsen af maengden der ikke indeholder roden,
F(w,v), ved at addere to akkumulerede summer og huske at medregne relevante
undertreeer af nca(v,w), se figur 6.5. Vi kan beregne storrelsen af 7, (v, w) idet
vi kender antallet af knuder i grafen og lseengden af stierne fra v hhv. w til
nca(v,w) i det udspaendende tree T'. Vi betegner antallet af kanter mellem to
knuder v og w i T med A(v,w) og stgrrelsen af meengden, der indeholder roden
beregnes som folger:

|Fr(v,w)| = |[V(G)| — |F(w,v)| = Mw, nca(v, w)) — X(v, nca(v,w)) — 1

Vi gnsker, at tiden for at beregne stgrrelsen af meengderne F,(v,w) og
F(w,v) er proportional med summen af lzengden af vejene fra v hhv. w til
nca(v,w). Nar vi beregner storrelsen af (v, w) skal vi huske at medregne un-
dertreeer af nca(v,w), der er i maengden, se figur 6.5. Vi vil gerne kunne beregne
storrelsen af disse undertraeer i konstant tid. Det kraever, at vi for en given knude
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Figur 6.6: Roden af det udspezendende trae befinder sig i F(v, w) eller F(w,v).

fffff ikke trackant
—— trackant vf

Figur 6.7: Mezengden H,(a,b) er markeret.

v og kanter (v,a), (v,b) i konstant tid kan beregne antallet af knuder i under-
trecer af v der ligger mellem kanterne (v, a) og (v, b), se figur 6.7. En kant (v, ¢)
ligger mellem kanterne (v, a) og (v,b) hvis den i v’s liste af udkanter er placeret
efter (v, a) og for (v,b). For en graf H, en knude v og kanter (v, a) og (v,b) kal-
der vi meengden af knuder i deltraeer mellem (v, a) og (v,b) for H,(a,b). Nar vi
beregner akkumulerede summer gnsker vi ligeledes at kunne beregne maengden
Hy(a,b) i konstant tid.

I afsnit 5.2.1 beskrives hvilken information, der tilknyttes knuder og kan-
ter i grafen H. Vi vil kort opremse den information vi bruger i de folgende
beregninger. For en knude v bruger vi, at den indeholder:

e en liste med dens udkanter — raekkefglgen af kanter er i overensstemmelse
med en planar repraesentation af grafen.

e en liste med dens bgrn — rakkefglgen er identisk med knudens liste af
udkanter.

e en liste med prefixsummerne af antallet af knuder i de undertracer som
hvert af dens bgrn er rod i.

e ct indeks, der svarer til hvor v star i sin foraelders liste af bgrn.
Vi bruger ligeledes en del af den infomation som en kant e = (v, w) indeholder:

e ct indeks, der svarer til hvor e star i v’s liste af udkanter.
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o undertrae
e knude
77777 ikke trackant

—— trackant

A a = reference til en traekant

Figur 6.8: Referencer til trackanter.

e hvilken type kant den er

Vi bruger endvidere, at en ikke-trackant har en reference til den efterfolgende
traekant i kildeknudens udkantliste og en traekant har en referencer til sig selv,
se figur 6.8. Kanten fra knuden og til dens forselder har en reference til den
naeste trackant. Denne konstruktion giver anledning til fglgende faktum og vi
skitserer hvorledes i det fglgende.

Faktum 6.6 Givet en graf H med et udspendende tre, en knude v og to kanter
(v,a) og (v,b) er det muligt i konstant tid at beregne storrelsen af mangden
Hy(a,b) der indeholder knuderne i undertraeerne af v mellem kanterne (v,a)

og (v,b).

For kanterne (v,a) og (v,b) finder vi de traekanter, evt. kanterne selv og ikke
forzelderkanten, der ligger umiddelbart efter de to kanter. Knuderne, som disse
kanter peger pa, kender deres nummer i v’s liste af bgrn. Da vi har prefixsum-
merne af antallet af knuder i undertraeerne kan vi i konstant tid beregne antallet
af knuder mellem de fundne kanter. Algoritmen besveerliggores dog af, at a og
b ikke ngdvendigvis kommer i den angivne rackkefplge og at listen skal opfattes
som en cyklisk liste, se figur 6.7 for et eksempel pa dette. Dette sendrer dog
ikke pa, at summen kan beregnes i konstant tid; vi skal blot undersgge hvordan
kanterne (v,a) og (v,b) ligger i forhold til hinanden og om de er trakanter.

Vi har argumenteret for, at beregninger der skal foretages pa en knude tager
konstant tid. Den samlede tid for beregne stgrrelsen af maengderne F, (v, w) og
F(w,v) ma da veere lineaer i leengden af vejene fra v hhv. w til nca(v, w). Dvs.
vi har fglgende:

| Fr(v,w)| og | F(w,v)| kan beregnes i tid O(A(v, nca(v,w)) + AMw, nca(v, w)))

6.2.4 Find en trekant i den stgrste maengde

Vi star med en kant (v, w) og har beregnet pa hvilken side af denne, den stgrste
mangde er. Vi gnsker nu at finde fladen (v,y,w) i denne mengde. Dette er
simpelt, da vi for en kant kan bede om fladen til venstre for kanten og fra
en kant kan vi fa dens tvilling. Dette kan, som beskrevet i kapitel 2.1.2 ske i
konstant tid.
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ST T ey

Figur 6.9: Sammenhaeng mellem en flade i grafen H og det udspaendende trae.

6.2.5 Stgrrelsen af masengder defineret ved brug af en trekant

Nar vi nar punkt 4 i algoritmen star vi med en trekant (v,y,w). Vi kender
storrelsen af maengden F(w,v), defineret af den fundamentale cykel i forhold til
kanten (w,v), idet denne er beregnet i punkt 2. Vi gnsker at beregne storrelsen
af meengderne F(v,y) og F(y,w), se igen figur 6.2.

Ifplge [LT79] kapitel 3, skridt 9 skal vi fra y folge foreeldrereferencer til vi
rammer (w,v)-cyklen i knuden kaldet z, se figur 6.9 (C). Herefter kan vi bruge
samme princip som beskrevet i 6.2.3 til at finde stgrrelsen af den ene maengde
og vi kan beregne storrelsen af den anden maengde hvis vi kender afstanden
fra y til z. Dette er dog ikke altid muligt; stien fra nca(v,w) til roden kan
befinde sig inden i maengden vi gnsker at beregne storrelsen af og nar vi fglger
foraeldrereferencer fra y kan vi mgde en knude pa denne sti og vi vil derfor aldrig
ramme en knude pa (w, v)-cyklen, se figur 6.9 (A) og (B). Det er i artiklen [LT79]
ikke beskrevet hvordan dette tilfaclde skal handteres. For at lgse problemet har
vi redefineret z pa folgende made: Knuden z defineres til at veere punktet hvor
stien fra y fgrst mgder en sti fra v eller w. Pa figur 6.9 ses fire forskellige
illustrationer hvor knuden z er fundet. Vi benytter folgende fremgangsmade for
at beregne stgrrelsen af de gnskede maengder::

1. Ga et skridt fra skiftevis v, w og y. For knuderne v hhv. w beregnes den
akkumulerede venstre- hhv. hgjresum og for y beregnes bade hgjre- og
venstresum. Disse summer gemmes i knuderne pa stierne.

2. Hvis stien fra v eller w gar ud af cyklen (ved nca(v,w), se figur 6.9 (A)
og (B)) skal dybden af knuden nca(v,w) gemmes, saledes at afstanden
mellem nca(v,w) og z kan beregnes. Hvis stien fra v hhv. w nar nca(v, w)
markeres dette, hvis den anden sti efterfglgende nar til nca(v, w) stopper
vi med at folge foreeldrereferencer fra denne knude.

3. Stop nar stierne fra v og y eller w og y mgdes. Det er nu muligt at
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beregne stgrrelsen af meengderne F(v,y) og F(y,w), hvilket beskrives i
nedenstaende afsnit.

Vi gar skiftevis et skridt fra hver af knuderne v, w og y. For at kunne afggre
hvilke stier der mg@des farves hver sti med en farve, og samtidig markeres hvilken
kant en knude er blevet farvet fra. For hvert skridt afggres om andre fgr har
vaeret ved denne knude, hvis ikke farves knuden, de relevante summer beregnes
og resultatet gemmes i knuden. Hvis stierne fra v og y eller w og y mgdes kan
vi beregne storrelsen af meengderne.

Vi bruger tre forskellige beregningsmetoder alt efter hvilken situation vi
befinder os i. De tre metoder vi nu vil gennemga, lgser problemerne, der opstar
i forbindelse med de fire situationer der er illustreret pa figur 6.9. Situationen
skitseret pa billede (D) lgses som i (A) eller (B). Situationerne er deckkende
for, hvad der kan ske, nar man folger foraldrereferencer fra knuderne v, w og
y; enten mgder stien fra y cyklen eller ogsa gor den ikke. Hvis stien ikke nar
cyklen, se figur 6.9 (A) og (B), kan roden veere til hgjre eller til venstre for stien
fra y. Hvis stien fra y rammer cyklen, vil dette enten ske mellem knuderne v
hhv w og nca(v,w) eller i nea(v,w), se billede (C) og (D).

Vi antager i den fglgende gennemgang, at det er stierne fra w og y der
mgdes. I tilfeeldene (A) og (B) betyder det, at A(w, nca(v,w)) < A(v, nca(v,w)).
I tilfeelde (C), at A(w, 2)+A(y, 2) < Ay, nca(v, w))+A(v, nca(v, w)) og i tilfaelde
(D) at AMw, nca(v,w)) + Ay, nca(v,w)) < Ay, z) + A(v,z). Det vil sige, at vi
altid gar den korteste mulige vej rundt om en af de maengder vi gnsker at
beregne stgrrelsen af. Tilfseldet hvor det er stierne fra v og y der mgdes er
analogt.

Se figur 6.9 (A). Antag at stierne fra w og y mgdes i knuden z og at stien fra
w har passeret nca(v, w). Forst skal vi afggre om roden befinder sig i meengden
F(y,w). Dette afggres i konstant tid, ved fra z at se pa raekkefglgen af kanterne
mod y, mod v og mod roden. Antag at roden befinder sig i F(y,w). Vi har
beregnet den akkumulerede hgjresum for stien fra w til z og den akkumulerede
venstresum fra y til z. Faktum 6.6 giver os, at tiden for at beregne de akku-
mulerede summer er lineser i leengden af stierne som beregningerne foretages
pa. Vi mangler at medregne maengden af knuder mellem z og roden og antallet
af knuder i undertraeer af z, der befinder sig i F(y,w). Enhver knude kender
antallet af knuder i det trae det selv er rod i. Vi har referencer til roden og til z
og kan derfor beregne antallet af knuder mellem z og roden i konstant tid. Fra
faktum 6.6 har vi, at antallet knuder der befinder sig i undertraeer af z mellem
stien mod w og mod y ligeledes kan beregnes i konstant tid. Samlet har vi nu,
at udferselstiden for at beregne stgrrelsen af meengden F(y,w) bliver lineser i
antallet af knuder vi besgger. Vi kan beregne |F(v,y)| ved at bruge folgende
beregningsmetode:

Formel 6.7 |F(v,y)| = |F(v,w)| — |F(y,w)| — Ay, z) — AM(nca(v,w), 2)

Det tager oplagt konstant tid at beregne storrelsen af F(v,y) blot vi har bereg-
net |F(y,w)| og vi far da:

|F(v,y)| og |F(y,w)| kan beregnes i tid O(A(w, z) + Ay, 2))
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Antag at stierne fra w og y medes i knuden z, at stien fra w har passeret
nca(v,w) og at roden ikke befinder sig i F(y,w), se figur 6.9 (B). Som i det
ovenstaende, kan storrelsen af F(y, w) beregnes ud fra de akkumulerede summer
for stierne fra w hhv. y til z og sterrelsen af undertracerne af z, der befinder sig
i F(y,w). Vived dette tager tid linesert i antallet af besggte knuder. Vi bruger
formel 6.7 til at beregne storrelsen af F(v,y) og far igen:

|F(v,y)| og |F(y,w)| kan beregnes i tid O(A(w, z) + Ay, 2))

Se figur 6.9 (C). Antag at stierne fra w og y mgdes og at stien fra w ikke har
passeret nca(v,w). Stien fra nca(v, w) til roden kan ikke befinde sig i meengden
F(y,w), da nca(v,w) ikke er pa randen af meaengden. Storrelsen af F(y,w)
beregnes ud fra den akkumulerede hgjresum pa stien fra w til z, venstresummen
pa stien fra y til z og antallet af knuder i undertreeer af z, der befinder sig
i maengden F(y,w). Disse beregninger kan foretages i linezer tid i antallet af
knuder vi besgger. Nar vi har beregnet storrelsen af F(y, w) og kender storrelsen
af maengden F (v, w) og afstanden fra y til z kan vi bruge fglgende simple formel
til at beregne storrelsen af F(v,y).

Formel 6.8 ‘f(v7y)‘ - ’.7:(?},10)‘ - "F(va)’ - )‘(yvz)
Disse beregninger tager konstant tid og samlet far vi endnu engang at:
|F(v,y)| og |F(y,w)| kan beregnes i tid O(A(w, z) + A(y, 2))

Antag at stien fra w mgdes med stien fra y i nca(v,w), se figur 6.9 (D).
Forst skal vi afgore om roden r befinder sig i F(y,w). Hvis r befinder sig i
F(y,w), beregnes storrelsen af meengden som i situation (A) ellers bruger vi
samme beregningsmetode som i situation (B). Udfgrelsestiden bliver som i de
ovenstaende tilfeelde.

Vi har nu argumenteret for, at tiden for at beregne stgrrelsen af maengderne
F(v,y) og F(y,w) er proportional med antallet af knuder der besgges. Vi erin-
drer, at dette er det samme som den korteste vej rundt om en af meengderne,
fraregnet kanten (v, w). Vi nedskriver dette som et korollar:

Korollar 6.9 |F(v,y)| og |F(y,w)| kan beregnes i tid O(min(A(w,y), A(v,y)))

6.2.6 Iteration

Vi har i punkt 4 beregnet stgrrelsen af tre komponenter defineret ved brug
af en trekant. Hvis de alle indeholder mindre end halvdelen af grafens knuder
er vi feerdige. Hvis en komponent, f.eks. F(v,y), indeholder for mange knuder
lokaliserer vi i konstant tid en knude i komponenten, der er nabo til v og y. Vi
har derved fundet en ny trekant og kan fortssette algoritmen fra punkt 4. Vi
har i seetning 6.1 bevist, at algoritmen terminerer.
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6.2.7 Tidsforbrug for at finde en trekant

Vi vil i dette afsnit bevise, at en trekant, der opfylder kravene beskrevet i
seetning 6.1 og er konstrueret som beskrevet i afsnit 6.2.1 kan findes i lineser
tid. Vi har skrevet vores egen udgave af dette bevis, da der i beviset i [LT79]
pa side 188 er antaget, at vi er i tilfzeldet illustreret pa figur 6.9 (C). Dvs. at vi
ved at folge foraeldrereferencerne fra y vil ramme (w,v)-cyklen.

Kald antallet af flader i grafen H for F(H). Da H er sammenhangende og
planar har vi fra Eulers seetning antallet af flader er linesert i antallet af knuder.

Saetning 6.10 Givet en orienteret, trianguleret, planar graf H, med et udspen-
dende tre T og en rod, er det muligt i tid O(V(H)) at finde en flade (u,v,w)
saledes at antallet af knuder i hver af komponenterne i H\V(T (u)UT (v)UT (w))
tkke er stgrre end halvdelen af knuderne i grafen H.

Bewvis. Vi har i afsnit 6.2.1 beskrevet algoritmen, der finder en trekant. I det
fglgende vil vi gennemga algoritmen punkt for punkt og bevise, at den kan
udfgres i lineser tid i antallet af flader.

I punkt 1 skal der udveelges en vilkarlig kant i H. Vi har i afsnit 6.2.2
beskrevet hvorledes dette kan udferes i konstant tid.

I punkt 2 skal vi givet en kant (v, w) beregne stgrrelsen de to meengder, der
er afgreenset af den fundamentale cykel i forhold til (v, w). Vi har i afsnit 6.2.3
beskrevet hvorledes dette kan gores i tid O(A(v, nca(v, w)) + M w, nca(v, w))),
hvilket oplagt tilhgrer O(F(H)).

Punkt 3, hvor der skal findes en knude, der ligger pa randen af en flade, kan
som beskrevet i afsnit 6.2.4 udfgres i konstant tid.

Punkterne 4 og 5 gentages indtil en passende trekant findes. Vi koncentrerer
os om punkt 4, da punkt 5 kan udfgres i konstant tid. Under punkt 4 skal vi
beregne stgrrelsen af to maengder, se figur 6.9. Vi har i afsnit 6.2.5 beskrevet,
hvorledes stgrrelsen af maengderne findes ved at besgge alle kanter pa den korte-
ste vej rundt om maengden med den mindste omkreds. Udfgrelsestiden er lineser
i antallet af kanter der besgges. Nar vi har beregnet stgrrelsen af maengderne
laver vi efterfplgende kun beregninger pa den storste af disse og den mindste
maengde ser vi bort fra.

Antag at antallet af kanter, der besgges rundt om mengden med den mind-
ste omkreds er k. Da en flade beskrives af tre kanter, indeholder den mindste
mangde mindst k/2 flader, se figur 6.10. Dvs. antallet af flader vi efterfolgende
ser bort fra er linesert i antallet af kanter, der besgges. Algoritmen terminerer
fgr vi har valgt at se bort fra alle grafens flader og antallet af flader er som
tidligere naevnt linesert i antallet af knuder. Vi har nu argumenteret for, at
algoritmen kan udfgres i lineger tid. O
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——  traekant

77777 ikke traekant

Figur 6.10: Flader incidente med traekanter

6.2.8 Placering i programmet

Den del af vores implementation, der givet en forberedt tolagsgraf finder en
passende flade findes i reachability/findTriangle.cpp.



Kapitel 7

Opdeling af tolagsgraf

I dette kapitel beskriver vi, hvorledes vi givet en trianguleret tolagsgraf H med
et udspesendende trae T', samt en flade (x, y, z) opdeler grafen i op til tre delgrafer,
der ligeledes er tolagsgrafer. Vi argumenterer for, at denne opdeling kan udfgres
i lineser tid. Vi har i kapitel 6 vist, hvorledes denne flade findes, saledes at den
definerer en opdeling af H. I denne opdeling deles H i tre delgrafer, hvoraf ingen
indeholder mere end |V(H)|/2 knuder.

Vi starter med en kort teoretisk gennemgang af, hvorledes opdelingen af H
foretages. Herefter giver vi en detaljeret beskrivelse af vores implementation,
hvor vi ogsa kommer ind pa specialtilfeelde.

7.1 Opdeling i delgrafer

Vi er givet en trianguleret tolagsgraf H med et udspsendende tree 7' med rod
r og trekantet opdelingsflade (x,y,z) der definerer separatoren S, som er en
samling rodstier, der definerer en opdeling af H. Rodstierne T'(x), T'(y), T'(z)
som udggr S, gar mellem roden r og hhv. x, y og z. Rodstierne angiver de dele,
vi deler grafen op i. Vi beskriver nu hvorledes grafen deles op.

Fladen og de tre rodstier definerer som naevnt tre dele af grafen, som det
kan ses pa figur 7.1. Del 1 omkranses af kanten (z,y) og af rodstierne T'(z) og

Figur 7.1: Delene, som grafen deles i. Del 1 defineres af (z,y), del 2 af (y, z) og del 3 af (z, x).

48
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Figur 7.2: Eksempel pa, at en graf opdeles og bliver til tre nye grafer.

T(y), der enten som her mgdes i roden, eller mgdes i en knude for roden. De
andre dele omkranses ligeledes af en kant i trekanten og to rodstier.

Da separatoren S bestar af rodstier, er S sammenhaengende og vil altid
indeholde 7. Vi kan nu trackke S sammen til én knude, r’, og grafen vil stadig
veere sammenhangende. Derfor kan vi lave tre nye grafer, hvor hver graf bestar
af 7/, knuderne fra én af de tre dele samt kanter, der har disse knuder som
endepunkter. Kanterne, der gar til og fra r’, er de kanter, som i den oprindelige
graf gik til og fra de knuder, som nu er blevet sammentrukket til /.

Et eksempel pa, hvordan en graf opdeles i tre mindre grafer ses pa figur 7.2.
Her ses fgrst grafen, hvor de tre knuder z, y og z er fundet. Herefter er rodstierne
og roden, r, trukket sammen til den nye rod 7’. Sidst er grafen delt op i tre
mindre grafer.

Hvis en af kanterne i den flade, som grafen opdeles efter, er en traekant, vil
der blive en delgraf mindre, da den del af H’, der er mellem det udspsendende
tree og denne kant vil veere tom. Der vil saledes kun veere to delgrafer. Hvis to
af kanterne er treekanter, vil to dele veere tomme og der vil kun veere en enkelt
delgraf. Dette vender vi tilbage til i afsnit 7.2.1.

Under opdelingen ser vi fgrst pa alle knuder i separatoren og de incidente
kanter, nar separatoren sammentraekkes. Herefter ser vi pa alle de tilbagevae-
rende knuder og kanter, som hver skal med i en graf. Dog skal ' indsaettes i
alle tre grafer. Da alle knuder og kanter besgges et konstant antal gange, er

udferelsestiden for denne fase O(|V(H)|).
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Figur 7.3: Hvis en eller to af kanterne i opdelingsfladen er traekanter, vil opdelingen resultere
i feerre delgrafer. (A) En treekant, to delgrafer. (B) To treekanter, en delgraf.

7.2 Implementation

Vi beskriver i dette afsnit, hvorledes vi har implementeret opdelingen af en
tolagsgraf H i delgrafer vha. separatoren S.

Hver delgraf er defineret af en kant i den valgte flade, f.eks. (z,y) og delen
er afgreenset af kanten samt de to rodstier fra endepunkterne pa kanten, f.eks.
rodstien T'(z) mellem x og r samt rodstien 7'(y) mellem y og 7. Der er nu tre
dele, hhv. defineret af kanterne (z,v), (y,z) og (z,z), se figur 7.1. Dog kan en
del veere tom, hvis den definerende kant er med i det udspaendende trae. Dette
beskrives og illustreres i det fglgende afsnit. Vi beskriver herefter hvorledes vi
for en ikke-tom del, konstruerer en delgraf med de rette knuder og kanter. Vi
afslutter med en opsummering af udfgrelsestiden for opdelingen.

7.2.1 Muligheder for faerre dele af H

Vi ser nu pa hvordan der bliver faerre end tre delgrafer af H, nar en eller to af
kanterne i opdelingsfladen (z,y, z) er med i det udspaendende trze.

Pa figur 7.3 betragtes tilfselde, hvor en eller to af de kanter, der er i opde-
lingstrekanten, er med i det udspaendende trae. Her kan vi observere, hvordan
der bliver en delgraf mindre for hver af kanterne, der tilhgrer det udspsendende
trae. Dette skyldes, at det der ligger mellem en kant og det udspaendende treae
er tomt, hvis kanten selv er en del at det udspsendende tree.

Nar vi finder delgrafer undersgger vi om en kant er en treckant, fgr vi ser pa
den del af H, som defineres af kanten. Hvis den ikke er en traekant, konstruerer
vi delgrafen, der er defineret af kanten.

7.2.2 Konstruktion af en delgraf

Vi ser nu pa en kant, som vi kalder (a,b), og skal konstruere den delgraf, der
hgrer til den del af H, som (a,b) definerer. Vi kalder denne del af grafen for



7.2. Implementation 51

nca(a,b)

Figur 7.4: H,y): Delen af H', som defineres af (a,b).

Hqp), se figur 7.4. En kant (a,b) definerer altsa netop én del, som ligger til
venstre for T'(a) og til hgjre for T'(b). Alle knuder, der ligger i det indre af H )
skal med i delgrafen. Kanter, som svarer til kanter i den originale graf, som
har mindst et endepunkt i H(, ;) skal med i delgrafen. En sadan kant kalder
vi en original kant. Vi bemaerker dog, at hvis en original kant er med i det
udspeendende trze, kaldes den ogsa en trekant. Vi bemeerker, at vi med den
originale graf mener grafen som dekomponeres, dvs. den graf, der optraeder i
det gverste kald i rekursionen — denne er en af G;-graferne. De kanter vi ikke
tager med, er f.eks. kanter, som er indsat under trianguleringen.

Vi starter med at finde den neermeste faelles forfader for a og b1 7', nca(a, b).
Vi observerer, at denne forfader kan vaere roden, men at den ikke ngdvendigvis
er det. Hvis nca(a,b) er roden, vil roden ligge pa stien, der afgraenser Hp-
Hvis nca(a,b) ikke er roden, vil roden enten ligge udenfor eller inden i den
aktuelle del H(,p), jf. figur 7.5.

Forskellige omrader skal afsgges for knuder, der skal med i vores delgraf, alt
efter hvilken af de neevnte tilfzelde, vi befinder os i. Tilfseldet, hvor roden ligger
pa stien, behandles pa samme made som tilfeeldet, hvor roden ligger udenfor
delen. Vi har derfor to tilfeelde; tilfeeldet, hvor roden ikke er i Hq ) og tilfeeldet
hvor roden er i H,p).

Hvis roden ikke ligger i H(,y), afsgger vi folgende omrader, for at finde
knuder og kanter, der skal inkluderes i den nye delgraf, se figur 7.5 (A). Numrene
i nedenstaende liste svarer til numrene pa figuren.

1. Omradet til venstre for stien mellem a og nca(a,b) (Inklusiv a, eksklusiv
nca(a,b)).

2. Omradet til hgjre for stien mellem b og nca(a,b) (Inklusiv b, eksklusiv
nca(a,b)).

3. Omradet rundt om nca(a,b), der ligger mellem de to stier.

Hvis roden befinder sig inden i delen, afsgger vi folgende omrader, se fi-
gur 7.5 (B). Igen svarer numrene pa figuren til numrene i nedenstaende liste.

1. Omradet til venstre for stien mellem a og nca(a,b) (Inklusiv a, eksklusiv

nca(a,b)).
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Figur 7.5: Rodens placering ift. H, ;). (A) Roden er ikke i det indre af H, ). (B) Roden er
i det indre af H(q p).

2. Omradet til hgjre for stien mellem b og nca(a,b) (Inklusiv b, eksklusiv
nca(a,b)).

3. Omradet til venstre for stien mellem nca(a,b) og r (Inklusiv nca(a,b),
eksklusiv 7).

4. Omradet til hgjre for stien mellem nca(a,b) og r (Inklusiv nca(a,b), eks-
klusiv r).

5. Omradet rundt om 7.

Nar vi afsgger et omrade, finder vi de traekanter, som har et endepunkt
pa stien, der afgreenser H(, og det andet endepunkt i det indre af H(,y)
(eksempler kan ses pa figur 7.6). Nar en sadan kant er fundet, folger vi den i
retning mod det indre af H(, ) — alle knuder og originale kanter vi mgder, ligger
idet indre af H(, ;) og skal med i den nye delgraf. Vi erindrer, at originale kanter,
er kanter, der svarer til en kant i den originale graf (inklusiv traekanter) — det er
disse kanter, vi vil have med i vores delgraf. Vi fortsasetter med at fglge trackanter
indtil alle knuder og kanter vi kan na er fundet.

I de folgende afsnit beskrives, hvorledes de rette trackanter findes for de
forskellige omrader samt hvordan det afggres, hvilket af de to neevnte tilfeelde
vi befinder os i mht. rodens placering. Opgaverne gennemgas i den rackkefglge
de udfgres i.

Omradet til venstre for stien mellem a og nca(a,b)

Vi ser pa hver knude pa stien for sig og finder de traekanter, der leder fra denne
knude ind i H,p)-

For den forste knude a vaelges de kanter, der ligger mellem kanten (a,b) og
den fgrste kant i stien fra a mod nca(a,b). Vi starter i sidstnaevnte kant, gar
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Figur 7.6: Omradet til venstre for stien mellem a og nca(a,b). (A) viser den fgrste knude. (B)
viser en af de gvrige knuder.

mod uret (da vores kantlister er ordnede mod uret). Vi veaelger alle kanter, vi
mgder, indtil vi megder (a,b), hvor vi stopper. Se figur 7.6 (A).

De naeste knuder behandles tilsvarende. For en knude v findes de kanter, der
ligger i retning mod uret mellem de to kanter, pa stien mellem a og nca(a,b),
der er incidente med v. Vi starter ved den kant pa stien, der findes i retning
mod nca(a,b) og gar mod uret til vi finder kanten, der findes pa stien i retning
mod a. Se figur 7.6 (B).

Vi bemaerker, at vi slutter i den sidste knude pa T'(a) inden nca(a,b) og
dermed star med den sidste kant pa T'(a) for nca(a, b) — denne kant skal anvendes
nar vi finder rodens placering, samt nar vi afsgger de gvrige omrader, hvorfor
vi gemmer en reference til denne kant, som vi kalder e,.

Omradet til hgjre for stien mellem b og nca(a,b)

Dette omrade findes pa en tilsvarende made som ovenstaende omrade. Denne
gang skal vi dog have de kanter, der ligger til hgjre for den sti, vi ser pa. Vi
bytter derfor om pa, i hvilken kant vi starter og slutter, men gar stadig mod
uret. Dermed far vi de kanter, der ligger pa modsatte side end fgr. Her star vi
til sidst med den sidste kant pa T'(b) for nca(a,b), som vi gemmer en reference
til. Vi kalder denne kant e.

Afggrelse af rodens placering

Vi har nu fundet de omrader (1 og 2), der er felles for begge placeringer af
roden. Derfor afggr vi nu hvor roden er placeret, inden vi fortseetter med at
afsgge de gvrige omrader.

Hvis roden ligger i det indre af H,p), vil vi mgde kanten mod roden, hvis
vi i knuden nca(a, b) gar mod uret fra e, mod e, se figur 7.7 (A). Hvis vi ikke
moder kanten mod roden, er roden udenfor H, ), som vi kan se pa figur 7.7 (B).
Vi gennemlgber derfor alle de kanter, der er incidente med nca(a,b) i retning
mod uret, og ser pa i hvilken raekkefglge vi mgder kanterne mod hhv. roden, a
og b. Vi har let adgang til disse tre kanter, som er hhv. foraelderkanten samt e,
og ep. Forstnaevnte findes i labelen for nca(a,b) og de sidstnaevnte har vi gemt
referencer til, da vi afsggte de to forste omrader.
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Figur 7.8: Forste knude i omradet til venstre for stien mellem nca(a,b) og roden.

Omradet rundt om nca(a,b) mellem de to stier

Dette udfgres kun hvis vi er i tilfeeldet, hvor roden er udenfor H(, ;). Vi starter
i e, og veelger de kanter vi mgder, nar vi gar i retning mod uret, indtil vi
mgder e,. Igen folger vi de traekanter vi meder mod det indre af H, ), for at
finde knuder, der skal med i delgrafen. De gnskede kanter, e, og ey, er igen til
radighed, da vi har sgrget for at gemme referencer til dem.

Omraderne til venstre/hgjre for stien mellem nca(a,b) og roden

Dette udfores kun hvis vi er i tilfeldet, hvor roden er i det indre af H(,y).
Metoderne til at finde de rette kanter i disse omrader er analoge til metoderne
vi anvender for omrade 1 og omrade 2. Den forste kant i disse tilfeelde er dog
hhv. e, og ep, hvor de i de forste tilfaelde var kanten mellem a og b. Pa figur 7.8
viser vi hvordan de rette kanter i omradet til venstre for stien mellem nca(a, b)
og r findes ud fra den ferste knude, nca(a,b).

Omradet rundt om roden

Dette udfgres kun hvis vi er tilfeeldet, hvor roden er i det indre af Hgyp). Vi
starter i den sidste kant pa separatorstien — denne er incident med roden. Vi gar
mod uret og veelger alle de kanter vi mgder, til vi igen er tilbage ved startkanten.
P& denne made bliver alle kanter omkring roden valgt, bortset fra den, der er
med i separatoren.
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7.2.3 Udfarelsestid for vores implementation

Vi ser nu pa udfgrelsestiden for vores implementation af opdelingen af en graf
H vha. en separator S. Vi gennemlgber to af separatorens rodstier for hver del
vi finder, dvs. hver rodsti gennemlgbes to gange. Dette giver derfor et bidrag
til udfgrelsestiden, der er lineser i stgrrelsen af S, der igen er lineser i stgrrelsen
af H. Hver kant, der ikke er med i .S besgges op til to gange — en gang fra hvert
endepunkt, og der anvendes konstant tid for hvert besgg til at se pa kanten
og dens incidente knuder. Dette giver da ligeledes et bidrag til udfgrelsestiden,
der er linesert i stgrrelsen af H. Den samlede udfgrelsestid af opdelingen er da
lineser i storrelsen af H.

7.2.4 Placering i programmet

I reachability/partition.cpp findes den del af programmet, der konstruerer
delgraferne.



Kapitel 8

Forbindelser over separatorer

Vi har nu en tolagsgraf, H, som vi kan dele op i tre delgrafer vha. en separator
S, som beskrevet i kapitel 5-7. Separatoren bestar af op til seks orienterede stier,
hvilket vi redeggr for i afsnit 5.2.2. Naeste skridt i algoritmen er at repraesentere
orienteret reachability over disse separatorstier pa en effektiv made.

Vi ser forst pa, hvordan en knude v kan na en knude w i en af delgraferne
under dekompositionen. I forbindelse med dette vil vi se pa, hvilke informationer
der er ngdvendige for at kunne afggre spgrgsmal om reachability.

Vi laver forbindelser mellem knuder og separatorstierne, som indikerer, at
en knude kan na en sti hhv. nas fra en sti. I dette kapitel definerer vi forbindel-
ser over separatorstier og vi beskriver sammenhaengen mellem forbindelser og
reachability samt hvorledes forbindelser anvendes til at afggre reachability.

8.1 Reachability i en graf med separatorer

Hvis vi ser pa dekompositionen af en af vores tolagsgrafer G;, kan vi se pa,
hvorledes en knude v kan na en knude w. Nar vi pa et sted i lgbet af dekompo-
sitionen star med en tolagsgraf H, som opdeles af en separator S kan vi veere i
to situationer ift. knuderne v og w i H (situationerne illustreres pa figur 8.1):

Figur 8.1: Separatoren S deler H i tre dele. Enten kommer v og w i samme del (billede A og
B), ellers adskilles de af S (billede C).
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1. Separatoren S deler H i tre dele, hvor v og w er i samme del, dvs. de
to knuder adskilles ikke fra hinanden. Dermed vil v og w optraede i en
delgraf H’, som der kaldes rekursivt pa i dekompositionen. Der er to
mader, hvorpa der kan veere en sti fra v til w i H. Enten forlader stien fra
v til w H' og krydser en sti i S (billede (A)) ellers findes stien indenfor
H' (billede (B)).

2. Separatoren S deler H i tre dele, hvor v og w er i hver sin del. Dermed er
H den sidste graf i dekompositionen, der indeholder bade v og w. I denne
situation har v udelukkende mulighed for at na w vha. en sti, der krydser
en stii S (billede (C)).

For at kunne svare pa reachability-spgrgsmal skal vi sgrge for at have infor-
mation om alle stier mellem knuder i en delgraf H, som krydser en af stierne i
separatoren S. Vi bemaerker, at en sti P fra v til w som er indeholdt i en delgraf
H' af H, som det ses pa figur 8.1 (B), senere i dekompositionen vil komme til at
krydse en separator — dette vil senest ske, nar v og w adskilles. Den information,
vi har behov for at gemme, er da netop informationen om stier, der krydser de
separatorer, der laves i vores dekomposition.

Faktum 8.1 En knude v nar en knude w i G; hvis og kun hvis, v nar w via
en sti der krydser en separatorsti i en af de grafer i dekompositionen, der inde-
holder v og w (dvs. de separatorstier der adskiller v fra w i G;).

Vi vil i resten af kapitlet beskaeftige os med hvorledes vi i vores datastruktur
opbevarer information, der repraesenterer stier, der krydser en separatorsti.

8.2 Forbindelser over separatorstier

I det fglgende vil vi definere begreberne forbindelse og forbindelse over sepa-
ratorsti. Separatorstierne vi anvender, er de op til seks orienterede stier, som
separatoren S bestar af — identifikationen af disse er beskrevet i afsnit 5.1.3.
Hvorledes separatorstierne er nummereret er beskrevet i afsnit 5.1.3.

Definition 8.2 Vi siger at der er en forbindelse fra en knude v til en knude a
pa en separatorsti Q hvis v kan na a, og hvis a er den forste knude pa @, som
v kan na, se figur 8.2 (A). Vi siger at der er en forbindelse til v fra a, hvis a
kan nd v, og hvis a er den sidste knude pa Q, der nar v, se figur 8.2 (B).

Hvis der er en forbindelse fra v til a pa Q siger vi ogsa, at v forbinder til a
pa Q.

Definition 8.3 Vi siger at en knude v nar en knude w over en separatorsti Q,
hvis der er en sti P fra v til w, der skerer Q. Hvis v nar w over @, siger vi
ligeledes, at der en forbindelse fra v til w over @Q, se figur 8.2 (C).

Vi har nu, at forbindelser mellem knuder kan sammenszttes til forbindelser
over stier. En sadan forbindelse indikerer, at der findes en vej mellem to knuder.
Forbindelser over separatorstier er netop den konstruktion, som er ngdvendig,
for at vi kan repraesentere orienteret reachability, jf. nedenstaende faktum.
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Figur 8.2: (A) Forbindelse fra v til a pa @ — a er den forste knude pa @, som kan nas fra v.
(B) Forbindelse til v fra a pa @ — a er den sidste knude pa @, der kan na v. (C) Forbindelse
fra v til w over Q.

Figur 8.3: Forbindelse fra v til w over Q.

Faktum 8.4 Der er en sti fra v til w over QQ hvis og kun hvis v nar en knude
a pa Q og w kan nas fra en knude b pa QQ, hvor a og b er samme knude eller
hvor a kommer for b pa Q, se figur 8.3.

Pa figur 8.3 ses et eksempel pa en forbindelse fra v til w over @, hvor v nar
a pa @ og w nar b pa ). Ovenstaende faktum giver anledning til, at vi gnsker
at veere i stand til at undersgge i konstant tid, om a kommer for b pa (). Dette
kan lade sig gore, hvis knuderne pa hver separatorsti indekseres i retning med
orienteringen af stien.

Definition 8.5 Lad i(a,Q) vere indekset for a pa Q. Hvis i(a,Q) < i(b,Q),
sa er a samme knude eller en tidligere knude pa Q ift. b.

For at kunne afggre, om to givne knuder kan na hinanden over en given
separatorsti, skal alle forbindelser, der gar fra knuder i H til knuder pa en sti
Q i separatoren, identificeres. Ligeledes skal forbindelser, der gar fra knuder pa
en separatorsti () til knuder i H, identificeres. Hvorledes forbindelserne findes,
beskrives i det konstruktive bevis for fglgende lemma.

Lemma 8.6 Givet en orienteret graf H og en orienteret sti Q, kan alle forbin-
delser mellem knuder i H og knuder pa Q identificeres i linecer tid.

Beuvis. Fgrst findes forbindelser fra ). Vi laver et gennemlgb af @, der starter
i s sidste knude, som vi kalder ¢. Vha. et bredde forst-gennemlgb, finder vi
alle de knuder i H, der kan nas fra ¢, se figur 8.4 (A). Der skal pr. definition
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Figur 8.4: Knuderne, der kan nas fra den sidste knude ¢ pa Q.

Q

>e1

Figur 8.5: Hvis en knude, x pa en sti P, kan nas fra ¢, kan de resterende knuder pa P ogsa
nas fra t.

veere forbindelser til alle disse knuder fra ¢ pa Q. Indekset for ¢ pa @ (i(t,Q))
gemmes i de knuder ¢ nar, da t er den sidste knude pa ) der kan na disse —
dette gaelder ogsa t selv. Vi fjerner nu alle knuder (inkl. ¢ selv), der kan nas fra
t fra H og ). Derefter kaldes rekursivt pa resten af H og Q.

Udfgrelsestiden er lineser, da hver kant kun besgges en gang og for hver gang
en kant besgges, anvendes konstant tid.

Korrektheden folger af disse to punkter:

1. @ bliver ved med at veere en orienteret sti, fordi hvis ¢ kan na en knude,
x,1Q, sa kan t ogsa na alle knuder efter x. Derfor vil det altid veere et
suffiks af @), der bliver fjernet, og det resterende af ) er dermed stadig en
orienteret sti. Se figur 8.4 (B).

2. De eneste forbindelser, der gdeleegges, nar vi fjerner knuder, er de forbin-
delser fra t, som vi netop har identificeret. Dette ses ved at betragte en sti
P, fra en knude pa @ til en knude v i H. Hvis en knude, x, fra P fjernes,
ma t kunne na denne knude og dermed ogsa na v, hvilket betyder, at v
forbinder fra ¢ pa Q. Se figur 8.5.

Forbindelser til @) findes analogt. Her startes i )’s forste knude, s, og vi ser
pa knuder, der kan na s (vha. bredde forst-gennemlgb mod kanternes retning)
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separator

Figur 8.6: En separator sammentrakkes til en ny rod r’, hvorved der skabes stier, der gar
over roden.

og fortsaetter derefter med resten af (). Vi far pa denne made den forste knude
pa @, som en knude v kan na. O

Vi observerer her, at en knude v far tildelt to indekser for hver separatorsti
Q, der opdeler en graf, som v er med i. De to indekser er et indeks for den
sidste knude pa @, som kan na v, samt et for den forste knude pa @, som v
kan na. Da rekursionsdybden af dekompositionen er logaritmisk, er v med i et
logaritmisk antal kald (og dermed i et logaritmisk antal delgrafer). I hvert kald
er der et konstant antal separatorstier. Antallet af indekser, der skal gemmes
for en knude v, bliver derfor O(log(|V(G;)l|)), hvor G; er den forste graf i den
rekursive opdeling.

Vi bemaerker, at nar der laves forbindelser til eller fra en sti, der indeholder
roden, laver vi ikke forbindelser til og fra roden. Dette skyldes, at der kan skabes
stier over roden ikke er stier i den oprindelige graf. Hvorledes stier over en rod
kan opsta, er illustreret pa figur 8.6. Dog vil der i den fgrste tolagsgraf G
vaere en rod, der svarer til en knude i den oprindelige graf. For ikke at skulle
behandle dette som et specialtilfeelde, har vi tilfgjet en ekstra knude til den
forste tolagsgraf G, som er rod i denne graf. Dette er beskrevet i afsnit 4.2.1.
Hvis vi ikke havde tilfgjet den ekstra knude, ville vi have et specialtilfaelde i
Gy, hvor der godt matte vaere forbindelser til og fra roden. Den ekstra rod er
derfor indsat for at afskaffe dette specialtilfeelde.

8.2.1 Tidsforbrug og pladsforbrug

Vi kan konkludere, at det tager linezer tid at finde forbindelserne til og fra en
separatorsti @, ifglge lemma 8.6. For stien ) gemmes et indeks i alle knuder,
der kan nas fra @) samt et indeks i alle knuder, der kan na @. Pladsforbruget
for indekser til og fra @) er da ogsa linesert.

Da der hgjst er O(log(|V(G;)|)) stier i de grafer en knude v er med i nar
vi rekursivt opdeler G;, vil v hgjst gemme O(log(|V(G;)|)) indekser. Det sam-
lede pladsforbrug for forbindelser der gemmes i knuder i en tolagsgraf er da

O(nlog([V(Gi)l))-
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8.3 Implementation

I vores implementation anvender vi konstruktionen fra beviset for lemma 8.6
til at beregne indekser for hvilke knuder pa en sti @), der kan na hhv. nas fra
en knude v. For hver knude v beregnes altsa et indeks pa den fgrste knude pa
Q, som v kan na, samt et indeks for den sidste knude pa ), som kan na v.
Indekserne gemmes i lister i knuderne. For en sti ) anvendes klart lineser tid.

En forskel i vores konstruktion i forhold til beviset for lemma 8.6 er, at vi
ikke sletter knuder og kanter i grafen. Hver knude v i grafen far en indliste
(ind,) og en udliste (ud,), som de beregnede indekser gemmes i. For hver sti
Q seetter vi de beregnede indekser ind i hver liste i en knude v safremt der
er en forbindelse hhv. til stien fra v og fra stien til v. Vi kan derfor anvende
leengderne af ind, og ud, til at afggre, om knuden v er besggt for den aktuelle
sti. Leengderne af listerne anvendes pa denne made som en farvning, der gor,
at det er ungdvendigt at slette knuder og kanter fra grafen. Har en knude
ikke en forbindelse hhv. til eller fra en tidligere sti (eller flere), fyldes listen op
med indgange der er —1, til den har den rigtige laeengde, inden et nyt indeks
indsaettes. Da der i de kald, hvor knuden v optraeder i opdelingen af grafen G; i
alt er O(log(|V(G;)|)) separatorstier, vil ind, og ud, fa en leengde, der ligeledes
er O(log(V(Gi)).

Vi bemaerker igen, at vi har indsat en ekstra knude som rod i Gy. Nar vi
star med en tolagsgraf H, vil roden i H da altid veere en knude, der ikke findes
i den oprindelige graf GG. Roden er enten denne ekstra knude eller en knude,
der er fremkommet ved kontraktion af lag eller separatorer. Vi skal derfor ikke
finde veje, der gar hen over roden i en tolagsgraf. Nar vi laver forbindelser fra
hhv. til en knude pa en separatorsti (), der indeholder roden, laver vi da ikke
forbindelser fra hhv. til roden.

Vi finder altsa i lineser tid forbindelser hhv. fra og til en sti . Nar vi
rekursivt opdeler grafen G; og finder forbindelser over alle separatorstier, er
pladsforbruget for alle forbindelser O(|V(G;)|log(|V(G;)])), da pladsforbruget i
hver knude er O(log(|V(G)])).

8.3.1 Placering i programmet

Funktionerne, som konstruerer forbindelserne til og fra en given sti findes i
reachability/connection.cpp.
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Samlet datastruktur og forespgrgsler

I dette kapitel gennemgas, hvorledes den samlede datastruktur er komponeret.
Vi vil opsummere vores beviser angaende forbrug af tid og plads og bevise
at begge dele tilhgrer O(nlog(n)). Herefter folger en beskrivelse af hvorledes
datastrukturen kan anvendes til at svare pa, om en given knude v kan na en
anden knude w og vi vil argumentere for, at en foresporgsel kan besvares i tid
O(log(n)).

Strukturen af programmet, der udggr vores reachability-orakel, er illustreret
i bilag A.

9.1 Samling af datastrukturen

I dette afsnit giver vi en kort gennemgang af, hvorledes de forskellige konstruk-
tioner, der er beskrevet i kapitel 4-8 sammensaettes til en datastruktur, der kan
anvendes til at afggre reachability. Vi afslutter med at vise at datastrukturen
fylder O(nlog(n)) og at konstruktionstiden ligeledes er O(nlog(n)).

9.1.1 Basisrekursion

Givet en orienteret, planar graf G anvendes konstruktionen i kapitel 4 til at re-
ducere problemet til at omhandle tolagsgraferne Go-Gj_1. Vi arbejder nu med
en tolagsgraf H med tilhgrende udspaendende trae T'. I fgrste skridt i rekur-
sionen, er H en af graferne Go-Gy_1. For tolagsgrafen H udferer vi folgende
skridt:

e Vi forbereder H ved at triangulere den og tilfgje labels, som beskrevet i
afsnit 5.1.1. Denne del af algoritmen udfgres i lineser tid.

e Vi finder en trekantet flade, der definerer en opdeling af grafen i tre dele,
som hver hgjst indeholder halvt sa mange knuder som H. Eksistensen af
en sadan flade er bevist i ssetning 6.1. Fladen kan findes i linezer tid —
dette vises i seetning 6.10.

e Vi finder separatoren S, som er defineret af den netop lokaliserede flade.
De orienterede stier identificeres. Disse skridt beskrives i kapitel 5, hvor

62



9.1. Samling of datastrukturen 63

vi ogsa viser, at der maksimalt er seks sadanne stier. Denne del udferes
ligeledes i lineser tid.

e For hver af de orienterede separatorstier laver vi nu forbindelser. For en
sti @ laves forbindelser fra @ til alle knuder i H, som kan nas fra Q.
Tilsvarende laves der forbindelser fra knuderne i H til ). Forbindelserne
gemmes i hver knude i to lister — listerne findes i knuderne i den graf Gj,
som H er en delgraf af. I listerne gemmes indekserne for hvilken knude i
hver sti, der kan nas fra/na til knuden. Leengden af listerne er altsa det
samlede antal separatorstier, der findes i grafer, hvor knuden forekommer.
For hver sti tager denne procedure lineser tid, og da der er et konstant
antal stier, er den samlede udfgrelsestid for denne fase lineser. Hvorledes
vi finder forbindelser er beskrevet i kapitel 8.

e Grafen H deles op vha. separatoren S. Vi konstruerer i lineser tid op til
tre nye delgrafer. Denne fase beskrives i kapitel 7.

e Vi udfgrer rekursivt disse skridt pa hver af de konstruerede delgrafer.
Rekursionsdybden er logaritmisk, da grafernes stgrrelse som minimum
halveres for hvert kald. Da der er et konstant antal separatorstier i hvert
kald, vil der veere O(log(|V(G;)|)) separatorstier pa en sti fra roden til et
blad i rekursionstraeet for Gj.

Da alle skridt, der foretages i et kald tager linezer tid, og da rekursionsdyb-
den er logaritmisk, er udfgrelsestiden for den basale rekursion for en graf G;
O(|V(G;)|log(|V(G1)])). Pa hvert niveau i rekursionen findes hgjst seks orien-
terede separatorstier, hvorfor listerne af forbindelser i knuderne hgjst forleenges
med seks. Derfor far listerne hgjst leengde O(log(|V(G;)|)). Det samlede plads-
forbrug for lister ved alle knuder er da O(|V(G;)|log(|V(G;)|))-

9.1.2 Rekursionstraeer

Undervejs i rekursionen skaber vi et rekursionstree — der skabes altsa et rekur-
sionstrae for hver af graferne Go-Gj_1. Hvert rekursivt kald C' i opdelingen af
G; repracsenteres ved en knude i det tilsvarende rekursionstree. Bgrnene til knu-
den er de knuder, der svarer til rekursive kald der foretages i kaldet C. Nar vi
gemmer et rekursionstrae gemmer vi ligeledes en reference til roden i traeet.

Nummerering af separatorstier

Vi erindrer nu, at vi i afsnit 5.1.3 beskrev, hvorledes separatorstierne blev num-
mereret saledes at den fgrste separatorsti i et kald fik et nummer hgjere end
den sidste sti i forazelderkaldet. Nummeret pa den sidste sti i et kald kaldes
separatornummeret for dette kald.

Knuder i et rekursionstrae

Vi kan nu forklare indholdet af rekursionstraeet. En knude i rekursionstraeet
bestar af folgende dele:
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Figur 9.1: Den samlede datastruktur, som er et array af rekursionstraeer med rod. Der er en
indgang i arrayet for hver af tolagsgraferne Go-Gr—1

e Den graf H, der blev behandlet pa dette sted i rekursionen.
e Roden i det udspsendende tree i H
e Retning pa H'’s forste lag (indgaende til roden eller udgaende fra roden)

e En liste over de orienterede separatorstier, der findes i den separator, som
anvendes til at dele H op med.

e Separatornummeret, dvs. nummeret pa den sidste separatorsti, der findes
i denne knude i rekursionstraeet.

Samlet datastruktur

Et rekursionstrae (med rod) som det vi her har beskrevet, konstrueres for hver
af tolagsgraferne Go-Gi_1 og gemmes i et array. Dette array af rekursions-
traeer udger den endelige reachability-datastruktur, som nu kan danne grund
for svar pa reachability-forespgrgsler. Den samlede datastruktur er illustreret
pa figur 9.1.

9.1.3 Ressourceforbrug for oraklet

Den samlede stgrrelse af tolagsgraferne Go-Gi_1 er linezr i stgrrelsen af den
oprindelig graf G ifglge. seetning 4.6.

Dekompositionen for G;, som er en af graferne Gy-G_1, kan udfgres i tid
O(|V(G;)|log(|V(G1)])). Under denne skabes rekursionstraeet, der er bidraget
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til oraklet, som svarer til GG;. Den samlede udfgrelsestid for konstruktionen af
oraklet for grafen G er da O(nlog(n)), da den samlede storrelse af Go-Gy_1 er
lineger i storrelsen af G.

Med et tilsvarende argument er pladsforbruget for oraklet O(nlog(n)).

9.1.4 Placering i programmet

Basisrekursionen er implementeret i reachability/reachability.cpp samt
reachability/separate.cpp. Implementationen af et rekursionstree findes i
klassen reachability/RecursionTree. Den samlede datastruktur er imple-
menteret i klassen reachability/ReachabilityOracle. Alle generelle typede-
finitioner, der anvendes i programmet, har vi samlet i reachability/types.cpp.

Hvorledes de forskellige klasser og filer indeholdende funktioner arbejder
sammen, har vi illustreret i et diagram, der findes i bilag A.

9.2 Forespgrgsler

Givet den samlede datastruktur, der er komponeret af rekursionstraeer for hver
af graferne Go-G_1, vil vi nu beskrive, hvorledes vi givet to knuder v og w
afggr, om v kan na w. Vi argumenterer for, at udferelsestiden for en sadan
foresporgsel er O(log(n)).

9.2.1 Feelles grafer

Forste skridt i en forespgrgsel er at finde ud af, i hvilke af tolagsgraferne G-
Gj—1 vi kan finde v og w. Vi ved hvilke lag v og w tilhgrer (vi har gemt ¢(v) hhv.
t(w) i knuderne), og kan derfor beregne hvilke grafer v og w tilhgrer. Hvilke lag
v og w er i kan slas op i konstant tid i v og w. Hvis ingen af graferne indeholder
bade v og w ved vi, at ingen vej kan eksistere fra v til w, hvilket er bevist i
seetning 4.4. Er dette tilfeeldet returneres falsk pa foresporgslen. Er det ikke
tilfzeldet, vil der veaere en eller to grafer, der indeholder bade v og w. Vi laver en
forespgrgsel i hvert at de rekursionstrzeer vi har konstrueret for grafen/graferne,
der indeholder v og w. Returnerer en sadan sandt returneres ligeledes sandt,
ellers returneres falsk. I det folgende afsnit gennemgar vi, hvorledes vi kan lave
en forespgrgsel i rekursionstraeet for en tolagsgraf G;. Vi argumenterer for, at
en sadan foresporgsel kan foretages i tid O(log(|V(G;)|)).

9.2.2 Forespgrgsel i rekursionstraet for G;

Vi antager, at vi er givet knuderne v og w, som begge er indeholdt i grafen G;,
samt at vi er givet det konstruerede rekursionstrae for grafen G;. Vi gnsker at
afggre, om v kan na w i Gj.

Vi skal se pa de rekursive kald, hvor bade v og w er med i den tilhgrende
delgraf. Da vi har gemt det sidste kald en knude er med i (final call) for alle
knuder ved vi hvilke kald, knuderne er med i. En knude er med i netop de kald,
der findes i rekursionstraeet pa stien, der gar fra knudens final call til roden i
rekursionstraeet. De kald, som v og w begge er med i, er altsa de kald, der ligger
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e

X |rod 1 rekursionstraeet

1

X

1

nca(v,w)

v’s final call
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Figur 9.2: Rekursionstraeet for en graf ;. Kaldene markeret med X er de kald, vi betragter,
nar vi laver en forespgrgsel pa knuderne v og w.

pa den falles del af disse stier. Det sidste kald i tracet, der indeholder bade v
og w, er den narmeste faelles forfader for v’s final call og w’s final call. Denne
knude kalder vi nca(v,w). De kald, der indeholder v og w er nu de kald der
ligger pa stien, der gar fra roden i rekursionstreeet til nca(v, w). Hvilke knuder
i rekursionstraeet vi betragter, kan ses illustreret pa figur 9.2. Vi starter altsa
med at finde nca(v,w), hvilket tager tid O(log(|V(G;)|)) pga. rekursionstraeets
hgjde.

Knuden nca(v, w) indeholder et separatornummer s, som er nummeret pa
den sidste orienterede separatorsti, der findes pa stien fra roden til denne knude
i rekursionstraeet. Vi kan nu gennemga separatorstierne fra 0-s for at afggre, om
v nar w over en af disse stier. For hver separatorsti (), som har nummer hgjst
s, finder vi indekset 7, pa den fgrste knude pa ), som v kan na, hvilket slas
op i ud,. Ligledes finder vi indekset i,, pa den sidste knude pa @), som kan
na w, hvilket slas op i ind,,. Hvis i, < iy, kan v na w over den orienterede
separatorsti (). Er dette tilfeeldet, returnerer vi sandt. Er dette ikke tilfeeldet
for en af stierne, returneres falsk.

En illustration af knuden v, der nar knuden w over stien @); ses pa figur 9.3.
Indekserne i, og i, er slaet op pa den j’te plads i hhv. ud, og ind,,, og disse
svarer til knuder pa @);, og hvis i, < 4, kan v na w over (), som det ses pa
tegningen. Storrelsen af ud, og ind,, er O(log(|V(G;)|)), svarende til antallet af
separatorstier i kald, der indeholder hhv. v og w.

Vi skal hgjst undersgge O(log(|V(G;)|)) stier, da der er et konstant antal

stier pa hvert niveau i rekursionstraeet, og dette har logaritmisk hgjde. Det tager
konstant tid at afggre, om v nar w over en givet sti (). Derfor kan det afggres i

tid O(log(|V(G;)])) om v nar w i Gj.
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,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Figur 9.3: Knuden v nar knuden w over @Q;. Indekserne i, og i, der er slaet op i ud, og ind.,
svarer til knuder pa stien Q;. Da i, < i, kan v na w over Q.

9.2.3 Udfgrelsestid for en forespgrgsel

For hver graf G;, der indeholder v og w anvendes tid O(log(|V(G;)|)) for at
besvare en forespgrgsel. Da den samlede stgrrelse af tolagsgraferne Go-Gy_1 er
lineger i storrelsen af G (jf. seetning 4.6), vil denne udforelsestid veere O(log(n)).

Der er hgjst to af tolagsgraferne Go-Gy_1, der indeholder v og w. Derfor er
den samlede udfprelsestid for en foresporgsel ligeledes O(log(n)).

9.2.4 Placering i programmet

Klassen reachability/ReachabilityOracle, der implementerer den samlede
datastruktur, indeholder metoden query, der foretager en forespgrgsel.
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Eksperimentel evaluering

Vi har efter endt implementation foretaget eksperimenter, der har forskellige
formal. Disse formal er:

e At sandsynligggre korrektheden af de resultater, som forespgrgsler i reach-
ability-oraklet returnerer. Her tester vi op mod en kendt korrekt algo-
ritme.

e At lave statistik over vores forbrug af ressourcer, dvs. at lave statistik over
hvor lang tid det tager at konstruere oraklet, hvor lang tid en forespgrgsel
tager samt hvor meget oraklet fylder.

e At teste om hgjden af dekompositionen af tolagsgraferne er logaritmisk i
antallet af knuder i graferne.

e At lave statistik over, hvorvidt vores eksperiment, hvor vi valgte at finde
maksimale orienterede stier i separatoren giver meerkbart feerre stier, end
hvis vi blot fandt alle sti-dele.

Vi har i hgj grad lavet test pa forskellige typer af automatisk genererede grafer.
I afsnit 10.1 vil vi beskrive, hvordan vi genererer grafer til brug i forbindelse
med test.

I afsnit 10.2 beskriver vi, hvorledes vi har testet korrektheden af vores
reachability-orakel og vi konkluderer, at vi ikke har kunnet konstruere grafer
hvor en forespgrgsel giver et forkert svar.

Vi beskriver i afsnit 10.3 hvorledes vi har undersggt pladsforbruget af vo-
res orakel. Ud fra de test vi laver ser det ud til, at den forventede greense
pa O(nlog(n)) overholdes. Pa trods af, at det ser ud til, at oraklet fylder
O(nlog(n)) er det faktiske hukommelseforbrug temmeligt hgjt. Det skyldes,
at det ikke har veeret et mal for os at optimere pa pladsforbruget. Vi vil i af-
snit 10.3.2 skitsere hvordan vi for en konkret graf med 10.000 knuder far brugt
godt 200 MB.

I afsnit 10.4 beskriver vi de test vi har foretaget for at undersgge forbruget
af tid. Vi har testet pa, hvor lang tid det tager at opbygge mindre dele af orak-
let og vi har set pa den samlede konstruktionstid. Endvidere har vi undersggt
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hvor lang tid det tager at lave forespgrgsler til vores orakel og vi har sammen-
lignet vores svartider med en linesertids-algoritme, der kan svare pa de samme
forespgrgsler.

I det sidste afsnit kigger vi pa antallet af maksimale orienterede stier vi finder
i separatorer og vi sammenligner dette antal med, hvor mange orienterede stier
en mere simpel algoritme ville finde.

Vores test er kgrt pa en 1 GHz Pentium III processor med en 256 kB cache
og 1 GB hukommelse.

10.1 Testgrafer

Vi bruger metoder fra LEDA-biblioteket til at genere planare grafer. En tilfeeldig
planar graf med n knuder og m kanter konstrueres ved fgrst at generere en
maksimal planar graf med n knuder og efterfglgende fjerne tilfzeldige kanter
til det gnskede antal er opnaet. En maksimal planar graf genereres ved forst
at konstruere tre knuder og forbinde dem med kanter. De resterende knuder
tilfgjes en ad gangen, ved at placere dem i en tilfseldig flade og forbinde knuden
med kanter til de knuder, der beskriver fladen. Nar knuder tilfgjes i forbindelse
med generering af tilfzeldige planare grafer nummereres de i den rasekkefplge
de indsattes i grafen. Vi har observeret at der er en overvejende tendens til
at kanter gar fra en knude med et lavere nummer til en knude med et hgjere
nummer. Maden hvorpa graferne genereres medfgrer, at graden af knuder med
et lavt nummer er markant storre end graden af knuder med et hgjt nummer.

Vi bruger LEDASs funktioner til at generere tilfaeldige grafer, men vi sendrer
efterfolgende pa graferne for opna, at vores program tvinges ud i forskellige
situationer.

For at undga at kanter ofte gar fra en knude med et lavt indeks til en
knude med et hgjere indeks lgber vi altid kanterne i en genereret graf igennem
og bruger LEDAs tilfaeldighedsgenerator til at afggre hvilken vej en kant skal
vende. Dette gger sandsynligheden for, at der eksisterer en sti fra en knude med
et hgjt nummer til en knude med et lavt nummer.

Vi gnsker at generere testgrafer hvor antallet af lag (definition 4.2) varierer,
da dette giver os mulighed for at teste hvorledes forbruget af plads og tid varierer
nar antallet af lag varierer. Hvis vi bruger LEDA-funktioner til at generere
tilfeeldige grafer vil der i en graf med 10.000 knuder og tre gange sa mange
kanter typisk veere ca. 3 lag og det forste lag vil typisk indeholde omkring 90%
af grafens knuder. Vi har provet at variere antallet af kanter i forhold knuder,
men dette har ikke givet nogen maerkbar forskel i antallet af lag. I stedet har vi
valg at generere graferne ved at seette dem sammen af delgrafer, se figur 10.1.
Vi beslutter hvor mange knuder n og delgrafer ¢ der skal veere i grafen. Derefter
genererer vi i af LEDASs tilfeeldige grafer hver med n/i knuder og 3*n /i kanter.
Vi saetter graferne sammen i en kaede med to modsatrettede kanter mellem hver.
Tilsidst laver vi en sti af alternerende kanter fra den fgrste og den sidste graf. Vi
lader roden veere den fgrste knude i en alternerende sti, pa denne made sikrer
vi 08, at der i de forste grafer kun vil veere fa knuder. Den anden alternerede
sti medfgrer, at de sidste grafer ligeledes har fa knuder. Vi kalder graferne, der
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Figur 10.1: Eksempel pa hvorledes vi genererer grafer.
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er opbygget som skitseret pa figur 10.1 for grafer bygget op af i delgrafer.
I de folgende testafsnit vil vi arbejde med forskellige typer af genererede
grafer og vi vil for hver test beskrive hvilken type af grafer vi har arbejdet med.

10.2 Test af korrektheden af resultaterne

Vi har naturligvis testet de enkelte dele af programmet efterhanden som vi har
implementeret dem. Nar vi laver en rekursiv dekomposition af en tolagsgraf har
vi efterfolgende kunnet undersgge om opdelingen er foretaget korrekt i det vi
gemmer de enkelte delgrafer ved hvert rekursivt kald. Efter at alle delene er
sat sammen har vi har implementeret en simpel bredde-forst algoritme til at
teste, om der er en sti fra en knude til en anden. Pa en graf med 1000 knuder
og tre gange sa mange kanter tager det godt et par minutter for os at teste
om vores resultatet er korrekt for et hvert par af knuder. Vi har derfor ikke
lavet systematiske test med grafer med mere end 1000 knuder. Pa grund at
storrelsen af vores program har vi ikke pa nogen made sikret os, at alle delene
af koden bliver udfgrt i forbindelse med de test vi har lavet. Vi har i stedet
testet korrektheden af programmet med grafer, der indeholder 3 — 1000 knuder
og er opbygget pa forskellig vis:

1. Tynde grafer (grafer med fa kanter i forhold til knuder)
2. Taette grafer (bl.a. maksimale planare grafer)
3. Grafer bygget op af mange delgrafer

4. Grafer bygget op af fa delgrafer

De forskellige typer af grafer er opbygget med henblik pa to ting; at variere
antallet af tolagsgrafer, der konstrueres og variere antallet af forbindelser mellem
knuder i grafen. Derudover varierer vi antallet af knuder i testgraferne.

De korte test har alle givet korrekte resultater. Dette er naturligvis ikke et
bevis for at vores orakel altid giver korrekte resultater, men blot en indikation
af, at den made vi genererer grafer sandsynligvis ikke far vores program til at
give ukorrekte resultater.

10.3 Pladsforbrug for reachability-oraklet

Vi har testet om vores implementation af datastrukturen overholder de viste
greenser for plads. Dette gores ved at male pladsforbruget umiddelbart for og
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efter oraklet opbygges. Hvis vi under opbygningen af vores orakel leaker hukom-
melse vil det med de test vi laver se ud som om oraklet fylder flere bytes end det
reelt ggr. Vi har naturligvis veeret omhyggelige med ikke at leake hukommelse.
Vi har forsggt at bruge et profileringsvaerktgj (purify [pur]) til at hjeselpe os med
at undersgge om vi under opbygningen af oraklet far frigivet den ngdvendige
hukommelse, men det har desveerre ikke veeret muligt for os at fa det til at
samarbejde med LEDA.

Vi har testet stgrrelsen af oraklet for grafer med op til 30.000 knuder og tre
gange sa mange kanter, se figur 10.2. Givet en graf med 30.000 knuder fylder
oraklet godt 600 MB, hvilket lige knap er stgrrelsen af den tilgaengelige hukom-
melsen i den maskine vi arbejder pa. Vi har ikke arbejdet med storre grafer, da
det for disse tager for lang tid at opbygge oraklet. Vi har lavet en testsuite hvor
vi 10 gange beregner pladsforbruget af grafer af stgrrelse 1000, 2000, . .. , 30.000.
For hver testsuite har vi varieret antallet delgrafer, som den feerdige testgraf
er opbygget af, fra en til ti. Dette giver os grafer med 6 til 28 lag, dvs. 5 til
27 tolagsgrafer. Typisk bestar den forste og den sidste graf af meget fa knuder.
Det betyder, at en stor procentdel af knuderne er med i to tolagsgrafer. Vi vil
sidst i afsnittet diskutere testresultater hvor procentdelen af knuder, der er i to
grafer er mindre.

Vi har i afsnit 9.1.3 argumenteret for at pladsforbruget af vores orakel er
O(nlog(n)). Worst-case er, nar alle knuder er i to tolagsgrafer og antallet af
lag er minimalt. Hvis vi holder antallet af knuder fast og reducerer antallet af
delgrafer, reduceres antallet af lag i den endelige graf. Nar antallet af lag re-
duceres, gges storrelsen af de enkelte lag, dvs. stgrrelsen af tolagsgraferne gges.
For hver tolagsgraf G; opbygger vi et rekursionstrze, hvis hgjde er logaritmisk i
antallet af knuder 1 G;. En knude i rekursionstraeet svarer til et i rekursivt kald
i algoritmen, der deler grafen op ved brug af separatorer. I hvert rekursivt kald
lave vi en kopi af de dele af grafen, vi arbejder videre med. Det betyder, at hvis
hgjden af rekursionstraeet gges laver vi flere kopier af knuderne og kanterne. En
knude v i G; er med i maksimalt O(log(V(G;))) knuder i rekursionstraeet; den er
med indtil den bliver en del af en separatorsti. For hver gang v er med i et rekur-
sivt kald skal den indeholde information om forbindelser til og fra separatorer
i delgrafen. Hvis rekursionstraeet er hgjt, er der til hver knude tilknyttet mere
information end hvis tracet er lavt. Pa figur 10.2 ser vi, at nar antallet af lag
reduceres, gges pladsforbruget, dvs. vores testresultater stemmer fint overens
med teorien. Det bgr bemaerkes, at vores orakel fylder temmeligt meget. Vi vil
i afsnit 10.3.2 give et eksempel pa hvorledes vi far vores orakel til at fylde sa
meget.

Pa figur 10.2 kan vi tydeligt adskille de forskellige lag. En forklaring pa
dette er, at vi i vores test ikke har varieret antallet af knuder i de delgrafer
som den endelige testgraf er opbygget af. Det betyder, at storrelsen af lagene
for grafer, der er bygget op af samme antal delgrafer og med det samme antal
knuder ikke vil variere meget. Nar storrelsen af lagene er rimelig konstant vil
hgjden af rekursionstraeerne ikke variere meget. Det er hovedsaglige hgjden af
rekursionstraeerne, der er afggrende for hvor meget oraklet fylder.

Vi har lavet test hvor vi bygger testgrafen op af en enkelt af LEDASs tilfzeldige
grafer og hvor vi ikke tilfgjer to altenerende stier. Vi har dog vendt orienteringen
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Oraklets pladsforbrug i forhold til antallet af knuder i grafen
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Figur 10.2: Forholdet mellem antallet af knuder i grafer med varierende antal lag og sterrelsen
af det konstruerede orakel.

Oraklets pladsforbrug i forhold til antallet af knuder i grafen
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Figur 10.3: Forholdet mellem antallet af knuder i grafer med fa lag og storrelsen af det
konstruerede orakel.
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pa et tilfaeldigt udsnit af kanterne. Pa figur 10.3 ses denne test. Nar vi genererer
grafer pa denne made, bliver der kun fa lag. Det forste lag bliver storre end de
sidste lag hvilket betyder, at mange af knuderne kun vil veere i én tolagsgraf.
Vi kan pa figur 10.3 se at vi far to niveauer. Det nederste niveau er fra grafer,
der har et eller to lag og alle knuderne er i én tolagsgraf. Uanset hvordan vi
bygger testgraferne op, ser det ud til at pladsforbruget er O(nlog(n)).

10.3.1 Hgjden af dekompositionen

Under opbygningen af oraklet laver vi en hierarkisk dekomposition af tolags-
grafer G;. Dekompositionen laves ved, at G; deles op i delgrafer ved brug af
separatorer. Hver delgraf ma ikke indeholde mere end halvdelen af knuderne i
G;. Hvis dette er opfyldt vil hgjden af dekompositionen blive O(log(V(G;))).
Vi har lavet en raekke test, der undersgger forholdet mellem antallet af knuder
i en delgraf og hgjden af dekompositionen. Dataene ses afbilledet pa figur 10.4,
bemaerk at x-aksen er logaritmisk. Vi har indtegnet en logaritmisk funktion
sammen med vores data og det kan ses at vores beregnede resultater stemmer
overens med teorien. For hver hgjde af dekompositionen, er der en del forskel
pa hvor mange knuder der er indeholdt i graferne, det skyldes at delene som
graferne deles op i ikke er lige store.

10.3.2 Stgrrelsen af pladsforbruget

Nar vi opbygger vores orakel for en graf G starter vi med at konstruere to-
lagsgraferne G;. Hermed kopieres kanter og knuder i G op til 2 gange. Nar vi
opbygger rekursionstraeet for en tolagsgraf G; tager vi i hvert rekursivt kald en
kopi af den del af grafen vi skal arbejde videre med. Derudover indeholder en
knude i en tolagsgraf en stor maengde information, der bruges nar diverse bereg-
ninger skal foretages. Endeligt indeholder oraklet informationen om forbindelser
og separatorstier.

Vi har kigget pa en graf med ca. 10.000 knuder og 30.000 kanter og undersggt
hvorledes pladsforbruget stiger under opbygningen af det endelige orakel. Vi
har specielt fokuseret pa hvad der sker nar vi opbygger rekursionstraset for en
tolagsgraf med mange knuder. Nar vi star med en tolagsgraf H behandler vi
den som fglger:

e Trianguler grafen.
e Sat labels pa knuder og kanter.

e Find en trekant, find separatorstier og lav forbindelser over separatorsti-
erne.

e Konstruer delgraferne og kald rekursivt.

Vi har genereret en graf med fa lag, hvor sterrelsen af den fgrste og den
sidste tolagsgraf er minimal. Antallet af knuder i tolagsgraferne er fordelt som
fglger:
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Tolagsgraf | Antal knuder | Antal kanter
Gy 4 3
G 7.141 21.155
Go 10.000 29.990
Gs 2.864 4.444
Gy 5 4

En del af rekursionstraeet fra GG7 kan ses pa figur 10.5. Tallet ved siden af
knuderne i rekursionstracet er antallet af knuder i den tolagsgraf, der arbejdes
med pa det givne sted i rekursionen. Vi kalder de tre dele som G; opdeles i pa
gverste niveau for Hy, Hy og Hs. Vi vil nu gennemga hukommelsesforbruget pa
udvalgte steder i programmet. De naevnte tal er i kilobytes.

LEDA har konstrueret grafen G 11.760
G;’erne er konstrueret 28.624
(G1 er trianguleret og er en tovejsgraf 32.672
Knuder i G har faet labels 32.752
En trekant i G er fundet og forbindelser er beregnet 33.416
Delgraferne af G er konstrueret 37.344
Rekursionstraeet for H; er konstrueret 62.108
Rekursionstraeet for Hy er konstrueret 85.276
Rekursionstraeet for Hy og dermed for G er konstrueret | 89.192
Rekursionstraeet for G er konstrueret 179.704
Rekursionstraeet for Gg er konstrueret 208.132
Rekursionstraeet for G4 er konstrueret og oraklet er opbygget | 208.136

Vi kan ud fra ovenstaende tabel se hvordan vi far brugt over 200.000 kB.
Som ventet stiger pladsforbruget kraftigt nar vi opbygger rekursionstraeerne for
Gj-graferne. Det forste man skal ggre, hvis man vil nedbringe pladsforbruget,
ma derfor veere at slette tolagsgraferne efterhanden som den relevante maengde
information beregnes. I vores implementation indeholder separatorerne knuder
fra den tolagsgraf i hvilken de blev konstrueret. Det er derfor ikke muligt for os
blot at slette de overflgdige tolagsgrafer. I kapitel 11 beskriver vi forskellige me-
toder til hvorledes pladsforbruget kan nedbringes. Det har som tidligere naevnt
ikke veeret et mal for os at reducere pladsforbruget og det kan tydeligt ses.

I afsnit 2.3 har vi beskrevet, at LEDA ikke automatisk frigiver hukommelse
som den selv har allokeret. Som naevnt gar hukommelsesallokeringen kun gen-
nem LEDA, hvis det er blokke mindre end 255 bytes, der skal allokeres. Vi tror
ikke, at LEDAs hukommelseshandtering er en veesentlig medvirkende faktor til
det store pladsforbrug, da vi ikke allokerer en stor meengde af sma hukommel-
sesblokke som vi senere vil deallokere.

10.4 Tidsforbrug for opbygning af reachability-oraklet

Vi har lavet tests, hvor vi har beregnet hvor lang tid, det tager at opbygge
datastrukturen. Dette er gjort ved at vi har malt hvor lang tid det tager at op-
dele grafen i lag, konstruere tolagsgraferne og lave en hierarkisk dekomposition
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Hoejden af dekompositionen i forhold til antallet af knuder i delgrafen
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Figur 10.4: Forholdet mellem antallet af knuder i en delgraf og hgjden af dekompositionen.

[V(G1)| = 7141

[V(H1)| = 3271 —TV(H2)| = 3160 ~_|V(H3)| = 671

1538 & 45% 127
1139 1086 918 297 208 163

204
650 678

26
96 71

14 10

Figur 10.5: Antallet af knuder i delgraferne for en delmeengde af et rekursionstrae for en
tolagsgraf GG; med 7141 knuder
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af disse. Vi har ligeledes lavet undersggelser pa enkelte dele af opbygningen,
idet vi har taget tid pa hvor lang tid det tager at udfgre to forskellige dele af
dekompositionen af en tolagsgraf. Vi forsggte at udfgre test pa mindre dele af
bade opbygningen af tolagsgrafer og dekompositionen, men det tog kortere tid,
end vi kunne male.

10.4.1 Tidsforbrug for forste del af dekompositionen

Givet en graf G opdeler vi den i lag og konstruerer tolagsgraferne G;. For hver
tolagsgraf G;, opbygger vi et rekursionstrae. I hvert af de rekursive kald, der
udfgres star vi med en tolagsgraf H, der skal forberedes. Vi har malt hvor lang
tid nedenstaende del af, hvad der udfgres i et rekursivt kald tager.

e Lav H til en tovejsgraf.

Trianguler H.

Seet labels pa grafen.

Find en trekant.

Lokaliser separatoren.
e Find forbindelser mellem separatoren og resten af grafen.

I afsnit 5.2.1 beskrives, at vi kan satte labels pa H, lave den til en tovejsgraf
og triangulere den i lineser tid. Vi har i seetning 6.10 bevist, at vi kan finde
en trekant i lineser tid og i lemma 8.6 beviser vi, at forbindelser mellem en
separator og H findes i lineser tid. Samlet giver det os at udfgrelsestid bgr veere
linezer.

Vi har lavet test pa grafer med 1.000 til 35.000 knuder. Vores testgrafer
er opbygget ved hjeelp af LEDAs grafgenerator. Vi har gennemlgbet grafens
kanter og vendt en tilfzeldig meengde af dem. De genererede grafer har fa lag og
hovedparten af knuderne er i den forste tolagsgraf. Vi har testet hvor lang tid
den forste del af opbygningen tager for den forste tolagsgraf Gy. Pa figur 10.6
ses vores testresultater afbilledet. Vi har indtegnet en ret linje pa grafen og de
beregnede data fglger den nogenlunde.

Vi har blot veeret interesserede i at undersgge om udfgrelsestiden sa ud til
at veere lineser og har derfor ikke foretaget yderligere test med andre typer af
genererede grafer.

10.4.2 Tidsforbrug for at lave opdelingen af tolagsgraferne

Givet en tolagsgraf H, finder vi en separator S og beregner forbindelserne fra
knuder i H til stierne i S. Derefter deles tolagsgrafen op i hgjst tre delgrafer. 1
afsnit 7.2 argumenterer vi for, at vi foretager opdelingen i lineser tid i antallet af
knuder i H. Vi har set pa, hvor lang tid det givet en tolagsgraf og en separator
tager at konstruere de op til tre delgrafer som S deler H op i.
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Tid for at forberede en opdeling af en tolagsgraf i forhold til antallet af knuder i tolagsgrafen
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Figur 10.6: Forholdet mellem antallet af knuder i en tolagsgraf og hvor lang tid det tager at
lave forste del af dekompositionen.

Tid for at lave en opdeling af en tolagsgraf i forhold til antallet af knuder i tolagsgrafen
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Figur 10.7: Forholdet mellem antallet af knuder i en tolagsgraf G; og hvor lang tid det tager
at udfgre partitionen af G,.
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Vi har lavet testene pa den samme typer grafer som i afsnit 10.4.1 og re-
sultatet kan ses pa figur 10.7. Opdelingen ser pa vores testdata ud til at blive
udfert i lineser tid 1 stgrrelsen af H, hvilket stemmer overens med teorien.

Vi har igen ikke testet med andre typer grafer. Vi har blot veeret interesse-
rede i at undersgge om udfgrelsestiden sa ud til at veaere lineger, ikke at undersgge
hvordan udferelsestiden eendrer sig nar testgraferne er anderledes bygget op.

10.4.3 Tidsforbrug for den samlede konstruktion

I afsnit 9.2.3 argumenterer vi for, at vores orakel kan konstrueres i tid O(nlog(n)).
Udfarelsestiden for at dele grafen G op i lag og konstruere tolagsgraferne er
ifplge korollar 4.8 O(n). For hver tolagsgraf G; konstruerer vi et rekursionstrae
og dette tager tid O(|V(G;)|log(|]V(G;)|)). Vi argumenterede i afsnit 10.3 for,
at oraklet fylder mere des feerre lag grafen G dels op i. Med samme argumenter
tager det naturligvis ogsa leengere tid at opbygge vores datastruktur des feerre
lag testgraferne deles op i.

Vi har malt pa, hvor lang tid det tager at opbygge oraklet. Vores testgrafer
er de samme som i afsnit 10.3. Pa figur 10.8 ses vores resultater. Som forventet
tager det leengere tid at konstruere orakler ud fra testgrafer med fa lag end
ud fra grafer med mange lag. Vi har indtegnet en nlog(n)-funktion i grafen og
vores resultater ser ud til at stemme overens med vores forventinger.

10.5 Tidsforbrug for forespgrgsler

Nar vores orakel skal besvare en foresporgsel for to knuder v og w, undersgges
forst hvilke tolagsgrafer, der indeholder knuderne. Som beskrevet i afsnit 9.2.1
kan dette afggres i konstant tid ved et tabelopslag. Begge knuder kan veere
indeholdt i op til to tolagsgrafer. For hver tolagsgraf GG;, som indeholder begge
knuder, undersgges det om der eksisterer en separator, der forbinder dem. I
afsnit 9.2.2 beskriver vi hvorledes dette ggres i tid proportional med hgjden af
rekursionstracet tilhgrende G;. Denne hgjde er som bekendt O(log(|V(G;)|)).
Hgjden af rekursiontracet er som tidligere naevnt afhesengig af antallet af lag i
grafen GG. Vi forventer igen at se et stgrre forbrug af tid, des feerre delgrafer
vores testgrafer er opbygget af.

Vi har ikke kunnet udfgre malinger pa enkelte forespgrgsler, da dette tager
kortere tid end vi kan male. I stedet har vi for en graf med n knuder foreta-
get samtlige n? forespgrgsler. Vi har efterfglgende beregnet den gennemsnitlige
svartid for en query og dette har vi afbilledet, se figur 10.9. Bemaerk at x-aksen
er logaritmisk og at tiden pa y-aksen er i mikrosekunder. Som i testene beskrevet
i de forrige kapitler, ser vi igen pa grafer af forskellig storrelse og med forskellige
antal lag. Som forventet er svartiden laengere des feerre lag vores testgrafer har.
Dette skyldes som tidligere naevnt at rekursionstracet for tolagsgraferne bliver
hgjere.

Vi forventede, at svartiden i forhold til antallet af knuder i testgraferne skulle
kunne approksimeres med en logaritmisk funktion. Vi har testet intensivt pa
grafer med knuder i intervallet 100,...,1000, men erfarede, at dette interval
ikke var stort nok til vi kunne se en klar tendens. Vi har derfor testet med
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grafer med flere knuder, for at undersgge om vores resultater sa ud til efter
et vist punkt at kunne approksimeres med en logaritmisk funktion. Det tager
naturligvis veesentligt leengere tid at udfgre test med stgrre grafer og vi har
derfor ikke udfgrt sa mange. Vi mener, at de indtegnede logaritmiske funktioner
er rimelige approksimationer. Begge funktioner er pa formen alog(x) — b, dette
skyldes, at mange queries tager veaesentligt kortere end logaritmisk tid, da vi
ofte ikke lgber helt ned i bunden af rekursionstraeet.

Vi har lavet tidskersler pa forespgrgsler til vores datastruktur, som vi har
sammelignet med tidskgrsler for et simpelt bredde fgrst-gennemlgb. Vi har kun
kort test med grafer med fa lag, da vi blot er interesserede i at undersgge om
oraklet besvarer spgrgsmal hurtigere end et bredde fgrst-gennemlgb. Som det
ses pa figur 10.10 er vores orakelstruktur heldigvis vaesentligt hurtigere til at
besvare forespgrgsler end et linezert gennemlgb af grafen.

Vi har undersggt, om der et sa stort overhead nar en query besvares, at
det for mindre meengder af data bedst vil kunne betale sig at lave et bredde
forst-gennemlgb af grafen. Pa figur 10.11 ses resultatet af disse test. Vi kan
konkludere, at nar oraklet forst er bygget, er det hurtigst at bruge dette til at
besvare queries angaende reachability.

10.6 Antal stier i en separator

Givet en tolagsgraf H og en flade F', defineres en separator S. Vi beskriver i
afsnit 5.2.2, hvordan vi finder de maksimale orienterede stier i S. I dette kapitel
tester vi, hvor mange stier vi finder. Vi sammenligner antallet af maksimale
stier, der identificeres i vores program, med antallet af stier, der ville blive
lavet, hvis vi brugte den simple strategi, som er antydet i artiklen [ThoO1]. Vi
erindrer, at den simple strategi indebeaerer, at man for hver af knuderne der
definerer F' fglger stien til roden og veelger de orienterede dele man mgder. Vi
kalder de stier som vi finder for maksimale stier og dem der findes ved brug af
den simple strategi for simple sier.

Vi har set pa, hvor mange stier, hhv. maksimale og simple, der bliver fundet
for en given graf. Vi har kgrt fa tests grafer med op til 500 knuder, for at kunne
se en tendens. Resultaterne kan ses pa figur 10.12.

Vi kan se, at antallet af simple stier er lidt stgrre end antallet af maksimale
stier. Det betyder, at vi i nogle rekursive kald finder et mindre antal orienterede
stier. Vi konkluderer, at vi sparer et antal stier i forhold til metoden, hvor vi
blot veelger alle simple stier, der findes pa rodstierne i separatoren.
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Tid for at opbygge oraklet i forhol til antallet af knuder i grafen
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Figur 10.8: Forholdet mellem antallet af knuder i grafer med varierende antal lag og tiden for
at konstruere oraklet.

Gennemsnitlig svartid paa 1 query i forhold til grafernes stoerrelse
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Figur 10.9: Forholdet mellem antallet af knuder i grafer med varierende antal lag og gennem-
snitstiden for at lave en forespgrgsel
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Svartid paa n*n queries i grafer af stoerrelse n i forhold til grafernes stoerrelse
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Antal maksimale stier i forhold til antal simple stier
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Figur 10.12: Forholdet mellem antallet af simple stier og antallet af maksimale stier.



Kapitel 11

Muligheder for forbedringer og udvidelser

I dette kapitel vil vi beskrive hvorledes opbygningen af datastrukturen kan sen-
dres saledes at forespgrgsler kan besvares i konstant tid. Dette kraever, at man
i stedet for at skulle gennemse O(log(n)) separatorstier kun skal se et konstant
antal stier igennem, for at se om en knude v kan na en knude w. Det kraever
ligeledes, at den naermeste feelles forfader for to rekursionstrassknuder kan findes
i konstant tid. Vi vil give en teoretisk gennemgang af, hvorledes disse forbed-
ringer af datastrukturen opnas uden at konstruktionstiden og pladsforbruget
pges.

Vi vil i dette kapitel ogsa se pa, hvilke udvidelser, der skal foretages, for at
en vej fra en knude v til en knude w kan angives, hvis v kan na w.

Sidst vil vi komme ind pa hvorledes reachability-information kan distribueres
som labels pa grafens knuder.

11.1 Reducering af udfgrelsestid for forespgrgsler

For at ggre foresporgselstiden konstant, indfgrer vi begrebet frame, der ligesom
en separator er en samling af rodstier. Vi indfgrer zendringer i vores basisrekur-
sion, saledes at vi far en alternerende rekursion, der i hvert andet skridt har
til formal at gegre delgraferne mindre og i de modsatte skridt har til formal at
mindske antallet af rodstier, der er relevante for knuderne i en delgraf.

Vibemarker at vii dette afsnit ikke betragter maksimale stier, som tidligere,
men blot ser pa hele rodstier, som hver er sammensat af op til to orienterede
stier.

11.1.1 Frame og separator for en delgraf

Vi ser forst pa, hvad en frame er og derefter pa, hvorledes forbindelser over
framen samt separatoren for tolagsgrafen H udggr den reachabilityinformation,
vi har brug for.

Definition 11.1 Lad en tolagsgraf H, som er en delgraf af tolagsgrafen G,

veere givet. En frame F for H er en samling af rodstier, der adskiller H fra
resten af G;. En illustration kan ses pa figur 11.1 (A).

83
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rod

Figur 11.1: (A) Framen F adskiller H fra resten af grafen G;. (B) F'U S adskiller v fra w i
Gi.

Hvis vi har en frame F', der adskiller H fra resten af grafen G; og en separator
S for H, som adskiller knuderne v og w fra hinanden i H, da vil F'U S adskille
v fra w i Gy, se figur 11.1 (B). For hver af stierne @ € F U S vil vi derfor
finde forbindelser til og fra alle knuderne i H. Forbindelserne findes over Gj,
dvs. at for v € H finder vi den fgrste knude pa @, som v kan na i GG; samt den
sidste knude pa @, som kan na v i G;. Ideen er nu, at hvis F' og S holdes pa
en konstant sterrelse, vil det kraeve et gennemsyn af et konstant antal stier at
afggre, om knuden v kan na knuden w i G;.

11.1.2 Alternerende rekursion

Nar vi arbejder med frames, laver vi nogle sendringer i den basale rekursion,
som den er beskrevet i afsnit 9.1.1. For det forste arbejder vi med en graf, der
indeholder framen. For det andet laver vi en alternerende rekursion, hvor vi
skifter mellem to forskellige handlinger i de rekursive kald.

Definition 11.2 Grafen H 4+ F er den graf, der bestar af H og F' samt de
kanter © Gy, der ligger mellem H og F'.

Framen F er som naevnt en samling rodstier, der adskiller H fra G;. Nar vi
i delgrafen H har fundet en separator S skal vi kunne finde forbindelser mellem
knuder i H og S over G;. I forbindelse med dette bruger vi kanterne mellem
H og F'. Storrelsen af H 4+ F' er ikke begraenset af stgrrelsen H. Dette skyldes
at antallet af knuder i F' ikke er athsengig af storrelsen af H. Vi vil i afsnit
11.1.4 beskrive hvorledes vi reducerer antallet af knuder i F', saledes at den kun
indeholder knuder, der er relevante for H.

I vores alternerende rekursion arbejder vi med H + F og vi alternerer mellem
de fglgende to typer af rekursion — vi beskriver her, hvad der sker i kald af hver
type rekursion, hvor vi skal opdele en graf H med en frame F"

Delgraf-reducering. Den forste type er delgraf-reducering, hvor vi udfgrer
de samme skridt som i basisrekursionen, som vi har beskrevet den i af-
snit 9.1.1. Der findes altsa en separator S, som opdeler H i op til tre
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H H

(A) (B)

Figur 11.2: Tllustration af hvornar stien @, som tilhgrer framen for H, er relevant for de
delgrafer, som H opdeles i.

dele. Vi kalder denne for delgraf-reducering, da de resulterende delgrafer
hgjst indeholder halvt sa mange knuder som H. I dette tilfeelde far alle
delgraferne F'U S som frame. Vi gger altsa F' med tre rodstier.

Frame-reducering. Den anden form for rekursion kalder vi frame-reducering,
da den har til formal at reducere antallet af rodstier i de frames, som
sendes videre til delgraferne. Séledes gnsker vi at de frames, der knyttes
til de konstruerede delgrafer, hgjst indeholder halvdelen af rodstierne i F’
samt rodstierne i S. For at opna dette laves der om i den del af basisre-
kursionen, som finder den trekant, der definerer opdelingen. Vi gnsker, at
den trekant vi finder, definerer en opdeling i op til tre dele, der hver hgjst
indeholder halvdelen af bladene fra rodstierne i F'. Til dette anvender vi
algoritmen, som er beskrevet i kapitel 6.2, med den sendring at bladene i
F far veegt 1 og alle andre knuder far veegt 0, nar vi beregner stgrrelsen
af delene. Denne metode giver os klart en separator, der deler grafen i
delgrafer, der hver hgjst indeholder halvdelen af bladene i F'. Hvilke stier,
der bliver frames for delgraferne ser vi pa i beviset for lemma 11.3.

Vi mangler nu at argumentere for, at den frame-reducering vi netop har
beskrevet giver os mulighed for at reducere antallet af rodstier i framen.

Lemma 11.3 Hvis vi bruger frame-reducering pa en graf H med en frame I
og denne frame-reducering giver os en separator S, vil hver of de konstruerede
delgrafer kunne adskilles fra G; af en frame, der hgjst indeholder halvdelen af
rodstierne i F' samt de op til tre rodstier fra S.

Bevis. Rodstierne fra S inkluderes i framen til de delgrafer af H, som vi kon-
struerer. Vi ser nu pa hvilke stier, der kan undveeres i framen for en delgraf. Vi
illustrerer undervejs pa figur 11.2, hvor vi ser pa et udsnit af grafen H og stien
QeF.

Betragt stien Q € F, der har knuden vg som blad. Hvis vi gar fra vg
mod roden pa @ og finder et sted hvor ) mgder S, da vil resten af @) veere
en del af S (billede (A)). Specielt vil hele @@ veere en del af S hvis vg € S
(billede (B)). Stien @ er kun ngdvendig for delgrafer, der indeholder bladet vg.
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Dette skyldes, at det kun er i delgrafer, der indeholder vg, at det kun er @), der
adskiller dem fra andre dele. For en delgraf er det hgjst halvdelen af stierne i
F, der er ngdvendige, da der i en delgraf hgjst findes halvdelen af bladene fra
stier i F'.

Pa billede (A) ses et eksempel, hvor stien ) skal veere med i framen for
delen Hy, da Q’s blad vg er i Hy. Stien @) er ikke relevant for H idet den ikke
adskiller Hy fra dele som S ikke adskiller Hy fra. Pa billede (B) er @’s blad ikke
i Hy og vi ser at @ heller ikke er ngdvendig for Hi.

Vi kan konkludere, at vi kan lave en frame for hver delgraf H' af H, som
adskiller H' fra G; og at framen hgjst indeholder halvdelen af stierne fra F' samt
stierne fra S. O

En sti, som ikke kan undveeres, og derfor skal med i framen for en delgraf
H1, kalder vi en relevant sti for Hi.

11.1.3 Antallet af rodstier i en frame

Vi kan nu vise, at en graf H kan adskilles fra GG; vha. en frame F', der indeholder
et konstant antal rodstier. Vi viser, at den alternerende rekursion vil resultere
i frames, der indeholder et konstant antal rodstier.

Lemma 11.4 Hvis vi anvender alternerende rekursion, vil den frame F, der
er knyttet til grafen H maksimalt indeholde 12 rodstier.

Bewis. Vi viser ved induktion, at vi efter en frame-reducering hgjst har 9 rod-
stier i vores frame. Dermed kan vi efter en delgraf-reducering hgjst have 12
rodstier, da der tilfgjes tre rodstier i en delgraf-reducering.

Vi viser fglgende udsagn ved induktion: Efter den i’te iteration af en delgraf-
reducering og en frame-reducering vil framen for delgraferne hgjst indeholde 9
stier.

Basis: I den fgrste graf er der ingen stier i framen, og dermed er udsagnet
opfyldt.

Antag nu at en graf H har en frame F' af stgrrelse f < 9. Efter en delgraf-
reducering har vi f/ < f+ 3 rodstier og efter den efterfglgende frame-reducering
har vi f" < f'/2+3=(f+3)/2+3<09.

Vi kan dermed konkludere, at der i framen F' for en graf H hgjst er 12
rodstier. O

11.1.4 Reachability over frames og separatorer

Vi vil nu se pa, hvordan vi finder de ngdvendige forbindelser for en delgraf
H, som adskilles fra G; af en frame F', og som opdeles af en separator S. De
ngdvendige forbindelser er, som vi konstaterede i afsnit 11.1.1, alle forbindelser
over GG; mellem knuder i H og stierne i F'US. En sti i en frame eksisterer altid i
foraselderkaldet enten som separatorsti eller som framesti. Disse stier sendes med
ned i rekursionen, saledes at man kun beregner forbindelser en gang for hver
sti. Dette sker i det forste kald, hvor stien er med, dvs. i det kald, hvor stien
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rod

® Topologisk knude
o Knude, der er valgt af H
* Nabo til valgt knude

Figur 11.3: Illustration af knuder pa F, der er topologiske eller valgte af H.

er med i separatoren. Forbindelserne mellem H og F' over (G; antages altsa at
vaere beregnet tidligere og de kan derfor sendes med ned i rekursionen. Disse
forbindelser indsaetter vi som kanter i H + F' og vi kalder den resulterende graf
H x F. Bemaerk, at H x F' ikke ngdvendigvis er planar.

Faktum 11.5 Lad knuderne v og w i H veere givet. Da kan v na w i G; hvis
og kun hvis v kan na w i H x F, da alle forbindelser mellem F og H over G;
findes i H x F'.

Vi vil nu vise, at antallet af ekstra indsatte kanter i H x F' er lineszert i
stgrrelsen af H.

Lemma 11.6 Antallet aof de ekstra kanter i H x F (ift. H + F) er lineert i
antallet af knuder i H.

Bevis. Hver knude i H har en forbindelse til og fra hver orienteret sti i F. Da
der er et konstant antal stier i F', vil der vaere et konstant antal ekstra kanter
for hver knude i H. O

Grafen H x F' tilfgjer et antal ekstra kanter til H 4+ F', der er linesert ift.
H. Problemet er, som tidligere konstateret, storrelsen af H + F', der gor, at
H x F' ikke har den gnskede stgrrelse. Vi vil derfor modificere H x F' saledes at
storrelsen reduceres.

Vi starter med at definere et antal begreber, som vi anvender i vores modi-
ficering af H x F'.

Definition 11.7 En knude i en frame I er topologisk, hvis den er et ende-
punkt pa en af stierne i F eller hvis den er et forgreningspunkt for stier i F.
Se figur 11.3 for en illustration.

Vi bemeerker, at der er et konstant antal topologiske knuder, da der er et
konstant antal rodstier i F.

Definition 11.8 FEn knude i F' er valgt af H hvis den i H x ' er nabo til en
knude i H. Se figur 11.3 for en illustration.
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K/ ® Relevant knude
o Ikke-relevant knude
U1
(%)
V2 ® U3
V4

V3 ®

1)45

Figur 11.4: En sti i framen F for grafen H sammentraekkes saledes at det kun er knuder, der
er relevante for H, der beholdes.

For hver knude, der er valgt af H eksisterer der en kant mellem H og F.
Antallet af valgte knuder er derfor linesert i antallet af kanter i G;, der er
incidente til knuder i H.

Definition 11.9 Huis en knude i F' enten er topologisk eller valgt af H, siger
vi at knuden er relevant for H.

Nar vi skal finde stier mellem knuder i H og S over G; er det netop stier
over de valgte knuder vi benytter. De topologiske knuder er interessante idet de
definerer strukturen af framen.

Vi vil nu vise, at vi kan modificere H x F' saledes at stgrrelsen af denne redu-
ceres. Vi modificerer H x F' ved at fjerne de knuder, som det ikke er ngdvendigt
at beholde, dvs. knuder, der ikke er relevante.

Lemma 11.10 Vi kan reducere storrelsen af HxF', sa denne er lineer ¢ antallet
af kanter i G;, der er incidente til knuder i H.

Bewis. Vi fraveelger de knuder pa F', der hverken er topologiske eller valgte af
H, dvs. vi beholder kun de knuder i F', der er relevante for H. Hvis vi har
en sti fra F, treekkes alle segmenter, der ikke indeholder en relevant knude,
sammen til en enkelt kant. Vi ser et eksempel pa dette pa figur 11.4, hvor en
sti sammentraekkes sa den kun indeholder relevante knuder samt kanter mellem
disse.

Vi ved, at der er et konstant antal topologiske knuder samt at antallet af
knuder, der er valgt af H er linesert i antallet af kanter i G;, der er incidente
med knuder i H, og dermed har H x F' den gnskede storrelse. O

Vi kan nu finde alle forbindelser i G; mellem knuder i H og separatoren
S, ved at bruge konstruktionen fra lemma 8.6 pa H % F'. Vi erindrer at vi i
denne konstruktion for hver sti @) gor folgende. Vi gennemlgber @) bagfra og
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vha. bredde fgrst-gennemlgb findes de knuder, der kan nas fra knuder pa ). Pa
tilsvarende vis findes knuder, der kan na Q.

Den reducerede frame (dvs. den frame, der kun indeholder topologiske og
valgte knuder) konstrueres pa vej ned gennem rekursionen. Derfor skal vi, for
vi kalder rekursivt pa delgrafer af grafen H med framen F', konstruere den
reducerede frame for hver af disse delgrafer.

Vi starter med at finde ud af hvilke stier i F'US, der skal med i framen for en
delgraf og vi markerer hvilke stier, der er relevante for hver delgraf. Vi markerer
ligeledes hvilke knuder i stierne, der er relevante for hver delgraf. Herefter lgbes
hver sti i F'U S igennem en ad gangen. For en sti @ € F'U S starter vi med
at registrere @Q’s startpunkt ved de delgrafer, som @ er relevant for. Herefter
gennemlgbes knuderne i () og for hver knude v € @ ser vi pa de delgrafer, som v
er relevant for. Ved hver delgraf registreres den sidste knude pa @), som er indsat
i den reducerede version @', denne knude kalder vi u. Nar v nu skal indsaettes i
Q' tilfgjer vi blot v samt en kant (u,v) til Q’. Vi husker nu pa v som den sidste
knude, der er indsat i @Q'.

Konstruktionstiden for de reducerede frames for delgraferne er lineser i
stgrrelsen er H x F' da vi gennemlgber F'U S og anvender konstant tid i hver
knude. Udfgrelsestiden for et skridt i rekursionen er dermed stadig linezer. Den
samlede udforelsestid forbliver O(nlog(n)), da rekursionsdybden er logaritmisk
idet vi halverer antallet af knuder i grafen i hvert andet rekursive kald.

11.1.5 Indeksering af stier og forespgrgsler

Stierne, som deler en delgraf H fra resten af G; skal indekseres saledes at vi
kan finde ud af, om en knude v kan na en anden knude w, ved at se pa de stier,
der deler v fra w i G;. Da knuder kan na hinanden over enten en sti i en frame
eller i en separator, skal begge slags stier indekseres. Dette betyder, at en sti,
som har faet et indeks som separatorsti i et kald, kan blive nummereret som
frame i de nzeste kald og en sti kan dermed blive nummereret flere gange. Vi
erindrer, at for hver rodsti i .S og F' er der op til to orienterede stier, der skal
nummereres, da en rodsti bestar af to orienterede dele.

Hvert rekursionskald C' far igen et separatornummer s, som svarer til det
sidste nummer, der er anvendt til at nummerere stier i C. Pa figur 11.5 ses et
rekursionstrae, hvor hvert kald har et antal framestier, et antal separatorstier,
samt et separatornummer. Her ses tre stier, der er separatorstier i kaldet C'1,
som i de to kald C2 og C3 er blevet til framestier, og derfor er blevet nummereret
igen.

De stier, som deler v fra w i G; er netop de stier, der findes i F'US i den sidste
delgraf H, der bade indeholder v og w. Denne graf H stammer fra kaldet C', hvis
tilsvarende knude i rekursiontrzeet er den nzermeste feelles forfader nea(v, w) for
v’s final call og w’s final call (vi erindrer, at final call er det kald, hvor en knude
er med i separatoren og dermed det sidste kald, en knude er med i). I nca(v, w)
findes et separatornummer s, som er det sidste nummer, som en stii FUS har
faet. For at finde det forste nummer pa en sadan sti, ser vi i foraelderknuden
til nca(v,w), hvor vi ligeledes finder et separatornummer p. Da p er det sidste
nummer, der er anvendt tidligere, ma p+ 1 veere det fgrste nummer, der er givet
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C1

F : tom

S :[o[1]2

Subgraf-reduceringer

C3 C4 6
S :[11)12) S S : (1301415
s=12 s=13 s=15

Figur 11.5: Rekursionstreae, hvor der er anvendt frames og alternerende rekursion.

separatornummer p

1
T

neca(v,w) separatornummer s

v’s final call

w’s final call

Figur 11.6: Vi skal se pa de stier, der findes i kaldet C, for at finde ud af om v kan na w. Vi
skal altsa se pa stier med numrene p +1,...,s.
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Figur 11.7: Nar v kan na w finder vi en separatorsti @) i grafen H over hvilken v nar w vha.
to forbindelser (a,v) og (b, w).

til en stii F'US. For at finde ud af, om v nar w i G;, skal vi altsa se pa, om v nar
w over en af stierne med nummer p + 1,...,s. Se en illustration pa figur 11.6.
Vi bemeaerker, at metoden til at finde ud af om v nar w over en sti ) foretages
ved at kigge i ud, og ind,, som det sker i den oprindelige konstruktion, se
afsnit 9.2. I specialtilfaeldet hvor nca(v, w) er roden i rekursionstraeet, skal vi se
pa stierne 0, ..., s.

Vi skal altsa se pa et konstant antal stier under en forespgrgsel, hvilket tager
konstant tid. Det er muligt for hele forespgrgslen at tage konstant tid, hvis man
kan finde den naermeste feelles forfader nca(v,w) i rekursionstracet i konstant
tid. En sadan konstruktion er mulig ifplge [HT84].

11.2 Stier mellem knuder

En udvidelse, der kunne laves til vores program, var at sgrge for, at vi kunne
angive en sti fra v til w, hvis en sadan eksisterer. Vi vil nu beskrive hvorledes
en sti kan findes, givet at v kan na w.

Antag at vi har fundet ud af, at v kan na w i en af vores tolagsgrafer Gj,.
Da har vi i vores forespgrgsel fundet en sti () med indeks ¢ i en delgraf H, over
hvilken v nar w vha. en forbindelse (v,a) og en forbindelse (b, w). Om a og b
geelder, at de er knuder pa @ og t(a, Q) < ¢(b,Q) (vi erindrer at dette betyder,
at a er den samme knude som b eller at a kommer for b pa @, se definition 8.5).
Dette er illustreret pa figur 11.7.

Vi ved, at alle de stier, der er i H ogsa findes i G;, derfor kan vi finde
en sti fra v til w i H og den vil dermed veere en sti i G;. Vi vil nu vise,
hvordan vi udvider datastrukturen saledes, at vi kan finde en sti, der svarer til
en forbindelse mellem @) og H. I det fglgende ser vi kun pa forbindelser fra H
til @ — forbindelser fra @ til H er symmetriske.

Vi ser pa konstruktionen af forbindelserne i beviset for lemma 8.6. Hvis vi i
denne konstruktion finder en sti fra a pa @ til v sa laver vi altid en forbindelse
(a,v), og dette bliver da forbindelsen fra @ til v. Vi ser pa figur 11.8 (A) hvordan
vi har fundet en sti fra a til v vha. en sggning fra a.

Vi gemmer en pointer til den knude wu, der er forgeenger til v pa stien fra
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Figur 11.8: (A) Der er fundet en sti fra a pa @ til v. Derfor har vi en forbindelse (a,v). (B)
Vi har indsat pointere til forgeengere i vores sggning saledes at stien fra v til a kan findes.

a i den sggning vi har lavet. Vi anvender ¢ som indeks i en ny liste m—c?v som
gemmes ved v saledes at m—c>lv [q] indeholder en pointer til u. Nar vi skal finde
stien fra v til a kan vi fglge pointerne fra v til u, fra u til dennes forgeenger
og sa fremdeles indtil vi nar a. Pa figur 11.8 (B) ser vi hvorledes pointere
til forgeengere forer fra v til a. Da vi bruger konstant tid ved hver knude pa
en fundne sti, kan denne findes i lineser tid i dens lsengde. I det symmetriske
tilfaelde, hvor vi laver forbindelser fra H til () konstruerer vi listen z;)lv.

Vi har nu at hvis v nar w over stien @ i en delgraf H via forbindelserne
(v,a) og (b,w) kan vi sammensette en sti fra v til w ved at finde tre delstier
(se figur 11.9):

1. En sti V, der svarer til forbindelsen (v, a).
2. Stykket af Q, der ligger mellem a og b. Vi kalder dette Qgp.
3. En sti W, der svarer til forbindelsen (b, w)

Stien V Q. W er nu en sti fra v til w i grafen H og dermed ogsa en sti fra v til
w i G;. Da hver del kan findes i lineger tid i delens leengde, kan hele stien findes
i lineaer tid i1 dennes laengde.

De nye lister, vi tilfgjer, giver ikke et hgjere asymptotisk pladsforbrug, da
vii forvejen gemmer lister af stgrrelse O(log(n)) i hver knude og de lister vi nu
tilfpjer har ligeledes storrelse O(log(n)).

11.2.1 Simple stier mellem knuder

Det eneste problem ved ovenstaende konstruktion er, at den sti vi finder ikke
ngdvendigvis er simpel — den skaerer evt. sig selv (se figur 11.10 (A), hvor stien
skaerer sig selv i knuden u). Vi bemeaerker, at Q4 ikke skaerer sig selv, da den
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Figur 11.9: Skitsering af hvorledes vi finder stykkerne V', Qq5 og W, som seettes sammen til
en sti fra v til w.

Figur 11.10: (A) Stien fra v til w over @ krydser sig selv. (B) Stien fra v til w over @ krydser
ikke sig selv.

stammer fra det udspaendende trae for den graf H hvori @) findes. Det er altsa
stien fra v til a, der kan skeere stien fra b til w.

For at finde en simpel sti, folger vi disse to delstier, hvilket er illustreret pa
figur 11.10:

1. Stien der gar fra v til a og videre ned langs Q.
2. Bagleens fra w til b.

Hvis u er det forste skeeringspunkt vi mgder mellem de to delstier, vil stien fra
v til w til w veere en simpel sti. Bemaerk at hvis den oprindelige sti ikke skeaerer
sig selv, sa vil knuden u veere den samme knude som b.

For at kunne finde den simple sti i tid, der er lineser i stiens laeengde, folger
vi de to neevnte delstier parallelt og stopper, nar vi mgder skeeringspunktet w.

Korollar 11.11 Givet at knuden v nar knuden w, kan vi finde en simpel sti
fra v til w. Vi kan finde stien i lineer tid i dennes lengde.

Det er ogsa muligt at finde stier mellem knuder, nar man anvender frame-
reducering. Denne konstruktion vil vi dog ikke komme ind pa.
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11.3 Distribution af information i labels

I dette afsnit vil vi skitsere, hvorledes vi kan samle den beregnede informa-
tion i labels, som tilknyttes hver knude. For hver knude vil vi gemme et la-
bel af storrelse O(log(n)). Dette vil gore det overfladigt at opbevare de rekur-
sionstraeer, der beregnes undervejs. Det asymptotiske pladsforbrug vil forblive
O(nlog(n)), men den konstante faktor vil blive mindre, da vi ikke gemmer de
forskellige delgrafer, rekursionstraeer osv.

Vi ser nu pa, hvilke dele et label for knuden v skal indeholde for hver G; af
tolagsgraferne Gy, ..., Gr_1 knuden er med i:

1. Listerne ind, og ud,, som angiver de forbindelser, der er mellem v og se-
paratorstierne i de delgrafer v er med i. Disse lister fylder O(log(|V(G})l))

2. I den oprindelige konstruktion opbevares separatornumrene i rekursions-
traeet. I v laver vi nu en liste sep,, der indeholder separatornumrene for
knuderne i rekursionstraeet pa stien fra roden til v’s final call. Indgangen
sepy|d] indeholder separatornummeret for den knude pa stien, som findes
i dybde d, se figur 11.11. Da hgjden af treeet er logaritmisk fylder denne
liste ligeledes O(log(|V(G;)])).

3. Et label, der indeholder information, der skal anvendes til at finde dybden
af nsermeste faelles forfader for to knuder. Vi gnsker derfor at saette et
label pa hver rekursionstraesknude, der har sterrelse O(log(|V(G;)])) og
som giver os mulighed for at finde dybden af nsermeste feelles forfader i
tid O(log(|V(G;)]|)). Hvorledes dette opnas forklares kort i afsnit 11.3.1.

Hvis man anvender frame-reducering, skal man finde naermeste faelles for-
fader i konstant tid. I [AGKRO02] findes en algoritme, der vha. af labels pa
hver knude af sterrelse O(log(|V(G;)l)), finder neermeste fzelles forfader i
konstant tid.

Vi kan konkludere at stgrrelsen af et label for en knude v der er i en tolagsgraf
G; er O(log([V(Gi)l))-

En knude skal nu have et label tilfgjet for hver af tolagsgraferne Gy, ..., Gr_1
den er med i. En knude skal ligeledes vide hvilket lag den tilhgrer og dermed
hvilke af Gy, ...,Gr_1 den er med i. Da en knude v hgjst er med i to af graferne
Go,...,Gg_1, vil det samlede label indeholde et lagnummer samt to af de oven-
for beskrevne labels. Det samlede label for v har derfor stgrrelse O(log(n)), da
den samlede storrelse af Gy, ..., Gg_1 er O(n) ifplge seetning 4.6.

11.3.1 Neaermeste faelles forfader

Vi beskriver her kort, hvorledes vi kan konstruere labels, der kan anvendes til
at finde dybden af naermeste faclles forfader. Vi skal lave labels for det rekur-
sionstrae, der svarer til en tolagsgraf G;. Hver knude i G; far tildelt det label,
der svarer til knudens final call i rekursionstraeet.

Vi laver en nummerering af knuderne i rekursionstraeet, hvor vi anvender to
bits til hver knude. Vi starter i roden, som nummereres med nummer 01. For
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rod i rekursionstracet sepy
S0
B :
S1
/ Sj—l
Sj

v’s final call

Figur 11.11: Rekursionstrae, hvor separatornumrene er gemt i knuderne og den tilsvarende
liste sep,, der tilhgrer v’s label.

hver knude i traeet nummererer vi nu knudens bgrn. Grunden til at vi anvender
to bits er, at hver knude i rekursionstraeet har op til tre bgrn. Hvis der er tre
bgrn, far de nu bitsene 01, 10 og 11. Pa figur 11.12 ses i nummereringen — gverst
i hver knude ses de bits, rekursionstraesknuden er blevet tildelt.

Hver rekursionstraesknude far nu et label, hvor alle dens forfeedres bits er
gemt (inkl. dens egne bits). Dette label fylder O(log(n)) bits, da der er O(log(n))
forfaedre, der hver bidrager med to bits.

Vi kan nu givet to knuder v og w finde dybden af nsermeste falles forfader
for de to knuders final call nca(v, w), ved at se pa de to knuders labels (der in-
deholder det label, der svarer til knudernes final call i rekursionstraeet). Dybden
af nca(v,w) findes pa folgende made:

e Start ved den 0’te indgang i listerne og lgb dem parallelt igennem. Den
forste indgang vil veere ens (svarer til roden i treeet).

e Stop nar der findes to indgange, der ikke er ens. Dybden af nca(v,w)
svarer til nummeret pa den sidste indgang, der er ens for de to lister.

Et eksempel kan ses pa figur 11.12. Da listerne, der skal lgbes igennem, har
leengde O(log(n)), tager det tid O(log(n)) at finde dybden af den naermeste
feelles forfader.

11.3.2 Forespgrgsel ved hj=lp af labels

Nar en forespgrgsel pa, om en knude v kan na en knude w skal besvares vha.
labels, starter vi med at sla op i v og w, i hvilke lag knuderne findes. Dermed ved
vi hvilke af graferne Gy, ..., Gr_1 knuderne findes i. Har de en eller to sadanne
grafer til feelles gor vi folgende for hver sadan graf, G; (vi bemaerker at grafen
G; ikke gemmes, men labelen er lavet med udgangspunkt i G;):

e Find de labels i hhv. v og w, der hgrer til G;.
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e Sla dybden af den nzermeste faclles forfader op.

e Find separatornummeret for den nzermeste fzlles forfader. Dette kan slas
op i enten sep, eller sep,,.

e Gennemlgb de faelles separatorstier, som beskrevet i afsnit 9.2.2 for at se
om v nar w over en af disse.

Finder vi i en af de feelles grafer en sti ) over hvilken v nar w, returneres true
ellers returneres false som i den originale forespgrgsel i afsnit 9.2.

01

01 10 11 |nca(v,w)
01 01 01
01 10 10

01 10 01 01 10

01 01 01 oL}, |[[o1

01 01 10 11 5 11

01 10 01 01 10

v’s final call

01 10
01 01|
11 11
10 10
01 10

w’s final call

Figur 11.12: Opbygningen af labels, der benyttes nar neermeste faelles forfader skal findes.



Kapitel 12

Konklusion

Vi har i denne del af specialet givet en grundig teoretisk gennemgang af de algo-
ritmer og datastrukturer, der indgar i konstruktionen af et reachability-orakel,
som er beskrevet i artiklen Compact Oracles for Reachability and Approximate
Distances in Planar Digraphs [ThoO1] af Mikkel Thorup.

Vi har gennem detaljeret beskrivelse og illustrationer gjort teorien mere til-
geengelig og vi har tilfgrt de detaljer og opklaringer vi mener, der skal til for at
oge forstaelsen. For at skabe en stgrre intuition om de forskellige konstruktio-
ner, har vi motiveret de forskellige konstruktioner og algoritmer vi har indfert,
sa laeseren har en fornemmelse af, hvorfor en sadan indfgres samt hvornar og
hvordan denne skal anvendes. Vi har vha. illustrationer, motivationer og op-
summeringer givet et overblik over konstruktionen af et reachability-orakel.

Vi har tilfgrt detaljer til beviser for de forskellige konstruktioner og algorit-
mers effektivitet og korrekthed for at praecisere beviserne. En del af algoritmerne
er forholdsvist simple, hvorimod korrektheden er ikke er indlysende, hvorfor vi
har tilfgjet detaljer og illustrationer for at tydeligggre korrektheden.

Vi mener vi har opnaet vores mal om at tydeligggre teorierne bag konstruk-
tionen af et reachabilityorakel og har gjort stoffet mere tilgeengeligt. Vi har som
gnsket tilfort de mange ikke-trivielle detaljer, der i artiklen [ThoO1] er overladt
til laeseren.

Vi har selv bidraget med en mindre sendring, idet vi har tilfgjet en rod til en
tolagsgraf, for at undga et specialtilfaelde, som er beskrevet i artiklen [ThoO1].
Vi har ligeledes bidraget med en udredning af de specialtilfaelde, der er i den
algoritme, der anvendes til at finde en opdelingstrekant og har tilfgjet et bevis,
der tager hgjde for disse specialtilfeelde.

Vi har lavet en implementation af reachability-oraklet og har pa denne made
vist, at implementation er mulig. Vi har beskrevet vores implementation og
pa den made tydeliggjort hvilke overvejelser og detaljer, der skal fgjes til det
teoretiske grundlag for at kunne implementere de algoritmer og datastrukturer
vi har gennemgaet. Implementationen er omfattende, men en del af algoritmerne
er forholdsvist simple at implementere.

Vi har i lgbet af implementationsfasen inspiceret de mellemresultater og de
datastrukturer, der konstrueres undervejs, for at fa overblik over implementa-
tionen og for at sandsynligggre at de forskellige dele af vores implementation er
korrekte.
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98 Kapitel 12. Konklusion

Vi har testet den feerdige implementation og har derigennem sandsynliggjort
at de beregnede resultater er korrekte ved at teste op mod en kendt korrekt
algoritme. Vi har ligeledes lavet test, der sandsynligggr de asymptotiske graenser
pa ressourceforbruget, vi har vist i den teoretiske gennemgang af reachability-
oraklet. Vores test viser tendenser, der fglger de asymptotiske graenser.

Vi har som naevnt inspiceret mellemresultater og datastrukturer, der er op-
bygget undervejs. Dette betyder at alle strukturer, der er opbygget undervejs
gemmes i vores reachability-orakel. Vores pladsforbrug har derfor et stort over-
head. Hvis oraklet skal veere praktisk anvendeligt for store grafer skal pladsfor-
bruget reduceres. Reduktionen kan f.eks. foretages ved at indfere distribution
af information som labels pa knuderne, hvilket vil betyde en begreensning pa
pladsforbruget.

Vi har givet en teoretisk gennemgang af tre forbedringsmuligheder, der kan
danne baggrund for fremtidigt arbejde pa reachability-oraklet. I gennemgan-
gen af forbedringsmulighederne har vi igen givet motivationer, illustrationer og
detaljer, der har tydeliggjort teorien og skabt stgrre forstaelse og overblik.

Vi kan konkludere, at vi har naet vores mal, idet vi har faet praesenteret
teorien pa en tilgengelig made. Vi har implementeret et reachability-orakel, og
har dermed vist, at dette er muligt og beskrevet hvad denne implementation
involverer. Vi har beskrevet hvilke muligheder, der er for fremtidige udvidelser,
samt hvorledes programmet kan ggres mere anvendeligt i praksis. Vi har selv
lavet sma bidrag, men vores hovedbidrag er tydeligggrelsen af teorien, udfyldelse
af de til leeseren overladte detaljer samt at vi har vist, at implementation af et
reachability-orakel er mulig.



Del 11

Approksimerede afstande
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Kapitel 13

Approksimerede afstande i planare grafer

Givet en orienteret, planar og sammenhaengende graf G, med n knu-
der og ikke-negative heltallige veegte pa kanterne, onsker vi at kon-
struere en datastruktur, der for to knuder i G kan beregne en ap-
proksimativ afstand mellem knuderne. Den approksimative afstand
skal vere konservativ og ligge inden for en faktor (1 + €) fra den
korteste afstand mellem knuderne. Datastrukturen gnsker vi at kon-
struere i tid O(nlog3(n)log(nW)/e) med et pladsforbrug, der er
O(nlog(n)log(nW)/e) og foresporgsler skal kunne besvares i tid
O(log(log(nW))log(n) + log(n)/c), hvor W er vagten pa den tun-
geste kant. Vi kalder datastrukturen et afstandsorakel.

I denne del ser vi igen pa orienterede planare grafer, men der er nu ikke-
negative heltallige veegte pa kanterne. Vi vil konstruere et afstandsorakel for
en graf G, der givet to knuder v og w i G, kan beregne en approksimation
pa afstanden mellem knuderne. Hvis vi kalder den korteste afstand mellem
v og w for d(v,w) og den approksimative afstand for ¢, (v, w), gnsker vi at
(v, w) < op(v,w) < (1+¢)d(v,w).

I de naeste afsnit vil vi give en kort oversigt over de forskellige faser i kon-
struktionen af et afstandsorakel for en graf G. Et afstandsorakel konstrueres
vha. et antal mindre orakler, som vi kalder a-orakler. Et a-orakel konstrueres
med udgangspunkt i G, hvor man kun betragter kanter med vaegt op til a.. Givet
to knuder v og w i G, kan et a-orakel give en approksimativ afstand mellem v
og w, der hgjst har en additiv fejl pa eq, givet at d(v,w) < a.

Vi vil i de naeste kapitler introducere faserne i opbygningen af et a-orakel.
Her antager vi, at veegten pa kanterne i grafen vi arbejder med, hgjst er a.
Hovedideen er at dekomponere grafen vha. separatorer som i del I, hvor vi
konstruerede reachability-orakler. Konstruktionen af et a-orakel minder en del
om konstruktionen af et reachability-orakel og vi kan derfor anvende nogle af
konstruktionerne fra reachability-oraklet, nar vi konstruerer a-orakler, med den
forskel, at vi nu skal tage kanternes vaegt i betragtning. Vi starter igen med at
dele grafen op i lag og konstruere et antal mindre grafer. Denne fase introdu-
ceres i afsnit 13.1. Herefter dekomponeres grafen vha. separatorer — denne fase
introduceres i afsnit 13.2. Vi finder igen forbindelser over separatorstier, men
der skal nu tages hgjde for veegten pa kanterne. Vi introducerer konstruktionen
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af forbindelser i afsnit 13.3. I afsnit 13.4 og afsnit 13.5 introducerer vi hhv.
samlingen af et a-orakel samt forespgrgsler i et a-orakel.

Givet at vi kan konstruere a-orakler, kan vi konstruere et samlet afstands-
orakel, der kan give den approksimative afstand vi gnsker. Det samlede afstands-
orakel bestar af to reachability-orakler samt et antal a-orakler. I afsnit 13.6
beskrives kort for hvilke veerdier af o vi konstruerer a-oraklerne og hvordan G
forberedes saledes at et a-orakel kan konstrueres. Vi introducerer det samlede
orakel samt forespgrgsler heri i afsnit 13.7.

I afsnit 13.8 vil vi kort introducere vores eksperimentelle evaluering af vores
implementation af et afstandsorakel.

13.1 Reduktion til (3, a)-lagsgrafer

Antag, at vi er givet en planar, orienteret graf G med ikke-negative heltallige
veegte pa kanterne, der alle hgjst er . Som i del I opdeler vi grafen i lag, men vi
begraenser den leengste sti i en lag til hgjst at veere af leengde a. For hver tre pa
hinanden fglgende lag, konstruerer vi en (3, a)-lagsgraf, der indeholder knuderne
i disse tre lag. En (3, a)-lagsgraf indeholder et (3, a)-lags-udspaendende trae T
En rodsti i T er sat sammen af 3 minimale orienterede stier af leengde hgjst
«. Konstruktionen beskrives i detaljer i kapitel 14, hvor vi endvidere vil bevise
egenskaber for (3, a)-lagsgraferne.

13.2 Opdeling og rekursion

Givet en (3, a)-lagsgraf H laver vi en hierarkisk dekomposition af denne stort set
som beskrevet i kapitel 5-7. Vi finder en trekant, hvor rodstierne fra knuderne
definerer en opdeling af grafen i tre dele, der hver hgjst indeholder halvde-
len af knuderne i H. Efterfglgende kalder vi rekursivt pa hver af de tre dele.
Konstruktion og de fa sendringer i forhold til del T er beskrevet i kapitel 15.

13.3 Forbindelser over separatorstier

Vi anvender som tidligere forbindelser over separatorstier, nar vi nu skal re-
praesentere approksimerede afstande. Da der nu er veegte pa kanterne, skal der
ligeledes veere vaegte pa forbindelserne. Hvor det fgr udelukkende var ngdvendigt
at gemme én forbindelse hver vej for hvert par bestaende af en knude og en se-
paratorsti, ma vi nu gemme flere. Grunden til dette er, at det ikke laengere er
nok at vide, at der er en vej, vi vil nu have den korteste. Da vi ikke gnsker at
gemme alle de forbindelser, som det er muligt at konstruere, da det vil koste
bade i pladsforbrug og tidsforbrug for forespgrgsler, gnsker vi at reducere antal-
let af forbindelser, der er mellem en sti og en knude. Vi gar derfor pa kompromis
med praecisionen til gengaeld for lavere forbrug pa de naevnte omrader.

I kapitel 16 introduceres konstruktioner, der ggr os i stand til at gemme et
antal forbindelser, der kan anvendes til at finde en approksimeret afstand, der er
konservativ og hgjst ea for stor i forhold til den korteste afstand. Vi gennemgar
hvorledes vi konstruerer maengder af forbindelser, hvorledes disse ggres mindre
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samt hvorledes de kan anvendes til at finde en approksimeret afstand. Stgrrelsen
af en meengde af forbindelser mellem en knude og en separatorsti vil veere
O(1/e).

For at konstruere alle maengder af forbindelser i et rekursivt kald, anvender
vi tid O(|V(H)|log?(|V(H)|)/¢). Beviset for, hvor lang tid vi anvender pa at
konstruere forbindelser, har vi selv konstrueret. I artiklen [ThoO1] antages, at
man anvender en linezer-tids single source shortests paths-algoritme, hvilket vi
ikke antager.

13.4 Samling af et a-orakel

Nar alle dele af konstruktionen af et a-orakel er gennemgaet i kapitel 14-16,
opsummerer vi i kapitel 17, hvorledes vi samlet set konstruerer a-orakler. Vi
afrunder dette med at argumentere for tidsforbruget samt pladsforbruget for et
a-orakel. Tidsforbruget for konstruktionen af et a-orakel er O(nlog3(n)/e) og
pladsforbruget er O(nlog(n)/e).

13.5 Forespdgrgsler i et a-orakel

I kapitel 17 vil vi beskrive, hvorledes vi foretager forespgrgsler i et a-orakel.
Vi skal igen se pa forbindelser over separatorstier, men denne gang skal vi gen-
nemlgbe maengder af forbindelser over en separatorsti og finde den korteste. Vi
konkluderer i kapitel 17, at en sadan foresporgsel kan foretages i tid O(log(n)/e).
Vi afrunder kapitel 17 med at beskrive begraensningerne for de resultater vi kan
fa, nar vi anvender et a-orakel. Begreensningerne er, at vi kun kan forvente
at fa en approksimeret afstand mellem knuder v og w, hvis den reelle korteste
afstand mellem knuderne hgjst er a. Desuden er den approksimerede afstand,
der returneres, op til e« for stor i forhold til den korteste afstand.

13.6 Valg af veerdier for «

Nar vi kan konstruere a-orakler erindrer vi, at disse har en begraensning mht.
til stileengde og preecision. Vi skal derfor konstruere et antal a-orakler, som
tilsammen daekker alle stileengder. I disse kan man vha. en rakke velvalgte
forespgrgsler komme frem til et resultat, der er sa preecist som vi gnsker.

I kapitel 18 ser vi pa, hvorledes vi kan sammensatte et antal a-orakler,
saledes at vi bliver i stand til at give en approksimeret afstand for ethvert par
af knuder. Vi beskriver for hvilke veerdier af o hhv. €, vi konstruerer a-orakler.
Vi konstruerer to grupper af a-orakler med forskellig praecision. Vi anvender
hhv. &’ =1/2 og e’ = ¢/4 i de to typer orakler. De valgte a-veerdier er for begge
typer orakler potenser af to op til 2Mog(nW)1 | hyilket betyder, at alle stileengder
er deckket. Vi konstruerer da i alt 2 % [log(nW)] a-orakler, hvor W er den
hgjeste veegt pa en kant i G.

Vi viser, hvorledes vi modificerer den graf G vi er givet, saledes at den kun
indeholder kanter med vaegt op til «, men stadig er sammenhaengende og planar.
Modificeringen bestar i indseaettelse af en knude og et antal kanter.
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Vi anvender ligeledes vores konstruktion af et reachability-orakel i vores
afstandsorakel. Vi anvender reachability-orakler til at afggre om en vej eksisterer
og til at finde afstande med veegt 0.

Vi viser, hvorledes vi kan lave en samlet datastruktur, der kan sikre os en
approksimeret afstand, der er konservativ og ligger inden for en faktor (1 + ¢)
fra den rigtige afstand. Vi argumenterer for tidsforbruget samt pladsforbru-
get for denne samlede datastruktur. Det samlede tidsforbrug for at konstruere
et afstandsorakel er O(nlog®(n)log(nW)/e) og pladsforbruget for det samlede
afstandsorakel er O(nlog(n)log(nW)/e).

13.7 Samlet orakel og forespgrgsler

Vi afslutter kapitel 18 med at opsummere indholdet af det samlede afstands-
orakel samt at beskrive, hvorledes vi foretager forespgrgsler i dette samlede
orakel. Disse foretages ved at lave et antal forespgrgsler i de a-orakler og
reachability-orakler, det samlede orakel er sammensat af. Vi har som naevnt
to grupper af a-orakler og vi anvender en binaer sggning i den ene mindst prae-
cise gruppe til at finde det orakel i den anden mere praecise gruppe, der kan give
os det resultat, vi sgger. Vi argumenterer for, at den samlede forespgrgselstid
er O(log(log(nW))log(n) + log(n)/e). Vi kommer sidst i kapitlet kort ind pa
muligheder for forbedringer af afstandsoraklet.

13.8 Eksperimentel evaluering

Vi beskriver i afsnit 19, hvorledes vi har testet den endelige implementation af
afstandsoraklet. Vi starter med at beskrive, hvorledes vi har testet korrektheden
af de svar, der returneres ved at teste op mod en bevist korrekt algoritme. Vi
beskriver, hvorledes vi har teste afstandsoraklet og dele deraf. Vi forsgger at
underbygge det forventede asymptotiske ressourceforbrug, men ma konstatere,
at vi ikke kan lave afstandsorakler ud fra grafer, der er store nok til, at vi
kan udlede nogle klare tendenser. Vi kigger i stedet pa, hvorledes forbruget
af ressourcer sndrer sig nar vaegten af den tungeste kant og e varieres. Pa
baggrund af disse test konkluderer vi, at betydningen af veerdien af € er minimal
i forhold til forbruget af ressourcer. Endvidere ser vi, som forventet, at forbruget
af bade tid og plads gges nar veegten pa den tungeste kant oges. Derefter kigger
vi pa kvaliteten af de approksimative afstande vi beregner og konkluderer, at
en stor procentdel af de beregnede svar er korrekte og for de resterende svar
gaelder at afvigelserne er en del mindre end det lovede.



Kapitel 14

Introduktion til (3,«)-lagsgrafer

I dette kapitel beskrives, hvordan vi reducerer problemet med at beregne ap-
proksimative afstande i en planar, orienteret, sammenhangende graf G, hvor
vaegtene pa kanterne er ikke-negative og hgjst « til et problem i (3, «)-lagsgrafer.
Med udgangspunkt i G konstruerer vi (3, «)-lagsgraferne, Go,G1,...,Gk_2,
hvor k er athaengig af strukturen af G. For at approksimere en vilkarlig af-
stand af leengde hgjst « 1 et a-orakel laver vi forespgrgsler i nul, en, to eller tre
af (3, a)-lagsgraferne.

Vi vil starte med at definere hvad en (3, «)-lagsgraf er og hvordan den er op-
bygget. Definitionen af (3, «)-lagsgrafer har mange ligheder med definitionen af
tolagsgrafer i afsnit 4.1, og der vil ligeledes veere en del af de egenskaber vi bevi-
ser for (3, a)-lagsgrafer, der vil minde om de szetninger vi beviste i afsnit 4.2.2.
Pa trods af disse ligheder er der store implementationsmeessige forskelle. Vi vil
beskrive vores implementation i afsnit 14.5.

14.1 Definition af (3, a)-lagsgrafer

Definition 14.1 Lad en planar, orienteret graf G med ikke-negative vegte ikke
storre end a pa kanterne vere givet. Lad T vere et udspendende tre i den
underliggende uorienterede graf for G. Traet T har en rod r og en sti mellem
r og en knude v er hgjst er sammensat af tre minimale orienterede stier i G.
Treeet T er et (3,«a)-lags-udspeendende trae hvis enhver af de minimale stier
hagjst er a lange.

En (3, «a)-lagsgraf er en orienteret graf, der indeholder et (3, o)-lags-udspaend-
ende tre.

Det bgr bemeerkes, at der er to vigtige forskelle mellem (3, av)-lagsgrafer og to-
lagsgrafer. For det forste er der i (3, «)-lagsgraferne en begreensning pa leengden
af vejene i de enkelte lag. For det andet er stierne i det (3, «)-lags-udspaendende
tree sammensat af minimale stier. Vi vil i de fglgende afsnit beskrive, hvad disse
sendringer betyder for strukturen af (3, «)-lagsgraferne.
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14.2 Opbygning af (3, a)-lagsgrafer

Lad G veere en orienteret, planar graf hvor vaegtene pa kanterne er ikke-negative
og hgjst a. Som tidligere neevnt beskrives maengden af knuder i G med V(G),
maengden af kanter er £(G), antallet af knuder er n og antallet af kanter tilhgrer
O(n). For at konstruere (3, a)-lagsgraferne skal knuderne i G deles op i knude-
disjunkte lag Lo, L1,..., L. Vi vil i dette afsnit ikke beskrive hvorledes kon-
struktionen af lagene kan realiseres, dette findes i afsnit 14.5, hvor vores imple-
mentation af lagindelingen og konstruktionen af (3, a)-lagsgraferne beskrives.

Definition 14.2 FEt lag L; i en orienteret, vegtet graf G defineres som

Lo ={veV(Q)|irv) <a}

{fveV(@G)\UL; |, UL;) <a} hvisi er ulige og i >0
_ j<i j<i
{fveV(@G)\UL;|6(ULj,v) <a} hvisi erlige ogi>0
Jj<t Jj<t

hvor §(v, |J L;) < « er den korteste afstand i G fra v til en knude i mangden
Jj<i

U L;. Betydningen af 6(|J Lj,v) er symmetrisk.
j<i j<i

Inddelingen af grafen G i lag er som fglger:
1. En vilkarlig rod r veelges blandt knuderne i G.

2. Forste lag Lo defineres til at besta af r og alle knuder v, der kan nas fra
den valgte rod (enten direkte eller indirekte) ad en sti, der er kortere end
a.

3. Lad i veere lige. Laget L; defineres som de knuder, der kan nas fra de
foregaende lag ad en sti, der er kortere end «.

4. Lad i veere ulige. Laget L; defineres som de knuder, der kan na de fo-
regaende lag ad en sti, der er kortere end «.

Processen slutter, nar der ikke leengere kan defineres lag indeholdende knuder.
Ingen kanter i grafen G er tungere end o og G er pr. antagelse sammenhaen-
gende. Alle knuder vil derfor veere indekseret nar processen slutter. En knude v
indekseres med det lag ¢(v) den tilhgrer, dvs. at hvis v tilhgrer lag L; er ¢(v) = i.
En lagdeling med o = 10 er illustreret pa figur 14.1.

Lagene definerer graferne Go, G, . . . , G _o. Knuderne i hver graf er defineret
af tre pa hinanden fglgende lag og en ekstra knude r; der er fremkommet ved
en kontraktion af de foregaende lag. Vi diskuterede i afsnit 4.2.1, at vi tilfgjer
en ekstra knude rq til tolagsgrafen G for at undga specialtilfeelde. Vi tilfgjer
igen en ekstra rod rq til Gy, saledes at alle (3, «)-lagsgraferne har en rod, der
ikke er en kopi af en knude i G. Knuderne i (3, «)-lagsgraferne er som folger:
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Ly
Ly
5
v7 Lo
V6 7
6
V9@ L3

U8

Figur 14.1: En rod veaelges og grafen deles op i lag ud fra vaegten pa kanterne og deres orien-
tering. Vi har valgt o = 10.

V(GQ) =LoUL{ ULy U {7“0}
V(Gl) =IL1ULyUL3gU {7“1}

V(Gk_g) =Ly oULp_1ULLU {Tk—l}

Konstruktionen af (3, «)-lagsgraferne medfgrer, at knuder i forste og sidste
lag er med i én graf, knuder i andet og naestsidste lag er med i to grafer og alle
andre knuder er med i tre grafer. En kant (v, w) € £(G) er inkluderet i G; hvis
bade v og w er i GG;. Kanter hvor det ene endepunkt tilhgrer den kontraherede
rod og det andet er i grafen G; bliver ligeledes inkluderet. Mere formelt:

Definition 14.3 Lad en planar, orienteret graf G og et « veere givet og definer
lagene Lo, L1, ..., Ly som i definition 14.2. (3, «)-lagsgraferne Gy, G1, ..., Gg_o
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G ierlige  jer ulige i er lige 1 er ulige G;
Li_g ///. [} - r;
s N % W
. o ° Litq

Lita L °
Figur 14.2: Hvorledes kanter incidente med en rod opstar.

defineres som

G; =(V;, E;) foro<i<k-—1
Vi=L;ULjt1 UL U{r;} foro<i<k-—1
E; =E/U {(v,w) | (v,w) € E(G) A
v € LiULis1 ULiss A
we LijULiy1 ULita} foro<i<k-—1
E, ={(ri,w) | v e LisULi_1AweL; A
(v,w) € E(G)} U
{(v,ri) |v€ Liz1 NJweE Li—1 A
(v,w) € E(G)} for0<i<k—1 At lige
E. ={(v,r;)|veL; NJwe L oUL;_1 A
(v,w) € E(G)} U
{(riw) | v € Lizg Aw € Ligq A
(v,w) € E(G)} for0<i<k—1 Ai ulige

Bemaerk, at en kant (v,w) € £(G) pr. konstruktion hgjst kan spaende over tre
lag. Pa figur 14.2 ses hvorledes kanter til/fra roden opstar.

14.2.1 (3, «)-lags-udspaendende trae

Vi har defineret hvorledes grafen G er blevet delt op i lagene Lg, L1, ..., L og
hvilke knuder og kanter, der er indeholdt i (3, «)-lagsgraferne. Vi mangler blot
at konstruere et (3, «)-lags-udspeendende trae i hver af G;’erne. Vi udfgrer en
modificeret Dijkstra-algoritme for hvert lag; nar en knude opdateres i priori-
tetskgen huskes pa hvilken kant, der er arsag til opdateringen og nar knuden
tages ud defineres kanten til at veere en del af det udspsendende trze. For en
(3, a)-lagsgraf G; er roden r; udgangspunkt for Dijkstra-algoritmen for forste
lag. Nar en knude v tages ud af prioritetskgen, bliver den sat ind i en ny prio-
ritetskg, der er udgangspunktet for en udfgrelse af Dijkstras algoritme for det
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Figur 14.3: En minimal sti.

naeste lag. Prioriteten af v forbliver usendret. Nar en knude w tages ud af en
prioritetskg for anden gang er den blevet indekseret med et lag. Vi skal derfor
kun opdatere prioriteten pa w’s naboer. Knuden w skal ikke indseettes i en ny
prioritetskg og der skal ikke tilfgjes en kant til traeet. Dette sikrer os, at der
ingen cykler opstar og at alle knuder dackkes af tracet. I afsnit 14.5 beskrives
i detaljer, hvorledes vi i vores implementation finder (3, «)-lags-udspaendende
traeer.

Se pa grafen G; og antag, at ¢ er lige. Da vil kanter mellem roden og knuder
i L; veere orienteret veek fra r;. Den fgrste udfersel af Dijkstra-algoritmen skal
derfor fglge kanternes orientering, den naeste skal veere mod kanternes oriente-
ring og den sidste skal igen fglge kanternes orientering. Tilfzeldet hvor 7 er ulige
er symmetrisk, her starter man med at udfgre en Dijkstra-algoritme, der gar
modsat kanternes orientering.

Vi vil argumentere for, at det netop konstruerede tree T; i en vilkarlig (3, «)-
lagsgraf G; er et (3, a)-lags-udspzendende trae. En sti i traeet vil hgjst besta af
tre orienterede stier; en orienteret sti for hver af de tre udferelser af Dijkstra-
algoritmen, der hver daekker et lag i grafen.

Se pa en sti P fra roden 7; til en vilkarlig knude v, denne sti er opbygget af
maksimalt tre orienterede stier. De tre stier er opbygget i forbindelse med en
udfgrelse af Dijkstra-algoritmen og er derfor minimale i G.

Vi skal argumentere for, at en sti, der er fundet i forbindelse med en udfgrelse
af Dijkstras algoritme ikke kan vaere laengere end «. Antag uden tab af gene-
ralitet, at 7 er lige og antag, at der eksisterer en sti P i T}, fra roden r; til en
knude w € L;, der er laengere end a. Pr. konstruktion af traeet beskriver P en
minimal sti fra r; til w. Knuden w er blevet inkluderet i L;, fordi der eksisterer
en sti Q i G fra et tidligere lag til w og denne sti er hgjst o lang. Kald den
sidste knude pa @, der tilhgrer et tidligere lag for u og den fgrste knude i L; for
v, se figur 14.3. Alle knuderne i L; eksisterer som en kopi i G; og kanterne i @)
fra v til w er ligeledes kopieret i G;. Pr. konstruktion af kanterne incidente med
roden, er kanten pa @ fra u til v, repraesenteret i GG; som en kant fra r; til v. Da
en kopi af en kant har samme vasgt som den originale kant, har vi fundet en sti
fra r; til w, der er kortere end P. Dette strider mod, at P skulle veere minimal,
dvs. der eksisterer ikke en sti fra roden r; til en knude w € L;, der er lsengere
end a. Vi kan pa samme made argumentere for, at der i de to gvrige lag ikke
kan eksistere stier i T;, der er laengere end «. Hermed har vi argumenteret for,
at treeet er et (3, a)-lags-udspeendende trze.
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Figur 14.4: En sti, der er kortere end «.

14.3 Egenskaber for (3, a)-lagsgrafer

Pa baggrund af definition 14.1 af (3, a)-lagsgrafer, vil vi bevise egenskaber for
graferne.

Definition 14.4 Den korteste afstand mellem to knuder v og w i grafen G
betegnes oG (v, w).

Seetning 14.5 Der eksisterer en minimal sti i G af lengde 6 (v, w) < a mel-
lem knuderne v og w hvis og kun hvis den korteste afstand mellem v og w 1
graferne Gyy—2, G,)—1 09 G, er dg(v,w) eller:

56'(”7 w) <«

0

min(6GL(U)72 (v, w), G, ()1 (v, w), G, () (v,w)) = dg(v,w)

Beuvis. Antag, at der eksisterer en sti P, ,, af lengde hgjst a i grafen G' mellem
knuderne v og w. Lad i veere det mindste indeks pa et lag, der indeholder knuder
1 Py 0g lad z veere en knude i dette lag. Vi kalder vejen fra v til x for P, 4
og vejen fra x til w kaldes P, ., knuden z er ikke inkluderet i stierne.

Se figur 14.4 (A), antag at ¢ er lige og at x er den sidste knude i lag L; pa
Py, - Hvis den korteste afstand fra et tidligere lag til w er kortere end a vil
knuderne i P, ) befinde sig i lag L;, dvs. z = w. Hvis vejen er laengere end «
vil P}Lw] befinde sig i L;11 U L;yo. Lag L;y1 er et ulige lag og vil indeholde de
knuder y pa stien, hvorom der geelder, at afstanden fra y til et tidligere lag er
kortere end . Knuder pa P, ,,), der ikke er inkluderet i L; 1 vil blive inkluderet
ilag L;i2, da de alle kan nas fra et tidligere lag (L;) ad en sti, der er kortere
end a. Stien P, ,) befinder sig ikke i et tidligere lag end L;, derfor vil P}, 4
befinde sig i L; U L;11. Den del af stien, der kan nas af knuder fra et tidligere
lag via en vej, der er kortere end « vil vaere inkluderet i L;. Den resterende del
vil veere i lag L;11, da alle knuder i P, ,[ kan na en knude (z) i et tidligere lag
ad en sti, der er kortere end . Vi har argumenteret for, at hvis i er lige, vil
knuderne i P[%w] veere i lagene L;UL; 1 1UL; 9. Pr. konstruktion af grafen G; vil
knuderne og kanterne mellem dem vere i G;. Da kanterne i GG; er repraesenteret
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med samme veegt som i G vil leengden af stien P, ) i G; veere den samme som
1 G. Knuden v erilag L; eller i lag L1, hvilket betyder at P, ) er i G,(, eller
i GL(U)*I :
Antag at i er ulige, se figur 14.4 (B), og lad = vaere den forste knude i lag
L; pa Pp,). Vi kan med et lignende argument argumentere for, at P, er
indeholdt G,,)_1 eller i G,(,)_2 og at leengden af vejen er den samme som i G.
Beviset for den modsatte vej er oplagt. O

Seetning 14.6 Givet en planar graf G er (3,«a)-lagsgraferne Go,G1,...Gr_2
planare.

Beuvis. Beviset er identisk med beviset for saetning 4.5 i afsnit 4.3. O

Saetning 14.7 Givet en planar, orienteret graf G, hvor vegtene pa kanterne er
ikke-negative og hgjst . Lad (3, «)-lagsgraferne Gy, G1, . .., Gi_o vere defineret
som i definition 14.1. Da gelder, at storrelsen af (3, «)-lagsgraferne er lineer
1 storrelsen af G:

k—2

STIV(G)| + (G| € On)

i=0

Bevis. Beviset for denne szetning er naesten identisk med beviset for seetning 4.6
i afsnit 4.3, blot har vi, at en knude og en kant i G vil vaere repraesenteret i
hgjst tre af G;-graferne. O

14.4 Udforelsestid

Vi vil i dette kapitel skitsere hvorledes (3, a)-lagsgraferne Go, Gy, ... Gg_o kan
konstrueres i tid O(nlog(n)). For en mere udferlig argumentation for udfgrelses-
tiden henvises til afsnit 14.5.1, hvor vi diskuterer udfgrelsestiden af vores im-
plementerede algoritme.

Saetning 14.8 Givet en planar orienteret graf G med ikke-negative vaegte min-
dre end o pa kanterne kan vi i tid O(nlog(n)) konstruere en mangde af orien-
terede planare (3, «)-lagsgrafer Go,G1, ..., Gg_s.

Bevis. Konstruktionen af (3, «)-lagsgraferne foregar i to faser; forst opdeles knu-
derne i grafen G i lag og efterfglgende konstrueres (3, a)-lagsgraferne. Opdelin-
gen af knuder i lag kan foretages ved at bruge en modificeret udgave af Dijkstras
algoritme, hvilket tager tid O(nlog(n)). Herefter kan (3, «)-lagsgraferne kon-
strueres pa samme made som tolagsgraferne blev konstrueret. Dette er beskrevet
i afsnit 4.4 og kan ggres i lineser tid, da man ser pa hver knude hgjst tre gange.
Den samlede tid for at konstruere (3, «)-lagsgraferne bliver da O(nlog(n)). O
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Figur 14.5: Eksempler pa hvorledes kanter og stier i grafen G kan vare placeret i forhold til
(3, @)-lagsindelingen
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14.5 Implementation

Vi vil i dette kapitel beskrive, hvorledes vi har implementeret opbygningen
(3, av)-lagsgraferne givet en planar, orienteret graf G med ikke-negative vaegte
mindre end a pa kanterne. Vi vil afslutte med at argumentere for, at vi kan
konstruere graferne i O(nlog(n)) tid.

Vi har i vores implementation valgt at finde det udspaendende trae samti-
dig med at lagene konstrueres. Der bruges en modificeret udgave af Dijkstras
algoritme til at finde lagene og kanterne i det udspeendende trae. Vi laver tre
prioritetskger pg, p1 og p2. Kgen pg indeholder knuder, der er interessante for
det lag L;, der arbejdes med, p; hhv. ps indeholder knuder, der er interessante
for Li-‘,—l hhv. LH_Q.

Vi starter med at udveelge en tilfzeldig knude r og lader den veere rod i
traeet. For at konstruere Lo og det tilhgrende trae saetter vi roden ind i kgen pg
med prioritet 0. Herefter fortssetter vi som beskrevet nedenfor.

Antag, at i er lige og at vi er ved at konstruere ;. Vi tager en knude w
ud af prioritetskgen pg. Knudens prioritet er den korteste afstand, vi har set op
til et tidligere lag eller til r, hvis vi er ved at konstruere Ly. Knuden w husker
pa den kant, der er arsag til, at den har den givne prioritet. Da L; er et lige
lag, skal det indeholde knuder, der kan nas fra et tidligere lag ad en vej, der er
kortere end «. Pa figur 14.5 ses tre forskellige eksempler pa, hvad der kan ske
nar en knude w tages ud af kgen py. Knudens prioritet er afstanden fra u til w.

Antag at w’s prioritet er mindre end eller lig «, se figur 14.5 (A). Kanten,
som w husker pa, merker vi som en traekant og vi kalder kanten w’s foreel-
derkant. Knuden w saettes ind i lag L; og den husker selv pa, hvilket lag den
er blevet sat ind i. Vi kigger pa alle w’s udkanter og opdaterer prioriteten pa
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knuderne som kanterne peger pa. Laget L;;1 bestar af knuder, der kan na et
tidligere lag ad en vej, der er kortere end a. Knuden w er derfor interessant
for L;y1 og vi seetter den ind i kgen p; med prioritet 0. Prioritetskgerne kan
altsa indeholde knuder, der allerede er inkluderet i et lag. Vi vil senere forklare,
hvordan dette handteres.

Antag nu, at w’s prioritet er stgrre end «, se figur 14.5 (B) og (C). Det
betyder, at knuden ikke skal inkluderes i lag L;. Vi erindrer, at ingen kanter
har veegt stgrre end a, dvs. w kan blive inkluderet i lag L; 2 og vi seetter knuden
ind i pp. Knudens prioritet skal veere veegten af kanten (v,w). Knuden w kan
naturligvis ogsa komme i lag L;11, se figur 14.5 (C). Vi vil da have en knude
(w) ien ko (p2) selvom knuden allerede er inkluderet i et lag (Lj41).

Nar en knude tages ud af en prioritetskg, undersgger vi fgrst om knuden er
inkluderet i et andet lag. Hvis dette er opfyldt skal ingen kanter meerkes som
traekant og knuden skal ikke inkluderes i dette lag. Vi skal dog stadig opdatere
prioriteten pa knudens naboer.

En knude kan veere med i fire udfgrelser af Dijkstras algoritme. Antag v
inkluderes i forbindelse med indekseringen af lag ¢, men ikke bliver inkluderet i
dette lag. Da vil v blive inkluderet i L;41 eller L; 2 og den kan veere med i begge
udfgrelser af Dijkstra algoritme. I opbygningen af L;,1 kan vi se pa knuden og
konstatere den ikke skal i dette lag, fordi stien fra v til L; er leengere end «. Vi
vil da saette den ind i prioritetskden for L;y3. Knuden v vil blive indsat i lag
Lito og nar vi tager den ud af prioritetskgen i forbindelse med opbygningen af
L3 vil vi derfor ikke szette den ind i flere prioritetskger.

Tilfeeldet hvor 7 er ulige er symmetrisk. Nar en knude tages ud af en priori-
tetskg kigge vi pa knudens indkanter og opdaterer prioriteten pa kantens andet
endepunkt.

Vi har nu faet markeret en maengde af kanter som veerende treekanter og
vi skal argumentere for, at kanterne danner et udspsendende tree. Da grafen er
sammenhangende og veegten pa alle kanterne hgjst er a bliver alle knuderne
indekseret med et lag. Roden tilhgrer lag L og den har ingen forzelderkant. Nar
en knude, (med undtagelse af roden) indekseres med et lag, bliver en kant der
er incident med knuden markeret som veerende traekant. Vi laver ikke en cykel
i grafen, da en knude ikke bliver indekseret to gange og den vil derfor fa praecis
en foreelderkant. Det betyder, at vi konstruerer et udspaendende tree.

Vi har nu faet delt grafen G op ilag Lg, L1, ..., Li og fundet et udspeendende
tree i grafen. Det betyder, at vi har information nok til at kunne konstruere
(3, aw)-lagsgraferne Go,G1,...,Gg_2 hver med et (3, «)-lags-udspeendende trae.
I definition 14.3 er beskrevet hvilke kanter og knuder (3, «)-lagsgraferne skal
indeholde. Vi laver et laver et array af knude-lister, med en knude-liste for
hvert lag. En liste indeholder referencer til de knuder i grafen G, der tilhgrer
det pagaldende lag. En (3, «a)-lagsgraf G; opbygges et lag ad gangen. Forst
laves en ny rod r; og efterfglgende gennemlgbes listen med knuderne v € L;.
For hver knude v € G laves en ny knude v; € G;. Incidente kanter til knuden v
gennemlgbes og vi ser pa kantens andet endepunkt w. Der er nu tre muligheder:

w € Li—oUL;_1: Lav en ny kant (v;, ;).

w € L;: Hvis en kopi af w er blevet lavet i G; laves en ny kant (v, w;), ellers
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laves kanten nar w indsaettes.
w € Ljy1 U Ljyo: Der laves ikke en ny kant, kanten laves nar w indsaettes.

Gennemlgb alle v’s indkanter og lav pa samme made kanter fra v; i grafen G;.
De resterende to lag i grafen G; konstrueres pa tilsvarende vis. En kant, der
er en treekant 1 G skal ligeledes veere en trackant i GG;. Pa denne made vil en
(3, a)-lagsgraf G; komme til at indeholde et udspesendende trae T;.

Se pa en sti fra roden r; til en knude v; € G;. Stien bestar af tre orienterede
stier, en for hvert lag i grafen. Pr. konstruktion af lagene vil hver sti hgjst veere
« lang. Hver del af stien er minimal, da den er fundet i forbindelse med en
udferelse af Dijkstras algoritme. De konstruerede (3, a)-lagsgrafer indeholder
altsa alle et (3, a)-lags-udspaendende trae.

14.5.1 Udfgrelsestid for konstruktion af (3, «)-lagsgraferne

Vi har netop beskrevet hvorledes (3, a)-lagsgraferne opbygges i to faser. I den
forste fase opdeles grafen G i lag og et udspzendende trae findes. Vi udfgrer
Dijkstras algoritme én gang for hvert lag der konstrueres. En knude kan som
naevnt hgjst vaere med 1 en udferelse af Dijkstras algoritme fire gange. Det
betyder, at udfgrelsestiden for at dele grafen op i lag er O(nlog(n)). I anden
fase opbygges (3, a)-lagsgraferne. Tiden for at konstruere en (3, «)-lagsgraf G;
er oplagt lineser i storrelsen af G;. Vi har i ssetning 14.7 bevist, at stgrrelsen
af Gj;-graferne er lineser i storrelsen af GG. Samlet giver det, at vi konstruerer
(3, a)-lagsgraferne i tid O(nlog(n)).

14.5.2 Placering i programmet

Den del af programmet, der opdeler grafen i lag og finder et udspzendende
tree findes i distances/layer. cpp. Opbygningen af (3, a)-lagsgraferne foregar
i distances/gi.cpp og de er implementeret i klassen ThreeAlphaGraph.



Kapitel 15

Opdeling og rekursion

Vi skal konstruere en datastruktur, som kan anvendes til effektivt at finde ap-
proksimerede afstande i planare orienterede grafer, hvor kanterne har vaegt op
til a.. Vi kalder den resulterende datastruktur et a-orakel. I dette kapitel gen-
nemgar vi de dele af konstruktionen, hvor der findes tilsvarende dele i konstruk-
tionen af reachability-datastrukturen. Vi beskriver udelukkende disse dele fra
et implementationssynspunkt, da det teoretiske grundlag er er beskrevet i del I.

Det forste skridt er at reducere problemet til (3, «)-lagsgrafer og derefter
lave en del-datastruktur for hver af disse grafer. Delene udggr tilsammen den
datastruktur vi gnsker. Konstruktionen af (3, ov)-lagsgraferne er beskrevet i ka-
pitel 14.

Separations-teknikken, som blev anvendt til at konstruere reachability-
oraklet kan tilpasses, saledes at den kan anvendes til konstruktion af en da-
tastruktur, der kan beregne approksimerede afstande i planare grafer. I det
folgende beskriver vi, hvordan vi har tilpasset teknikken til (3, «)-lagsgrafer i
vores implementation af datastrukturen.

Den information, der skal tilfgjes datastrukturen for at kunne beregne ap-
proksimerede afstande effektivt, beregnes vha. nye konstruktioner, som vi ikke
anvendte i forbindelse med reachability-oraklet. Disse konstruktioner beskrives
i kapitel 16.

15.1 Lokalisering af trekant til separation

Vi antager, at vi er givet en (3, a)-lagsgraf H med et (3, a)-lags-udspaendende
tree T'. Ligesom i del I, kapitel 6 gnsker vi at opdele H i tre dele, saledes at ingen
del indeholder mere end halvdelen af knuderne i H. Opdelingen foretages ved at
lokalisere en trekant og grafen separeres ved at bruge rodstierne fra knuderne
i trekanten. Eksistensen af en trekant er bevist i sztning 6.1 og at den kan
findes i lineser tid vises i seetning 6.10. Beviserne for de to ssetninger bruger
kun, at grafen er planar og indeholder et udspsendende trae, og seetningerne er
derfor ogsa geeldende, nar vi arbejder med (3, a)-lagsgrafer. Den algoritme vi
implementerede i forbindelse med del I bruger ikke, at grafen er en tolagsgraf,
blot at den indeholder et udspaendende trae. Vi kan derfor bruge ngjagtig den
samme implementation til at finde en trekant i en (3, a)-lagsgraf som vi brugte

114
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til at finde trekanten i en tolagsgraf.

15.2 Lokalisering af separatorstier

Givet en trekant i en tolagsgraf skal vi lokalisere de op til 9 orienterede separa-
torstier. Vi starter fra hver af de tre knuder, der definerer trekanten og fglger
forzeldrereferencer op til roden. Undervejs finder vi de orienterede stier. Til sidst
gennemlgber vi alle stierne parvist og fjerner dem, der er en delsti af en anden
sti. Vi bemaerker, at vi ikke som i reachability finder maksimale stier, da vi nu
har brug for, at de orienterede separatorstier hgjst har leengde «.

15.3 Opdeling af grafen vha. en separator

Vi antager, at vi har en (3, «)-lagsgraf H samt en separator S. Separatoren
beskriver en opdeling af grafen i tre dele, hvoraf ingen indeholder mere end
halvt sa mange knuder som H. Vi skal nu konstruere tre delgrafer, som svarer
til de tre dele.

I kapitel 7 beskrev vi, hvorledes vi konstruerer delgraferne i tilfzeldet, hvor vi
star med en tolagsgraf og en tilhgrende separator. Denne konstruktion fordrer
ikke, at grafen er en tolagsgraf, og kan derfor ligeledes anvendes til at opdele
(3, a)-lagsgrafer.

15.4 Basisrekursion

Givet en veegtet, planar, orienteret graf G, anvendes den konstruktion, der er
beskrevet i kapitel 14 til at reducere afstandsproblemet til at omhandle (3, «)-
lagsgraferne G1,Ga, ..., Gr_s.

Givet en (3, a)-lagsgraf H med tilhgrende udspsendende trae T dekomponerer
vi H rekursivt. Vi anvender i et rekursivt kald flg. skridt:

e Vi forbereder H ved at tilfgje ekstra information pa knuder og kanter.
Dette skridt foregar som i basisrekursionen for reachability-oraklet og er
beskrevet i afsnit 5.1.1. Den ekstra information gemmes i et node_array
og et edge_array, som knyttes til grafen. Disse typer er introduceret i
afsnit 2.1.2.

e Vi finder en trekantet flade, der definerer en opdeling af grafen i tre dele,
som hver hgjst indeholder halvt s& mange knuder som H. Denne del af
basisrekursionen er beskrevet i afsnit 15.1.

e Vi finder separatoren S, som er defineret af den netop lokaliserede flade.
De orienterede stier identificeres. Dette skridt er beskrevet i afsnit 15.2.

e For hver af de orienterede separatorstier laver vi forbindelser. I kapitel 16
beskrives i detaljer hvorledes vi finder forbindelser, der repraesenterer ap-
proksimative afstande i H.
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e Grafen H deles op vha. separatoren S. Vi konstruerer i lineser tid op til
tre nye delgrafer. Denne fase er beskrevet i afsnit 15.3.

e Der kaldes rekursivt pa de dele, som opdelingen af H resulterer i.

Vi bemeerker at denne dekomposition stort set svarer til den vi foretog for
de uveaegtede grafer i del I.

Rekursionsdybden er som i reachability-tilfaeldet O(log(n)). Alle skridt i
basisrekursionen bortset fra det skridt, der finder forbindelser, foregar i tid, der
er linezer i storrelsen af H. Skridtet, hvor der findes forbindelser bliver som
naevnt beskrevet i kapitel 16, hvor vi konkluderer, at tiden for dette skridt er
O(|V(H)|log?(|V(H)|)/¢). Det er altsa dette skridt, der dominerer udfgrelses-
tiden for et rekursivt kald i vores dekomposition.

Vi vil i kapitel 17 beskrive den samlede konstruktionstid for et a-orakel. Her
vil vi ligeledes beskrive, hvor meget plads et a-orakel kraver.

15.5 Rekursionstrae og separatornumre

Under basisrekursionen opbygger vi et rekursionstree pa samme made som vi
gjorde det i reachability-tilfzeldet i afsnit 5.1.3. Vi erindrer at dette er et tree,
hvor der er en knude for hvert rekursivt kald i dekompositionen. Vi tildeler lige-
ledes numre til separatorstierne, saledes at numrene er fortlgbende pa alle stier
fra rod til blad i rekursionstraeet. En knude i rekursionstraeet har tilknyttet et
separatornummer. Dette er det sidste nummer, der er anvendt til at nummerere
separatorstier i det kald, der svarer til knuden.

15.6 Placering i programmet

Basisrekursionen findes i distance/recursion.cpp. Vi starter med at tilfgje
labels med ekstra information til knuder og kanter i distance/labels.cpp. I
distance/ArrayInfo findes klasserne som vi samler information til knuder og
kanter i. Klasserne er hhv. NodeArrayInfo og EdgeArrayInfo. Trekanten, som
grafen opdeles efter finder viidistance/findTriangle.cpp. Separatoren og de
orienterede stier i denne finder vi i distance/separator. cpp. Selve opdelingen
af grafen i delgrafer findes i distance/partition.cpp.



Kapitel 16

Forbindelser over separatorstier

Antag vi er givet en (3,a)-lagsgraf H med et udspendende tree T', samt en
separator S, der bestar af et antal orienterede separatorstier. Vi gnsker at lave
maengder af forbindelser fra knuder til separatorstier og fra separatorstier til
knuder. Disse forbindelser skal ggre os i stand til at finde en approksimeret af-
stand mellem to givne knuder. Mangderne skal veere tilpas sma til at afstanden
kan beregnes effektivt, men skal ogsa repraesentere nok information til at give
et resultat, der har den gnskede preecision. Vi gnsker, at resultatet skal veere
konservativt og hgjst ea for stort. Vi gnsker at kunne give en approksimativ
afstand for de par af knuder (v, w), hvorom det gaelder, at (v, w) < a.

For hver separatorsti, der opstar under opdelingen af grafen H, laves forbin-
delser, som senere skal anvendes til at lave forespgrgsler om afstanden mellem
to knuder. For hver sti laves et antal forbindelser fra en knude til stien samt fra
stien til knuden. Dette gores for alle knuder, der findes i H pa det tidspunkt,
forbindelserne bliver lavet (givet, at der findes veje til og fra den pagseldende
knude). Forbindelserne gemmes som kanter i den graf G;, der dekomponeres og
disse gemmes i lister i knuderne i ;. For hver knude v gemmes to lister, ind,
og ud,, hvor hver indgang indeholder en maengde af forbindelser til v fra en
separatorsti @) hhv. fra v til stien Q. Leengden af disse lister er Olog(V(G;))
svarende til reskursionsdybden af dekompositionen.

For at kunne repraesentere approksimerede afstande vha. en maengde for-
bindelser, har vi brug for flere nye konstruktioner, som vi forst vil preesentere.
Disse konstruktioner omfatter forbindelser, afstande, meengder af forbindelser
samt ordning af disse maengder. Vi vil ligeledes vise nogle fakta om de forskellige
konstruktioner. De naevnte konstruktioner praesenteres i afsnit 16.1.

Herefter ser vi pa, hvorledes maengder af forbindelser kan konstrueres, sa
de indeholder tilstreekkelig information til at en approksimativ afstand kan be-
regnes, sa den overholder vores gnsker om preecision. Disse meengder af for-
bindelser tilknyttes knuderne i den graf G;, som rekursivt dekomponeres. Vi
beviser korrektheden af konstruktionen, hvor store masengderne er, samt argu-
menterer for tidsforbruget for konstruktionen. Vi konkluderer, at tidsforbruget
for konstruktionen af alle maengder pa et niveau i den rekursive dekomposi-
tion er O(|V(H)|log?(|V(H)|)/¢). Konstruktionen af maengderne og de navnte
beviser findes i afsnit 16.2.

Nar vi har konstrueret maengderne, skal vi sgrge for, at de har form og
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storrelse, der giver os mulighed for effektivt at beregne en approksimeret afstand
med gnsket praecision. Vi beskriver, hvorledes vi mindsker antallet af forbindel-
ser uden at give afkald pa den gnskede praecision af forespgrgsler. Denne fase er
beskrevet i afsnit 16.3, hvor vi ogsa argumenterer for, at de resulterende maeng-
der af forbindelser mellem en knude og en separatorsti er af stgrrelse O(1/¢). Vi
opsummerer den samlede konstruktion af maengder og vi argumenterer ligeledes
for det samlede tidsforbrug ved konstruktionen. Vi konkluderer, at det samlede
tidsforbrug er O(|V(H)|log?(|V(H)|)/¢).

Vi ser til sidst kort pa hvorledes vi i vores implementation konstruerer de
forbindelser, som skal anvendes i forespgrgsler. Implementationen beskrives i
afsnit 16.4.

Forespgrgslerne behandles i kapitel 17, hvor vi ogsa giver en kort opsumme-
ring af den samlede konstruktion af et a-orakel samt ser pa, hvilke begrsensnin-
ger der er pa de resultater, et a-orakel giver.

16.1 Forbindelser, afstande og mangder

Antag, at vi er givet en (3,«a)-lagsgraf H og den tilhgrende separator S, som
beskrevet i afsnit 15.4. Vi definerer forst et antal konstruktioner, som anvendes,
nar vi konstruerer forbindelser over separatorstier i .S. Vi definerer forst formelt,
hvad en forbindelse er. Herefter definerer vi meengder af forbindelser mellem
knuder og separatorstier, der indeholder den information vi har brug for, nar
vi skal beregne en approksimeret afstand mellem to knuder.

16.1.1 Forbindelser og afstande

Givet en planar, orienteret, veegtet (3, a)-lagsgraf H vil vi definere forbindelser
mellem knuder og separatorstier samt afstande via forbindelser. Afstande via
forbindelser over separatorstier vil udggre de afstande, som vores datastruktur
kan returnere pa forespgrgsler.

Definition 16.1 Den korteste afstand fra en knude v til en knude w i H be-
tegnes 6(v,w).

Definition 16.2 En forbindelse (pa engelsk connection) fra en separatorsti Q
til en knude v er en ny kant (a,v) € V(Q) x {v} med lengde £(a,v) > d(a,v).
Ligeledes er en forbindelse fra en knude v til en separatorsti QQ en ny kant

(v,a) € {v} x V(Q) med lengde L(v,a) > §(v,a).

Eksempler pa forbindelser (v,a) fra knuden v til a pa stien @ samt (b, w)
fra knuden b pa @ til w kan ses pa figur 16.1.

Vi kan nu definere de konstruktioner, som vi skal anvende mht. forbindel-
ser. Vi definerer forst den afstand, som vi kan finde mellem to knuder, hvis vi
kombinerer to forbindelser via en separatorsti.
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b
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Figur 16.1: Forbindelser (v,a) og (b,w) mellem @ og knuder i H der sammen med 0(a,b)
udger dist((v,a), (b,w)).

Definition 16.3 Antag at (v,a) er en forbindelse fra v til a pa Q og at (b, w)
er en forbindelse fra b pa Q til w. Hvis a og b er den samme knude, eller hvis
a kommer for b pa Q, da definerer vi

dist((v,a), (b,w)) = £(v,a) + 0(a,b) + £(b,w)
Hvis a kommer efter b pa Q, defineres dist((v,a), (b,w)) til co.

En illustration af dist((v,a), (b,w)) kan ses pa figur 16.1. Vi vil gerne kunne
beregne dist((v,a), (b, w)) effektivt og gemmer derfor ekstra information i knu-
derne. Vi har brug for at kunne beregne d(a,b) samt afggre, om en knude
kommer fgr en anden pa Q.

Definition 16.4 Lad i(a, Q) vere indekset for a pa Q. Hvis i(a, Q) < i(b,Q),
sa er a samme knude eller en tidligere knude pa Q ift. b.

Lad d(a, Q) vere afstanden pa Q fra den forste knude pa @ til a. Nu kan
d(a,b) beregnes som d(b,Q) — d(a,Q), givet at i(a,Q) < i(b, Q).

Vi bemaerker at d(a, Q) og d(b, Q) ikke kan anvendes til at afggre, hvilken
af a og b, der er forst pa @, da der kan veere kanter med vaegt 0.

16.1.2 Maengder af forbindelser

Hver knude skal opbevare en mangde af forbindelser for hver separatorsti, Q,
som opdeler de grafer, som knuden findes i. Disse meengder skal repraesentere
tilstraekkelig information til at man kan finde en afstand mellem to knuder v og
w over (Q, som er passende teet pa den korteste afstand, der findes mellem v og
w over Q.

Vi definerer fgrst et mal for, hvornar en forbindelse f; er ungdvendig, hvilket
vil sige, at en anden forbindelse f; kan anvendes i stedet for f; uden at vi
indfgrer en afvigelse fra den korrekte korteste afstand, der er for stor til at vi
kan overholde kravet til vores resultat om, at det hgjst er e« for stort.

Definition 16.5 Antag, at i(a,Q) < i(b,Q) samt at (a,v) og (b,v) er forbin-
delser fra hhv. a og b pa Q til knuden v. Vi siger nu, at (b,v) e-dackker (a,v)
hvis §(a,b) + £(b,v) < d(a,v) + ea.
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Q Q

- L(v,a) + 0(a,b)

= 5(;, b) + (b, v) be=" 3(v,b)

(A) (B)

Figur 16.2: Nlustration af e-deekning vha. forbindelser, der gar hhv. til og fra separatorstien

Q.

Dette betyder, at hvis vi veelger vejen fra a til v, der gar over b, fremfor den
direkte (korteste) vej fra a til v, far vi hgjst en additiv fejl pa ea. En illustration
af de to veje ses pa figur 16.2 (A).

Vi kan ligeledes definere e-dackning for forbindelser, der gar fra en knude v

til Q.

Definition 16.6 Antag, at i(a,Q) < i(b,Q) samt at (v,a) og (v,b) er forbin-
delser fra knuden v til hhv. a og b pa Q. Vi siger at (v, a) e-daekker (v,b) hvis
l(v,a) +6(a,b) < 6(v,b) + ca.

Veelger vi nu vejen fra v til b over a fremfor den direkte (korteste) vej fra v
til b, kan vi indfgre en additiv fejl pa hgjst ea, se figur 16.2 (B).

Vi kan nu definere en maengde af forbindelser, der daekker vores behov for
passende praecision mht. den korteste vej fra en knude v til en knude w.

Definition 16.7 En mengde C(v, Q) af forbindelser fra v til QQ er e-daekkende,
hvis alle par (v,a) i {v} x V(Q) hvor 6(v,a) < a er e-dekket af en forbindelse
i C(v,Q).

Ligeledes er en meengde C(Q,w) af forbindelser fra Q til w e-deekkende, hvis
alle par (b,w) i V(Q) x {w} hvor §(b,w) < « er e-dekket af en forbindelse i
C(Q,w).

Givet to maengder af forbindelser, hhv. fra v til Q) og fra @ til w, kan vi nu
vha. to e-deckkende maengder definere en afstand fra v til w over separatorstien
Q. Denne er afstanden, vi anvender, nar vi i forespgrgsler finder en afstand
mellem v og w over Q.

Definition 16.8 Antag at C(v,Q) er en meaengde af forbindelser fra v til Q
samt at C(Q,w) er en mengde af forbindelser fra Q til w. Vi definerer

dist(C(v, Q),C(Q,w)) = Min(y q)ec(v,Q),(buw)ec(Q,w) dist((v, a), (b,w))
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Q) (@ w)

Figur 16.3: Hlustration af meengderne C(v, Q) og C(Q,w), som definerer afstanden fra v til w
over Q.

En illustration af de to meengder C(v, Q) og C(Q,w) kan ses pa figur 16.3.
Disse maengder definerer altsa afstanden fra v til w over Q.

Med konstruktionen af e-dackkende maengder er vi i stand til at finde approk-
simerede afstande over separatorstier om hvilke vi kan vise, at de ikke afviger
for meget fra den reelle korteste afstand. Dette vil vi vise i det flg. lemma.

Lemma 16.9 Lad v,w € V(H). Antag, at der findes en korteste vej, P, fra v
til w, der skerer Q samt at 6(v,w) < a. Hvis C(v,Q) 09 C(Q,w) er e-dekkende
mangder, da er dist(C(v,Q),C(Q,w)) < §(v, w) + 2ea.

Bevis. Lad = veere en knude pa @, der ligger pa vejen P, se figur 16.4. Dette
betyder, at d(v,w) = (v, z) + 0(z,w).

Da d(v,w) < «a geelder det at §(v,x) < a. Dermed er (v,x) ifplge defini-
tion 16.7 e-deckket af en forbindelse (v,a) € C(v, Q), dvs. at £(v,a) + d(a,x) <
d(v,x) + ea.

Ligeledes er d(z,w) < a da §(v,w) < a. Dermed er (z,w) e-deekket af en
forbindelse (b, w) € C(Q,w) og da er §(z,b) + £(b,w) < §(x,w) + ea.

Dermed kan vi konkludere at

dist(C(v,Q),C(Q,w)) < dist((v,a), (b,v))
= {(v,a) + d(a,b) + £(b,w)
={l(v,a) + d(a,z) + 6(z,b) + £(b,w)
<0(v,z) +ea+0(z,w) + ca

=4(

v, w) + 2ea
g

Vi har nu den gnskede made hvorpa vi kan repraesentere afstande af passende
praecision over en separatorsti . Hvis vi har to e-deekkende meengder C(v, Q)
og C(Q,w), er det muligt at finde en afstand fra v til w over @, som hgjst
har en additiv fejl pa 2ca. Hvis vi, nar vi laver vores maengder, bruger et &,
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Figur 16.4: En korteste vej P over separatorstien ¢ fra v til w, en knude x, hvor x € @ og
x € P samt to forbindelser (v,a) og (b, w), der e-daekker hhv. (v, z) og (z,w).

der er halvt sa stort som e, far vi nu £/2-daekkende maengder, og kan derfor fa
afstande, der hgjst har en additiv fejl pa ea, hvilket er den gnskede praecision.

I det naeste afsnit vi vil vise, hvorledes e-daeckkende meaengder kan konstrueres
for et givet e.

16.2 Konstruktion af e-deekkende maengder

Vi vil i dette afsnit beskrive, hvorledes e-dackkende maengder kan konstrueres.
For en separatorsti @ og en knude v i (3, «)-lagsgrafen H ser vi pa, hvordan en
e-daekkende maengde C(Q,v) af forbindelser fra @ til v konstrueres. Konstruk-
tionen af maengden C(v, Q) af forbindelser fra v til @ er tilsvarende.

Det er en fordel for os, nar vi skal anvende forbindelserne til finde afstande,
at maengderne af forbindelser er ordnet pa en passende made. Derfor definerer
vi nu, hvorledes vi gnsker vores maengder er ordnede.

Definition 16.10 Mengden C(Q,v) er ordnet, hvis forbindelserne i meengden
er ordnet mht. knudernes orden pa Q.

Vi vil nu vise, hvordan det er muligt at konstruere ordnede e-dackkende
maengder fra en separatorsti @ til knuderne i grafen H. Vi argumenterer for
storrelsen af de konstruerede maengder samt for konstruktionstiden.

Lemma 16.11 Givet en (3,«)-lagsgraf H og en orienteret separatorsti QQ i H
kan wi for hver knude v € V(H) konstruere en ordnet e-dakkende mangde
C(Q,v) af storrelse O(log(|V(Q)])/e). Konstruktionen af mengder for alle knu-
der i H foregar i samlet tid O(|V(H)|log(|V(H)|)log(|V(Q)])/¢).

Vi deler beviset op i fire dele, som vi viser hver for sig. De fire dele er
konstruktion, korrekthed, stgrrelse af meengderne og effektivitet.
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Figur 16.5: Konstruktion af e-deekkende maengder. (A) De forste forbindelser fra s og t. (B)
Rekursivt laves forbindelser fra Qo’s midtpunkt b.

16.2.1 Konstruktion

I konstruktionen laver vi forbindelserne med udgangspunkt i stien . Som
naevnt beskriver vi kun hvorledes vi laver forbindelser fra @ til knuder i H.
Hvorledes forbindelser til ) laves er tilsvarende.

Viintroducerer forst semi-e-dekning, som vi vil anvende frem for e-daekning,
da det kan beregnes i konstant tid, om en forbindelse semi-e-daekker en anden
forbindelse. Selvom vi anvender semi-e-daekning er det muligt at konstruere
e-deekkende maengder.

Definition 16.12 Antag, at i(a,Q) < i(b,Q) samt at (a,v) og (b,v) er for-
bindelser fra hhv. a og b pa Q til knuden v. Forbindelsen (b,v) semi-e-dackker
(a,v) hvis §(a,b) + £(b,v) < l(a,v) + ca.

I vores konstruktion anvender vi single source shortest paths-beregninger,
som vi forkorter til sssp.

Indledende konstruktion

Vi er givet en (3, a)-lagsgraf H og en separatorsti () med en startknude s og
en slutknude ¢. Indledningsvis laver vi sssp fra s og fra t. For hver v € V(H)
forbinder vi s til v med £(s,v) = §(s,v) og ligeledes forbinder vi ¢ til v med
L(t,v) = d(t,v), se figur 16.5 (A). Hvis ingen vej findes til en knude fra hhv. s
og t, seettes laengden af forbindelsen til oo.

Grafen kan nu overlades til en rekursiv procedure, der konstruerer de reste-
rende forbindelser fra knuder pa @ til knuder i H.

Rekursiv konstruktion

Vi antager, at vi har (Qo, Ho), at Qo et segment af @, at Hy er en delgraf af H
samt at der er forbindelser fra endeknuderne pa Qg til alle knuder i Hy. Lad a
veere startknuden og ¢ veere slutknuden pa @Qg. Vi har altsa forbindelser fra a
og c til alle knuder i Hy.
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Definition 16.13 Vi definerer Hy til at vere grafen der indeholder Hy, Qo
samt alle forbindelser fra a og ¢ pa Qg til knuder i Hy. Afstanden fra v til w i
Hg betegner vi 6y (v, w).

Lad b veere den midterste knude pa Qo (dvs. knude nummer [|Qq|/2] pa
Qo). Vi laver nu sssp fra b i Hy og for hver v € V(Hj) forbinder vi b til v med
£(b,v) = 6py (b, v), se figur 16.5 (B).

Vi deler nu Qg op i to dele med henblik pa rekursive kald. Vi deler op ved
b saledes at vi har en del fra a til b som vi kalder 1 og en del fra b til ¢, som
vi kalder Q.

Vi laver to delgrafer af H ligeledes med henblik pa rekursive kald. Disse
delgrafer er ikke ngdvendigvis disjunkte. Vi definerer meengden U; til at veere
maengden af knuder v, hvor ¢(a,v) > 2« eller hvor (b,v) semi-e-deckker (a,v).
Vores forste delgraf er nu Hy = Hy \ U;. Ligeledes definerer vi maengden Us til
at veere maengden af knuder v, hvor ¢(b,v) > 2« eller hvor (¢, v) semi-e-daekker
(b,v). Den anden delgraf er nu Hy = Hy \ Us.

Om en knude v i U; kan vi bemaerke folgende. Hvis £(a,v) > 2a, kan der
ikke eksistere en sti fra en knude pa @ til v af leengde hgjst a. Hvis (b, v) semi-
e-daekker (a,v), viser viilemma 16.15 at v ikke er ngdvendig for de forbindelser,
der skal findes senere i rekursionen. Tilsvarende gaelder om knuder i Us.

Vi kalder rekursivt pa (Q1, Hy) samt pa (Q2, H2). Rekursionen stopper, nar
der ikke er flere indre knuder i Q.

Nar rekursionen er slut, har vi for hver knude v € V(H) en maengde C(Q,v),
som bestar af de forbindelser vi har lavet i ovenstaende konstruktion. Vi har
altsa forbindelser fra s og t samt fra et b i hver af de rekursive kald, hvor v € Hy,
se igen figur 16.5. Korrektheden af konstruktionen vises i afsnit 16.2.2.

Ordning

Vi skal nu redeggre for, hvorledes vi sgrger for at maengderne er ordnede. I artik-
len [ThoO1] beskrives ikke hvorledes dette opnas. Vi opnar ordnede meengder pa
flg. made. For at C(Q,v) skal veere ordnet, sgrger vi for at saette forbindelserne
ind i meengden i den rette rackkefplge. I den indledende konstruktion saettes
fgrst forbindelser fra s ind, derefter kaldes den rekursive procedure og til sidst
seettes forbindelser fra ¢ ind. I den rekursive procedure kaldes forst rekursivt pa
(Q1, Hy), derefter indseettes forbindelser fra b og til sidst kaldes rekursivt pa
(Q2, H2). Pa denne made bliver forbindelserne ordnet ift. knuderne pa Q.

Egenskaber for de konstruerede forbindelser

Vi viser, at de afstande vi har tildelt vores forbindelser svarer til afstanden i
Hp.

Lemma 16.14 For en knude v € V(Hy) gelder det at {(a,v) = dpy(a,v),
£(b,v) = 6py (b,v) samt at £(c,v) =y (c,v).

Bewis. Vi vil bevise pastanden ved induktion i rekursionsdybden.
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I basistilfzeldet har vi at, (Qo, Hy) = (Q, H). Vi laver sssp fra a, b og ¢ og
og laver forbindelser fra disse knuder til knuderne i H med ¢(a,v) = d6(a,v),
L(b,v) = 6(b,v) og £(c,v) = d(c,v). Da en forbindelserne deaekker over en eksi-
sterende vej, har vi at udsagnet er opfyldt.

Antag, at udsagnet geelder for (Qo, Hy), vi skal vise, at det geelder for
(Q1,H1) og (Q2,Hs). Vi viser, at udsagnet gaelder for (@, H;), beviset for
(Q2, H2) er analogt.

Pr. induktionsantagelse geelder udsagnet for a € Qo og b € Qo i Hj. Vi
sender forbindelserne fra a og b med ned i rekursionen. Dvs. hvis v € Hy har vi
at £(a,v) = 0y (a,v), da vii Hf ikke tilfgjer laengere eller kortere veje fra a og
c i forhold til Hp. Dette skyldes at hvis en korteste vej gar via knuder der er i
Uy og dermed ikke er med i Hy er denne vej en del af de forbindelser vi har fra
a og c. Knuden b € Qg bliver til ¢ € @)1 og udsagnet er da opfyldt med samme
argument som for a. For b € ()1 er udsagnet opfyldt pr. konstruktion da vi i
H7 laver en sssp fra b og laver forbindelserne med £(b,v) = g (b, v). O

HAndringer i konstruktionen

Vi har nu beskrevet hvilke forbindelser, der for en knude v € V(H) sattes ind
i C(Q,v) samt hvorledes disse kan konstrueres.

Vi beskriver nu nogle simple sendringer i konstruktionen. Forbindelserne,
der findes er de samme, men vi laver om i konstruktionen saledes at vi ikke
skal opbygge H{, men alligevel kan give forbindelserne en leengde, der svarer til
afstanden i Hp.

I den oprindelige konstruktion anvender vi Hy, nar vi laver sssp fra b, hvor
Hp bestar af Hy, Qo samt forbindelser fra a og c til knuder i Hy. I den eendrede
konstruktion indsaettes ikke forbindelser fra a og ¢, sa vi arbejder udelukkende
pa Hyp U Qo, hvorfor den afstand vi beregner i vores sssp er dp,uQ, (b, v).

For at fa de samme afstande som dem vi fandt i H, skal vi nu se hvilke
afstande vi kan fa ved at anvende forbindelserne fra hhv. a og ¢ til v, da vi
mangler disse i 0p,00Q,- Fra lemma 16.14 ved vi om disse forbindelser at ¢(a, v) =
oy (a,v) og £(c,v) = dpy(c,v). For en knude v € Hy finder vi derfor afstande
fra b til v, der gar over hhv. a og ¢ pa flg. made:

e Hvis der findes en sti fra b til a i Hy U Qp anvender vi afstanden af
denne samt lsengden af forbindelsen (a,v), dvs. vi beregner afstanden
over a som 0p,uQ, (b, a) + ¢(a,v). Hvis der ingen vej er fra b til a seetter
vi dp,uQ, (b, a) = oo.

e Afstanden over ¢ beregnes vi vha. stykket pa Q¢ mellem b og ¢, samt
forbindelsen (c,v), dvs. vi beregner afstanden som (b, ¢) + £(c, v).

Vi kan nu finde afstanden fra b til v, som den er i Hy vha. fglgende beregning,
se figur 16.6:

dpg (b, v) = min{dm,uQ, (b,v), dHuuQy(D,a) + £(a,v), d(b,c) + £(c,v)}
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Q
a,. AN
\\“ \\\\\\FSHUUQU(b’ CL) + f(a, ’U)
/// \\\\\
" St (0 0) "
3(b,c) + £(c,v)
cO:"/

Figur 16.6: Forbindelser over a og ¢ pa @ samt forbindelsen fra b.

16.2.2 Korrekthed

Vi vil i dette afsnit vise, at konstruktionen af C(Q,v) er korrekt, dvs. at vi far
konstrueret en e-dackkende maengde.

Den neeste seetning viser, at hvis en sti fra en knude 2 pa @ til en knude
v pdelaegges (dvs. der fjernes knuder pa stien), nar vi laver rekursive kald, vil
(z,v) allerede veere e-dackket. Vi fjerner derfor ikke knuder, der er ngdvendige
for de forbindelser vi skal lave senere i rekursionen.

Lemma 16.15 Lad x vere en knude i det indre af Qg og lad v veere en vilkarlig
knude i H saledes at 6(x,v) < «. Huvis en korteste sti P fra x til v forlader Hy,
da vil (xz,v) vere e-dekket.

Bewvis. Vi viser udsagnet ved induktion i rekursionsdybden.

I basistilfeeldet har vi (Qo, Ho) = (Q, H). Her er udsagnet klart opfyldt, da
ingen stier kan forlade H.

Vi antager nu, at udsagnet geelder for (Qo, Hy), og vi skal vise, at udsagnet
ligeledes geelder for (Qq, Hy) — beviset for at udsagnet gaelder for (Q2, Ha) er
analogt.

Vi ser nu pa en knude z i det indre af Q1 og betragter en korteste sti P
fra x til v, som forlader H;. Hvis P ogsa forlader Hy er (z,v) e-daekket ifplge
induktionsantagelsen. Vi ser derfor pa tilfaeldet, hvor P forlader Hi, men ikke
forlader Hy, se eksempler pa figur 16.7.

Lad u veere den forste knude pa P, der ikke befinder sig i Hy. Da u € Hy
og u ¢ Hy ma der geelde at u € Uy. Vi ved da, at ¢(a,u) > 2« eller (b,u)
semi-e-dackker (a,u).

Vi viser forst at ¢(a,u) < 2. Vi har, at leengden af @ hgjst er «, dvs.
d(a,z) < a. Ligeledes er (x,v) < « pr. antagelse. Desuden gelder folgende
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Figur 16.7: En sti P, der forlader tolagsgrafen Hi, men er indeholdt i Ho.

formel.

§(a,x) + 0my(z,u) > gy (a,u) a og x er knuder pa @
)
O, (7, u) > 0pg(a,u) — d(a, x) (16.1)

Vi kan nu regne os frem til at ¢(a,u) < 2a.

0(z,v) = o, (x,u) + 0, (u,v) P er kortest og forlader ikke Hy
> g (a,u) —6(a, ) + dp,(u,v) formel 16.1
={l(a,u) — d(a,x) + 0p, (u,v) lemma 16.14

Hvilket betyder at ¢(a,u) < 2«, da d(a,z) < a og §(z,v) < .

Da u € U; ved vi nu, at (b,u) semi-e-deekker (a,u) og vi gnsker at vise at
d(z,b) + £(b,v) < d(z,v) + e, da dette betyder at (z,v) er e-dackket af (b, v).
Dette kraever en del beregninger, vi vil starte med nogle sma omskrivninger.

d(a,b) + £(b,u) < l(a,u) + ca (b, u) semi-e-deckker (a,u)

)

l(a,u) > 6(a,b) +L(b,u) — e (16.2)
£(b,u) + 0py(u,v) = dpz (b, u) + py(u, v) lemma 16.14

> §415 (b,v) (16.3)
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Vi er nu i stand til at regne os frem til det gnskede:

§(z,v) = Ll(a,u) — d(a,x) + dp, (u,v)

> 6(a,b) + £(b,u) —ea — d(a,x) + dp, (u,v) formel 16.2
= (8(a,b) —d(a,x)) + (£(b,u) + dp, (u,v)) — ecx

= 0(z,b) + (U(b,u) + o, (u,v)) — e a, x og b er knuder pa @
> 0(x,b) + gz (b,v) — ea formel 16.3
= 0(z,b) + £(b,v) — e lemma 16.14

Vi har nu vist, at (b,v) e-deekker (z,v) og saledes opfylder (Q1, H1) udsagnet,
der skulle vises. O

Vi kan nu i det fglgende lemma konkludere at vi har konstrueret en maengde,
der er e-dackkende. Dermed er konstruktionen korrekt.

Lemma 16.16 For en knude v € V(H) har vi konstrueret en e-dekkende
C(Q,v).

Bevis. Lad b vaere en knude pa @ og lad 0(b,v) < «. Vi skal nu vise, at (b,v)
er e-deekket.

Hvis b er en af endeknuderne s eller ¢ pa @ er (b,v) klart e-deekket, da vi i
vores indledende konstruktion forbinder b til v med ¢(b,v) = d(b,v).

Hvis b ikke er en af endeknuderne pa @, ser vi pa det kald (Qo, Hp), hvor b
er Qp’s midterknude. Fra lemma 16.15 ved vi, at enten er (b,v) e-deckket i et
tidligere kald, ellers vil en korteste vej fra b til v veere i Hy. Det betyder, at nar
vi laver sssp fra b1 Hj, forbinder vi b og v med ¢(b,v) = §(b,v).

|

16.2.3 Antal forbindelser i maengderne

Vi vil nu se pa, hvor store de konstruerede maengder er, dvs. hvor mange for-
bindelser en maengde C(Q,v) indeholder. Vi vil vise, at antallet af forbindelser
til en knude v € H (dvs. sterrelsen af C(Q,v)) er O(log(|V(Q)])/¢).

Vi har forst to forbindelser til v fra hhv. s og t, der stammer fra den indle-
dende konstruktion.

Fra den rekursive konstruktion har vi en forbindelse til v fra b i hvert re-
kursivt kald, hvor v € Hy. Da vi i hvert rekursive kald deler @ op i to lige store
dele, er rekursionsdybden O(log(|V(@)|)). Vi vil derfor vise, at der er O(1/¢)
grene i rekursionen, der indeholder v, dvs. at det er O(1/¢) kald, hvor v € Hy
og hvor v ikke er med i de rekursive kald, dvs. v ¢ Hy og v ¢ Hs. Vi kalder
disse kald for slutkald for v.

Vi bemeerker, at hvis v udelukkende forekommer i rodkaldet, vil det gnskede
klart veere opfyldt fordi e < 1 og vi i dette tilfselde kun har tre forbindelser til
v. Vi antager derfor i det fglgende, at v forekommer i flere kald end rodkaldet.

Definition 16.17 En Q-kesede af rekursive kald defineres som en sekvens af
kald (Q°, HO),...,(Q* HF), der dekker hele Q pd flg. made: Hvis a* og ¢* er
forste hhv. sidste knude pd Q° sd er s = a°, a't! = ¢ samt & = t.
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Figur 16.8: Eksempel pa en Q-kaede. Vi kan se hvordan kaldene i rekursionstraeet svarer til
dele af Q.

Pa figur 16.8 ser vi et eksempel pa en Q-keaede. Kaldene (Q°, HY), ..., (Q3, H?)
er vist i rekursionstraeet fra vores konstruktion og vi ser hvordan der i hvert

kald indgar en del af Q.

Vi antager nu, at vi har en Q-keaede, hvor alle kald (Q?, H?) enten er kald,
hvor v € H? eller kald, hvor forzelderkaldet indeholder v.

Dette betyder, at vi i hvert kald (Q, H?) har forbindelser fra a’ til v samt
fra ¢’ til v. Vi er nu interesserede at se pa d* = §(a’, ) +£(c*,v) — £(a’,v). Hvis
d' < ea har vi at (¢, v) semi-e-deekker (a’,v), hvilket vil sige, at hvis v er i H°
vil d* > ea. Om d' geelder flg. lemma:

Lemma 16.18 For hver d* gelder det at d*° > 0.

Bevis. Fra lemma 16.14 har vi at grafen H™ er saledes at £(a’,v) = 0« (a’, v)
og {(ct,v) = §pix (¢!, v). Vi ved ligeledes at H* indeholder Q° og dermed geelder
det, at dix (a’,v) < d(a?, ')+ (c*,v). Dermed er £(a,v) < §(a?, c')+L4(ct,v),
hvilket betyder, at d* > 0. O

Lad nu (Q°, H?),...,(QF, H*) vaere den Q-kaede, der bestar af alle slutkald
for v samt kald, der er sgskende til kald, der indeholder v, men som ikke selv
indeholder v. Et eksempel kan ses pa figur 16.9. For alle kaldene i keeden gaelder,
at de enten selv vil indeholde v eller at deres foreelderkald indeholder v.

Lad (Q', H') vere det sidste af kaldene pa keeden, der involverer v. Da
v € H' ved vi at £(a',v) < 2a. Vi ved ligeledes at leengden af @Q hgjst er a.
Dermed har vi:
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OKald, der involverer v

® Kald, der ikke involverer v

Figur 16.9: Eksempel pa Q-ksede med alle slutkald for v. Kaldet (Q', H') er det sidste kald,
der involverer v.

Z d" = 6(a®, ) + (", v) — £(a®, v)
0<i<l
+6(at, ') + e(ct,v) — t(at,v)
+ ...
+6(a L T +o(dEv) — (a1t v)
=6(a®, H +0(d7 v) — (a®,v)
=6(a’, a) + ¢(al,v) — 0(a®, v)
< a+2a—£(av)
< 3«

Da d’ > 0 ifglge lemma 16.18 og da d’ > ca hvis (Q, H') involverer v, kan
vi konkludere at antallet af slutkald for v hgjst er 3a/ea+1 =3/c+1 € O(1/¢),
som gnsket.

Vi konkluderer at maengden af forbindelser fra @ til v har den gnskede
storrelse: |C(Q,v)| € O(log(|V(Q)])/e), da rekursionsdybden er O(log(|V(Q)|))-

16.2.4 Effektivitet

Vi mangler nu at vise, hvor effektiv vores konstruktion er. Vi viser derfor, hvor
lang tid vi anvender for at konstruere en e-dackkende maengde. Vi bemeaerker
at dette bevis ikke svarer til beviset i artiklen [Tho0O1], da der i denne antages,
at der er implementeret sssp i lineser tid samt at der foretages sendringer pa
Ho U Qg. Vi har derfor selv konstrueret dette bevis, der stemmer overens med
vores implementation, se afsnit 16.4.

Vi antager, at udferelsestiden for sssp (single source shortest paths) er
O(mlog(n)) for en graf med n knuder og m kanter. Dette kan man opna ved
at anvende Dijkstras algoritme.

I den indledende konstruktion laver vi sssp to gange i H, fra hhv. a og c,
der er hhv. forste og sidste knude pa den sti ), vi laver forbindelser fra. Da H
er planar anvender vi tid O(|V(H)|log(|V(H)|)) pa disse to gange sssp.
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Figur 16.10: Q opdeles rekursivt. Nar en knude er den midterste (b), kommer den med i begge
rekursive kald, ellers er den kun med i et rekursivt kald.

Vi ser nu pa den anvendte tid i den rekursive procedure. Vi viser i det
fglgende, hvor meget tid vi anvender pr. knude, der er med i Ho U Qo i et
rekursivt kald. Fgrst viser vi, i hvor mange kald, en knude er med i Hy samt
hvor mange kald, en knude er med i Q.

Vi har fra afsnit 16.2.3, at en knude v € H hgjst er med i grafen Hp i
O(log(|V(Q)])/¢e) rekursive kald.

Vi ser nu pa, i hvor mange kald en knude v kan vaere med i Q. I det
forste kald er alle knuder fra @ pa QQp. Nar Qg deles op i to dele og der kaldes
rekursivt, vil alle knuder bortset fra den midterste knude b komme med i et af de
rekursive kald. Knuden b kommer med i begge rekursive kald. Se en illustration
pa figur 16.10. Hver knude vil pa et tidspunkt veere b-knude, men kun én gang.
Derfor kan en knude i () veere med 1 to stier af rekursive kald, dvs. antallet af
gange hver knude er med i Qg er O(log(|V(Q)])).

I hvert kald laver vi sssp fra b i HyUQg. Grafen HyU Qg er planar da den er
en delgraf af H, derfor tager ssspi HoUQo tid O(|V(HoUQo)| log(|V(HoUQo)|))-
Vi anvender altsa tid O(log(|V(Ho U Qo)|)) € O(log(|V(H)|)) pr. knude, der er
i HyU Q.

Vi kan nu konkludere, at vi for hver knude v € H samlet anvender tid

O(log([V(H)|) log(IV(Q)]) + log([V(H)|) log([V(Q)])/2)
€ O(log([V(H)|) log(IV(Q)])/¢)

Det forste led svarer til de kald, hvor v er med i Qg og det andet led svarer
til de kald, hvor v er med i Hy. Den samlede tid for at konstruere e-deekkende
meengder for alle knuder i H, inkl. den indledende konstruktion, er da

O(|V(H)[log([V(H)[) log(V(Q)[)/¢)

16.2.5 Samlet tid for at finde forbindelser i H

Vi kan nu konkludere, hvor lang tid vi anvender i et rekursivt kald pa en (3, «r)-
lagsgraf H i vores dekomposition pa at finde forbindelser over de O(1) separa-
torstier, der er i den separator S, som vi opdeler H efter. Da S hgjst kan besta
af alle knuder i H, er det samlede antal knuder i separatorstierne O(|V(H)|).
Den samlede tid vi anvender pa at finde maengder af forbindelser i et rekursivt
kald pa H i dekompositionen er da

O(|V(H)| log*([V(H)|)/e) (16.4)
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Q Q

K(U,a) +d(a,b)

(0, 8) + £b,0) be" 0(0.h)

(A) (B)

Figur 16.11: Illustration af forbindelser, der ikke eksisterer i rensede maengder.

16.3 Effektiv approksimering af afstande

Vi vil nu redeggre for hvorledes vi effektivt kan approksimere afstande over
separatorstier.

For at ggre det mere effektivt at finde en afstand fra v til w over stien
vil vi mindske storrelsen af de maengder af forbindelser, der er mellem knuder
og separatorstier. Nar vi mindsker stgrrelsen af meengderne, sgrger vi for at de
har en form, der ggr, at vi effektivt kan beregne dist(C(v,@),C(Q,w)).

Definition 16.19 Mengden C(v,Q) er renset (pa engelsk clean), hvis den
ikke indeholder to forskellige forbindelser (v,a) og (v,b) hvorom det gelder,
at (v,a) + d(a,b) < L(v,b).

Ligeledes er maengden C(Q,v) renset, hvis den ikke indeholder to forskellige
forbindelser (a,v) og (b,v) hvorom det geelder, at §(a,b) + £(b,v) < l(a,v).

Der findes altsa ikke (v,a) og (v,b) 1 en renset maengde C(v, Q) saledes at
vejen fra v til b over forbindelsen (v, a) er kortere end forbindelsen (v,b) fra v
til b. Se figur 16.11 (B).

Ligeledes geelder det for en renset maengde C(Q,v), at meengden ikke inde-
holder forbindelser (a,v) og (b,v) saledes at vejen fra a til v via forbindelsen
(b,v) er kortere end den direkte forbindelse (a,v). Se figur 16.11 (A).

Vi kan nu vise, at hvis vi renser vores mangder, kan vi effektivt beregne

dist(C(v, Q),C(Q, w)).

Lemma 16.20 Hvis C(v,Q) og C(Q,w) er ordnede og rensede, kan vi finde
dist(C(v, Q),C(Q,w)) i tid O(|C(v, Q)| + [C(Q, w)]).-

Bewvis. De to maengder flettes vha. deres ordning mht. @) til en liste L. Hvis to
elementer har samme orden, vaelges elementet fra C(v, Q) forst. Dette betyder,
at hvis der er et element (v,c) € C(v,Q) og et element (c,w) € C(Q,w), vil
(v, ¢) komme for (¢, w) i den sammenflettede liste, L. Sammenfletningen tager
linezer tid i den samlede stgrrelse af maengderne.
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\

Figur 16.12: Vi har en forbindelse (v,q1) € C(v,Q) samt forbindelserne (gz2,w), (g3,w) €
C(Q,w). Hvis de to meengder er rensede, vil vejen via (v, q1) og (g2, w) altid veere kortere end
vejen via (v, q1) og (g3, w).

Herefter gennemlgbes L, for at finde forbindelserne (v,a) € C(v,Q) og
(b,w) € C(Q,w), som minimerer dist((v,a), (b, w)). Da begge meengder af for-
bindelser er ordnede og rensede, vil (v, a) og (b, w) forekomme umiddelbart efter
hinanden i L og kan derfor findes vha. et linezert gennemlgb af L. O

Pa figur 16.12 ses et eksempel pa, at det kun er forbindelser, der fplger
umiddelbart efter hinanden, der er kandidater til at minimere dist((v, a), (b, w)).
Her ses to mulige veje fra v til w, hhv. via forbindelsen (g2, w) og via forbindelsen
(g3, w). Da C(Q,w) er renset, vil forbindelsen (g2, w) vaere kortere end vejen fra
¢z til w via forbindelsen (g3, w).

Pa baggrund af ovenstaende lemma er vi interesserede i, at vi givet en ordnet
e-deekkende meengde D(Q,v) kan konstruere en ordnet og renset e-deekkende
C(Q,v). Det fplgende lemma giver os en sadan konstruktion og giver os ligeledes
en graense pa storrelsen af C(Q,v).

Lemma 16.21 Givet en ordnet eg-dekkende mangde D(Q,v), som indeholder
forbindelser fra Q til v, kan vi konstruere en renset og ordnet (e9+e1)-dekkende
mangde C(Q,v) C D(Q,v) af storrelse hgjst 1 + (2 + £9)/e1 € O(1/e1) i tid
O(ID(Q, v)]).

Bevis. C(Q,v) konstrueres som fplger. Alle forbindelser (a,v) € D(Q,v), hvorom
det geelder, at l(a,v) > a + epa fjernes fra D(Q,v). Herefter besgges de tilba-
geveerende forbindelser i bagleens orden. Den forste forbindelse (c,v) tilfgjes
altid til C(Q,v). Lad nu (b,v) vaere den sidste forbindelse, der er tilfgjet til
C(Q,v), nar vi ser pa en forbindelse (a,v). Vi tilfgjer (a,v) til C(Q,v) hvis
d(a,b) + £(b,v) > f(a,v) + e1a (dvs. hvis (b,v) ikke semi-e;-deekker (a,v)).
Denne konstruktion tager klart lineser tid i stgrrelsen af D(Q, v).

Meangden C(Q,v) er renset pr. konstruktion. Vi vil nu argumentere for, at
C(Q,v) er (g9 + £1)-deekkende. Se pa en vilkarlig knude a € @ (dog bortset fra
den sidste knude pa @, da vi ved at denne er daekket af C(Q,v)). Vi skal vise,
at hvis (a,v) ikke er i C(Q,v) sa er (a,v) (g9 + €1)-daekket af en forbindelse i
C(Q,v).
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-~ f(b) = 6(a,b) + £(b,v)

(A) (B)

Figur 16.13: (A) Illustration af f(b) (B) Vejen fra s til v bliver kortere, nar vi tilfpjer en ny
forbindelse (a,v).

Vaelg b saledes at i(a,Q) < i(b,Q), (b,v) € D(Q,v) og saledes at f(b) =
d(a,b) + £(b,v) er minimeret (se en illustration af f(b) pa figur 16.13 (A)). Da
D(Q,v) er en eg-dackkende maengde ved vi, at f(b) < §(a,v)+¢cpa, dvs. at (b, v
go-deekker (a,v).

Hvis (b,v) ikke er blevet inkluderet i C(Q,v), er det fordi, der eksisterer
(c,v) € C(Q,v) saledes at (b, c) + £(c,v) < £(b,v) + 1. Da har vi

d(a,c) + l(c,v) = d(a,b) + 6(b,c) + £(c,v)
< d(a,b) + £(b,v) + e1cx
= (b) + 1
< 6(a,v) + (g0 + e1)a

Dermed er (a,v) (g9 + €1)-daekket af (c,v).

Vi skal nu argumentere for, at C(Q,v) er tilpas lille. Lad s veere den forste
knude pa stien Q). Vi observerer, at hver gang vi tilfgjer en forbindelse (a,v)
(efter at vi har tilfgjet den forste forbindelse (c,v)) til C(Q,v), mindsker vi
afstanden fra s til v med mindst 1 c.

Lad (b,v) veere den sidste forbindelse, der blev tilfgjet for (a,v). Pr. kon-
struktion ved vi da, at d(a,b) + £(b,v) > {(a,v) + 1. Pa figur 16.13 (B) ser
vi den gamle afstand B fra s til v og den nye afstand A. Vi kan nu vise at
afstanden er blevet formindsket med mindst €1

B —A=(6(s,b) + £(b,v)) — (d(s, a) + £(a,v))
=d(a,b) + £(b,v) — l(a,v)
> a1

Afstanden fra s til v, nar vi har tilfgjet den forste forbindelse (¢, v) er

d(s,c) +l(c,v) < a+ (a+egpa)
=2a + goo

Vi kan derfor tilfgje mindre end (2a + egar) /e1« forbindelser udover (¢, v). Der
er altsa i alt hgjst 1 + (2 4 ¢¢)/e; forbindelser. O
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16.3.1 Sammenfatning af konstruktion og ressourceforbrug

Vi giver nu en sammenfatning af, hvorledes vi for en graf H med en separatorsti
S konstruerer ordnede, rensede, €/2-deckkende maengder af storrelse O(1/¢).

For en separatorsti Q € S anvender vi fgrst konstruktionen fra afsnit 16.2.1
med & = ¢/2 til at konstruere ordnede maengder af storrelse O(log(|V(Q)|/¢)).
Tiden for at konstruere maengder mellem alle stier @) € S og alle knuder v € H
er O(|V(H)|log?(|V(H)|)/¢) ifolge. formel 16.4.

Herefter anvendes konstruktionen fra beviset for lemma 16.21 med g =
g1 = €/2, hvilket giver os ordnede, rensede, ¢/2-deekkende meengder af storrelse
O(1/¢). Til denne fase anvender vi tid, der er proportional med storrelsen af de
oprindelige meengder. For alle stier @ € S og alle knuder v € H anvender vi da
tid O(|V(H)|log(|V(H)|/¢)) pa denne fase.

For en knude v € H og en sti @ € S, konstruerer vi da maengderne C(Q,v)
og C(v, Q). Disse gemmes i lister ind, og ud, i knuden svarende til v i den graf
G;, som dekomponeres. Listerne C(Q,v) og C(v,Q) har som naevnt sterrelse

O(1/e).

Korollar 16.22 For hver v € H og Q € S kan vi konstruere mangderne
C(Q,v) og C(v,Q) af storrelse O(1/e). Til dette anvender vi totalt tid

O(IV(H)|log(|V(H)]|)log(|V(Q)])/€)
Den samlede tid for konstruktionen for alle stier QQ € S er
O([V(H)|log>(|V(H)])/¢)

Da der er et konstant antal stier i S, tilfgjer vi for en knude v € H mangder
til listerne ind, og ud,, der samlet har en storrelse pa O(1/¢).

16.4 Implementation

Vi anvender konstruktionen fra lemma 16.11 med & = /2, nar vi konstruerer
vores maengder. Givet en sti () og en graf H, starter vi med at lave sssp fra
startknuden s og slutknuden ¢ pa Q. Vi forbinder s til knuderne i H, hvorefter
vi kalder den rekursive procedure og sidst forbinder vi ¢ til knuderne i H.

Den rekursive procedure far en graf Hy og en sti Qg samt arrays, hvor
leengden af forbindelserne fra endeknuderne a og ¢ pa @ kan slas op. Vi finder
midterknuden b og laver sssp fra denne. Vi ser herefter om vejen over a eller
c er kortere — den korteste vej vi finder gemmes. Vi konstruerer ()1 og Hi og
kalder rekursivt pa disse (her sendes arrays med leengder af forbindelser fra a
og b med). Herefter forbinder vi b til knuderne i Hy. Sidst konstruerer vi Q2 og
H, og kalder rekursivt pa disse (samt arrays for hhv. b og c).

Bemeerk, at vi laver forbindelserne i en raekkefglge, der svarer til rackkefolgen
af knuderne pa @, som vi forbinder fra.

Herefter anvender vi konstrutionen fra beviset for lemma 16.21 med gy =
g1 = /2 til at lave meengder, der er rensede, ordnede og af stgrrelse O(1/¢).
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Nar vi for en knude v € H har meengden C(Q,v) af forbindelser fra @ til v
indsaettes denne maengde i v’s indliste ind,, som findes i knuden svarende til v i
den graf G;, som dekomponeres. Hvis stien () har indeks ¢, seettes maengden ind
pa plads ¢ i ind,. Vi konstruerer ligeledes C(v, @), som indszettes i v’s udliste
ud,y,.
Tiden og pladsforbrunget for vores konstruktion fglger af korollar 16.22.

16.4.1 Placering i programmet

Forbindelser konstrueres i distance/connections. cpp. Funktionerne vi anven-
der tilhgrer klassen ThreeAlphaGraph.



Kapitel 17

Samlet a-orakel og forespgrgsler

I dette kapitel vil vi forst kort opsummere hvordan vi konstruerer et a-orakel og
hvilke dele dette indeholder. Vi opsummerer hvorledes vi konstruerer maengder
af forbindelser, der er ordnede, rensede og har en passende stgrrelse.

Vi beskriver herefter hvorledes vi i et a-orakel laver forespgrgsler pa afstan-
den mellem to knuder samt egenskaberne for den approksimerede afstand, vi
finder i en sadan forespgrgsel. Vi beskriver fgrst hvordan en forespgrgsel forta-
ges 1 et a-orakel, og vi argumenterer for at udfgrelsestiden for en forespgrgsel
er O(log(n)/e). Derefter beskriver vi, hvilke afstande, der kan findes med et
a-orakel samt relaterer den afstand, som returneres, til den reelle afstand. Den
returnerede afstand er konservativ og hgjst ea for stor.

17.1 Den samlede datastruktur for et a-orakel

Vi giver nu en kort gennemgang af, hvorledes de konstruktioner, der er beskrevet
i kapitel 14 til 16 anvendes i den samlede konstruktion af et a-orakel.

Givet en orienteret, planar og sammenhaengende graf G, med kantvaegte op
til o, opdeles G forst i lag og vi konstruerer (3,a)-lagsgraferne Gy, . .., Gx_2, som
det er beskrevet i kapitel 14. Pa hver af disse grafer udfgrer vi basisrekursionen,
som den er beskrevet i kapitel 15.4.

I hvert rekursionskald konstrueres forbindelser mellem den (3,a)-lagsgraf H
der er givet, samt de separatorstier, der anvendes til at opdele H. For hver ori-
enteret sti ) i separatoren S, konstrueres en ¢/2-daekkende maengde af storrelse
O(1/¢). Hvorledes dette ggres er sammenfattet i afsnit 16.3.1, hvor vi konklu-
derer, at der anvendes tid O(|V(H)|log?(|V(H)|)/¢) for at finde forbindelser.

Vi konstruerer for hver (3,a)-lagsgraf G; et rekursionstrae vha. basisrekur-
sionen, som vi gjorde det i del I. Rekursionsdybden er logaritmisk, da stgrrelsen
af graferne, der arbejdes pa, halveres for hvert kald. Konstruktionstiden i et re-
kursivt kald er domineret af tiden for at konstruere forbindelser, hvorfor den
samlede konstruktionstid for del-oraklet for G; er

O(V(G)llog*(IV(Gi)l) /e) (17.1)

Rekursionstraeet, delgraferne og de gvrige ting, der konstrueres, fylder som i

reachability-tilfeeldet O(|V(G;)|1log(|V(Gi)l). T dette tilfeelde har vi dog forbin-
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delser, der anvender mere plads end de forbindelser, vi lavede i reachability-
oraklet. Hver indgang i listerne ud, og ind, kreever nu O(1/e), hvor de for
kraevede konstant plads. Det samlede pladsforbrug er da

O(IV(Gi)[log(IV(Gi)l) [¢) (17.2)

Det samlede a-orakel bestar af et rekursionstrae for hver af (3, a)-lagsgraferne
Go,...,Gr_o. Da den samlede storrelse af disse grafer ifglge ssetning 14.7 er li-
neeer i storrelsen af G, er den samlede konstruktionstid for a-oraklet

O(nlog?(n)/e) (17.3)

Ligeledes vha. szetning 14.7 har vi at det samlede pladsforbrug for det samlede
a-orakel er

O(nlog(n)/e) (17.4)

17.1.1 Placering i programmet

Klassen distance/DistanceOracle indeholder implementationen af den sam-
lede a-orakel.

17.2 Forespgrgsel i et a-orakel

Givet to knuder v og w i en graf G samt et a-orakel O for grafen G antager
vi, at der findes en vej fra v til w i G. Vi finder forst de (3,«)-lagsgrafer, som
indeholder bade v og w. I hver af disse grafer G; udfgrer vi flg. skridt:

e Vi finder final call for v og w i rekursionstracet som udggr del-oraklet for
G;. Vi finder den naermeste feelles forfader i rekursionstreeet for disse final
calls — nca(v, w).

e Vi finder separatornummeret s i nca(v,w). Vi erindrer, at dette er det
sidste nummer, der er anvendt til at nummerere separatorstier fra roden
ned til nca(v,w) i rekursionstraeet.

e Vi gennemlgber nu alle separatorstier fra nummer 0 til s. For en separa-
torsti @ finder vi C(v, Q) og C(Q,w) og disse flettes sammen, sa vi finder
dist(C(v,Q),C(Q,w)), som beskrevet i beviset for lemma 16.20. Vi finder
dermed den korteste afstand oraklet kender mellem v og w over @, hvis
en vej over Q) findes. Vi gemmer den korteste afstand vi finder mellem v
og w over de stier vi gennemlgber.

I hver G;, som indeholder v og w finder vi en korteste afstand. Vi finder mini-
mum over disse. Er dette minimum hgjst a + e, returneres det som resultatet
af forespgrgslen, ellers returneres oo.

Antallet af separatorstier, der skal gennemlgbes for hver (3,a)-lagsgraf G;
er O(log(|V(Gi)])), da dette er hgjden af rekursionstraeet. Da antallet af (3,a)-
lagsgrafer vi skal se pa hgjst er tre, er det samlede antal separatorstier vi skal
gennemlgbe O(log(n)), da den samlede stgrrelse af Go,...,Gr_o er lineser i
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storrelsen af G, jf. seetning 14.7. Da C(v, Q) og C(Q,w) ifglge lemma 16.21 kan
konstrueres, sa de har storrelse O(1/¢) kan vi ifplge lemma 16.20 flette disse
lister i tid O(1/e). Den samlede udfprelsestid for en foresporgsel er da

O(log(n)/e) (17.5)

17.2.1 Implementation af forespgrgsel

Implementationen falger de skridt, der er beskrevet i afsnit 17.2. Givet to knu-
der v og w starter vi med at finde de G;-grafer, som indeholder begge knuder.
I en sadan graf finder vi final call for v og w og disses neermeste feelles forfa-
der nca(v, w) i rekursionstracet. Alle separatorstier fra nca(v, w) op til roden i
rekursionstracet gennemlgbes og den korteste fundne afstand huskes. Hvis der
er flere G;-grafer, der indeholder v og w velges den korteste afstand, der er
fundet i en af disse. Denne afstand returneres, hvis den er kortere end « + ea.
Hvis ingen vej findes mellem v og w eller hvis den fundne afstand er stgrre end
a+ea returneres MAXINT. Udfgrelsestiden for en forespgrgsel er ifslge formel 17.5

O(log(n)/e).

Placering i programmet

Klassen distance/DistanceOracle, som implementerer et a-orakel, indeholder
en funktion query, som foretager en forespgrgsel i et a-orakel.

17.3 Begransning til afstande pa «

Nar vi anvender et a-orakel, far vi en approksimeret afstand, der hgjst er a+ca.
Vi vil i dette afsnit se pa hvilke resultater et a-orakel giver ift. den korteste vej.

Definition 17.1 Lad et a-orakel konstrueret med et givet € for en graf G vere
givet. For to knuder v og w i G, definerer vi 0. o(v,w) til at vere den afstand
fra v til w, som oraklet returnerer.

Vi ved at det resultat vi returnerer altid er konservativt, da resultatet er
beregnet pa baggrund af forbindelser, hvis leengde aldrig er kortere end den
reelle korteste afstand. Fra lemma 16.9 (under anvendelse af et ¢/ = €/2) har vi,
at hvis der findes en korteste vej P fra v til w og d(v,w) < «, far vi et resultat,
der hgjst er ea for stort (da P krydser en af de stier, der adskiller v fra w). Vi
konkluderer at vores a-orakel finder et resultat der overholder flg. udsagn:

(v, w) < deq(v,w) < 0(v,w) + ecx (17.6)

Vores a-orakel giver os altsa en afstand, der er konservativ samt hgjst e for
stor. Pa figur 17.1 ser vi hvilke afstande der kan returneres samt for hvilke reelle
korteste afstande, man kan forvente at fa et resultat, der overholder udsagn 17.6.
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F——"lca(v, w) ——
(v, w) —

| | |
I
0 « a+ex

Figur 17.1: Hvis 6(v,w) < «, vil a-oraklet kunne svare med sikkerhed og returnerer da et
konservativt resultat . o (v, w) < a + ca.

Problemet er, at vi ikke kender den reelle korteste afstand, samt at vi indtil
nu udelukkende finder afstande af begraenset storrelse. Vi vil i naeste kapitel se
pa, hvorledes et antal a-orakler kombineres, saledes at vi vha. af forespgrgsler
til de kombinerede orakler altid kan finde en approksimeret afstand mellem to
knuder, der konservativ og hgjst er d(v,w)(1 + €) givet at en vej eksisterer.
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Samlet afstandsorakel og forespgrgsler

Det skal veere muligt at finde vilkarligt store afstande vha. vores datastruktur.
Den struktur, a-oraklet, der er beskrevet i kapitel 14-17, kan som nzevnt i in-
troduktionen (kapitel 13) udelukkende anvendes til at rapportere afstande op
til o + ear for et givet . Samtidig er usikkerheden pa afstandene, der findes
vha. denne datastruktur en additiv fejl pa op til ea. Vi gnsker at kunne give
et resultat, som maksimalt er en faktor (1 + ¢) for stort. Givet en orienteret,
planar graf G med heltallige vaegte pa kanterne konstruerer vi derfor en samlet
datastruktur, der bestar af et antal a-orakler, som kan anvendes til at finde et
resultat, der opfylder praecisionkravet. Vi beskriver i dette kapitel hvorledes vi
veelger fornuftige veerdier af o og beskriver hvilke veerdier af €, der skal anven-
des for at fa det gnskede resultat pa forespgrgsler. Vi redeggr for, hvorledes vi
med udgangspunkt i G konstruerer grafer, der kan anvendes til konstruktion
af et a-orakel for et givet a. Vi sgrger for, at disse grafer er sammenhaengende
og udelukkende indeholder kanter med veaegt op til @ uden at introducere nye
veje mellem G’s knuder. Derefter beskriver vi hvilke dele den resulterende da-
tastruktur er sammensat af. Vi beskriver herefter, hvorledes man i den samlede
datastruktur laver forespgrgler og vi viser at udfgrelsestiden for en foresporgsel
er O(log(log(nW))log(n) 4 log(n)/e). Sidst i kapitlet vil vi kort komme ind pa
et par af de mulige forbedringer, der kan laves til afstandsoraklet.

18.1 Veaerdier af «

Vi definerer fgrst afstanden mellem to knuder i en graf samt kravene til den
afstand, vi gnsker at fa som resultat af en forespgrgsel pa den endelige, samlede
datastruktur.

Definition 18.1 Lad to knuder v og w samt en graf G veere givet. Vi definerer
d(v,w) til at vere den korteste afstand fra v til w i grafen G.

Definition 18.2 Lad to knuder v og w vere givet. Pa en foresporgsel pa af-
standen fra v til w skal resultatet 6, (v, w) overholde flg.

d(v,w) < o (v,w) < (1+¢)d(v,w) (18.1)

Vores resultat skal altsa vere konservativt samt hgjst vere en faktor (1+¢) fra
den korteste afstand.
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Nar vi laver den samlede datastruktur, gentager vi den konstruktion af et
a-orakel, som er beskrevet i kapitel 14-17. Vi laver to grupper af a-orakler,
som har forskellig grad af preecision. Den mindst praecise gruppe anvendes til
at afggre i hvilket af de mere praecise a-orakler vi skal lede efter det endelige
resultat. Vi erindrer, at praecisionen af resultatet skal veere afheengigt af det e,
der er givet.

Vi konstruerer de mindst preaecise a-orakler, som vi kalder sggeorakler. Disse
konstrueres med a = 2% for i = 1,2,...,[log(nW)], hvor W er veegten af
grafens tungeste kant (og vi erindrer her, at veegtene er heltal). Da vaegten af
den tungeste er W, er d(v,w) < nW, hvis der findes en vej fra v til w. For
sogeoraklerne saettes ¢/ = 1/2 — dette er altsa uathengigt af den veerdi for ¢,
som er givet. Sggeoraklet med et givet « kaldes S,.

Definition 18.3 Lad to knuder v og w vere givet. Vi definerer §, (v, w) til at
veere resultatet af en foresporgsel pa afstanden fra v til w i Sy

Vi konstruerer ogsa de mest praecise af oraklerne, som vi kalder precisions-
orakler. Disse konstrueres ligeledes med o = 2 for i = 1,2,. .., [log(nW)]. For
praecisionsoraklerne veelger vi e’ = /4. Praecisionsoraklet med et givet o kaldes
P,.

Definition 18.4 Lad to knuder v og w vere givet. Vi definerer 5a(v,w) til at
veere resultatet af en foresporgsel pa afstanden fra v til w i P,.

Med fglgende lemma vil vi redeggre for, hvilket af preecisionsoraklerne, vi
sgger i, nar vi fortager en foresporgsel pa afstanden fra en knude v til en knude
w. Dette preecisionsorakel findes ved at lave en bineger spgning i sggeoraklerne.
Vi antager i lemmaet af §(v,w) > 1. Vi beskriver i afsnit 18.3 hvorledes vi
behandler nul-afstande.

Lemma 18.5 Lad to knuder v og w i grafen G veere givet og antag at §(v,w) >
1. Velg det storste mulige o/ = 2¢ sdledes at Sy rapporterer, at der ingen vej
findes fra v til w. Da vil det for a = 4a’ = 2112 gelde at

a/4 <d(v,w) <«
Preecisionsoraklet P, vil da rapportere en afstand fra v til w hvorom flg. gelder
8(0,w) < 8a(v,w) < (1+£)3(v,w)

Dermed er 5a(v, w) det resultat vi leder efter jf. precisionskravet i formel 18.1,
der er givet i definition 18.2.

Findes der ikke et orakel P,, dvs. hvis o har en verdi, der er storre end
[log(nW)]/4, kan det sidste pracisionsorakel, Progmwy) give os den gnskede
afstand.

FEksisterer intet o/ = 2¢ sdledes at S, rapporterer, at der ingen vej findes fra
v til w, kan precisionsoraklet Py anvendes til at finde den rette afstand.
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Beuvis. Vi betragter sggeoraklet S./, der rapporterer, at ingen vej eksisterer fra
v til w. Da S, altid finder en afstand mellem to knuder, hvis den korteste
afstand mellem disse er hgjst o/ ma det gaelde at

(v, w) > o (18.2)

Betragt nu det neeste sggeorakel S, og vi erindrer at sggeoraklerne har
e = 1/2. Dette orakel vil da returnere en afstand fra v til w, der er hgjst
2a' +1/2a/ = 3d/. Da Sy er et konservativt orakel ved vi nu at

S(v,w) < 3 (18.3)

Vi kan dog ikke garantere, at 6(v,w) < 2o/ og derfor vil praecisionsoraklet Po
ikke ngdvendigvis give os en afstand mellem v og w.

Vi betragter derfor sggeoraklet S, hvor a = 4a’. Fra udsagnene 18.2 og 18.3
ved vi flg. om afstanden fra v til w

a/t=d <§v,w) <3 <a (18.4)

Vi ved at nar d(v,w) < « vil preecisionsoraklet P, rapportere en afstand
0o (v, w) fra v til w, som overholder

§(v,w) < da(v,w) < 8(v,w) +ear/4

Vi har da opfyldt det ene krav for vores resultat — at resultatet er konservativt.
Fra udsagnet 18.4 har vi en nedre graense for §(v,w) pa «/4, som giver os at

~

da(v,w) < (v,w) +ea/d < (1+¢€)d(v,w)

Hermed opfylder 5a(v, w) begge kravene til et resultat, som vi vil rapportere.

Vi veelger altsa det orakel der har et «, der er fire gange sa stort, som «’.
Vi skal derfor tage hgjde for tilfeelde, hvor et sadan « ikke eksisterer (dvs. hvis
o/ svarer til det neestsidste orakel). Vi observerer forst, at da d(v,w) < nW,
vil det sidste orakel altid give os en vej fra v til w. Derfor vil det veere det
naestsidste sggeorakel, som siger, at der ingen vej er fra v til w, hvilket betyder
at §(v,w) > [log(nW)]/2. Det sidste preecisionsorakel Prog(n15y) Vil da give os
et resultat, der overholder vores krav.

Vi mangler nu tilfaeldet, hvor der ikke eksisterer et sggeorakel, der rappor-
terer, at der ingen vej er fra v til w. Alle oraklerne vil derfor rapportere en
afstand fra v til w, specielt vil det fgrste sggeorakel S, rapportere en afstand
b2 (v, w), der hgjst er 3. Dermed mé &(v, w) < 3. Vi kan derfor finde en afstand
med passende preecision i preecisionsoraklet Py, da é(v,w) > 1. O

Vi mangler at redeggre for hvad vi ggr, hvis den korteste afstand mellem v
og w er nul. Vi konstruerer et reachability-orakel for grafen G°, som er G hvor
vi kun inkluderer kanter med veegt nul. I dette kan vi altid finde ud af, om der
findes en vej med vaegt nul mellem to knuder. Vi bemeerker, at GV kan blive
usammenhangende nar vi kun beholder kanter med vaegt nul. Vi beskriver i
afsnit 18.2 en strategi til at sammensaette en usammenhgengende graf (se ogsa
figur 18.1) — samme strategi anvendes til at sammenszaette GU.
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Hvis afstanden ikke er nul, kan vi nu finde det gnskede resultat ved at
foretage en binaer sggning i sggeoraklerne, som giver os det rette /. Dette kan
lade sige ggre, da vi ved, at der findes et skillepunkt mellem sggeorakler der
kan svare pa forespgrgslen pa v og w og sggeorakler, der ikke kan svare. Vi ser
pa det sidste sggeorakel S/, der ikke kan give et svar — det kan det ikke fordi
d(v,w) > . Da vil alle sggeorakler med en a-veerdi, der er mindre end o’ heller
ikke kunne svare pa foresporgslen, da 6(v, w) ligeledes vil veere stgrre end disse
a-veerdier. Vi kan derfor lave en binger sggning efter det sidste orakel, der ikke
kan svare pa forespgrgslen. Denne sggning giver os .

Derefter anvendes praccisionsoraklet P, til at finde det resultat d, (v,w), der
skal returneres. Lemma 18.5 siger, at 5a(v, w) overholder vores preecisionskrav.
Bemeerk, at hvis alle orakler kan svare, vaelger vi P4, som vi redegjorde for i
beviset for lemma 18.5. Ligeledes vaelger vi Piog(1w)], hvis dette er det eneste
orakel, der kan svare.

18.2 Kanter med vaegt over «

Nar vi konstruerer et a-orakel antager vi, at den graf, der gives som argument
er planar og sammenhangende samt at ingen kanter har veegt over «. I artiklen
[ThoO1] naevnes ingen lgsning pa dette problem, hvorfor vi selv har valgt en
strategi, som vi vil beskrive i dette afsnit.

Nar vi skal konstruere sggeorakler og praecisionsorakler méa vi konstruere
grafer der overholder ovennaevnte krav (dvs. graferne skal veere planare og sam-
menhaengende samt ikke indeholde kanter med vaegt over «). Nar vi skal kon-
struere et orakel for et givet «, slettes alle kanter, der har veegt over a. Vi
risikerer nu, at grafen er blevet delt i flere komponenter, Vi identificerer disse
komponenter og veelger en knude som repraesentant for hver komponent. Vi
har nu komponenterne Ky til K; og de tilsvarende repraesentanter kg til k;. Vi
samler nu grafen til en sammenhaengende graf ved at tilfgje en knude og nogle
kanter. Hvis der er mere end en komponent, indsaettes en ny knude vg, som
forbindes med alle komponenter pa folgende made. For 7 = 0,...,7 indsattes
en ny kant fra k; til v, med vaegt 0. Nar dette er gjort, har alle komponenter en
kant til v og dermed er grafen sammenhaengende. Vi observerer, at dette ikke
introducerer nye stier mellem knuderne i den originale graf. Komponenterne er
planare hver for sig og efter indsattelse af en ekstra knude og ekstra kanter er
grafen ligeledes planar — repraesentanterne for de forskellige komponenter samt
den nye knude og de nye kanter vil befinde sig i samme flade. Grafen har stadig
klart O(n) knuder og kanter. Grafen er nu planar, sammenheengende og har
kantvaegte, der alle er hgjst «.

Pa figur 18.1 ses et eksempel hvor tre planare komponenter samles til en
sammenhangende planar graf.

18.3 Forespgrgsler i det samlede afstandsorakel

Nar en samlet datastruktur er konstrueret, er det muligt at foretage foresporgsler
i den. I dette afsnit vil vi kort opremse de dele, datastrukturen bestar af og der-
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Figur 18.1: Komponenterne K1, K2 og K3 samles saledes at grafen er sammenhaengende.

efter redeggre for, hvorledes en forespgrgsel foretages.

18.3.1 Det samlede afstandsorakel

Det samlede orakel indeholder, som beskrevet i afsnit 18.1, et antal a-orakler.
Foruden disse anvendes ogsa reachability-orakler som dem der er beskrevet i

del I.
Det samlede afstandsorakel for grafen GG bestar af fire dele:

Reachability-orakel. Vi konstruerer et reachability-orakel R for grafen G
hvor vi ser bort fra kantveegte. Dermed kan vi hurtigt kan teste om en
knude v kan na en knude w.

Nul-orakel. Vi konstruerer endnu et reachability-orakel Ry, for en graf, der
indeholder de kanter, som har vaegt nul i G. Vha. dette orakel finder vi
nul-afstande.

Sdgeorakler. Vi konstruerer de sggeorakler, som er beskrevet i afsnit 18.1.

Praecisionsorakler. Vi konstruerer de preecisionsorakler, som er beskrevet i
afsnit 18.1.

Strukturen af programmet, der udggr vores samlede afstandsorakel, er illu-
streret i bilag B.

Vi ser nu pa ressourceforbruget for det samlede afstandsorakel. Konstruk-
tionstiden for de to reachability-orakler er O(nlog(n)), jf. afsnit 9.1.3, hvor vi
konkluderer ressourceforbruget for et reachability-orakel. Konstruktionstiden
for spgeoraklerne er O(nlog®(n)log(nW)), jf. formel 17.3. Konstruktionstiden
for praecisionsoraklerne er ligeledes ifglge formel 17.3 O(nlog®(n)log(nW)/e).
Den samlede konstruktionstid for afstandsoraklet er da

O(nlog?(n)log(nW)/e) (18.5)
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Pladsforbruget for de to reachability-orakler er O(nlog(n)), jf. afsnit 9.1.3.
Pladsforbruget for sggeoraklerne er ifglge formel 17.4 O(n log(n)log(nW)). Plads-
forbruget for preecisionsoraklerne er O(nlog(n)log(nWW))/e ligeledes jf. for-
mel 17.4. Vi konkluderer, at det samlede pladsforbrug for afstandsoraklet er

O(nlog(n)log(nW)/e) (18.6)

18.3.2 Forespgrgsel

Forespgrgslen anvender efter tur de datastrukturer, der er til radighed, som vi
netop har beskrevet i afsnit 18.3.1.

Vi starter med at finde ud af om v overhovedet kan na w, hvilket vi bruger
vores reachabilityorakel R til. Hvis v ikke nar w i G, returneres co.

Hvis v kan na w, anvender vi reachability-oraklet Ry til at afggre, om af-
standen mellem v og w er nul. Hvis der findes en vej fra v til w i Ry, vil der
eksistere en vej af laengde nul fra v til w i G. I dette tilfeelde vil vi da returnere
nul.

Ellers anvender vi den strategi, der er beskrevet i beviset for lemma 18.5 til
at finde den afstand, som skal rapporteres. Vi erindrer at dette indebaerer en
binger sggning i spgeoraklerne, som vil forteelle os i hvilket af praecisionsoraklerne
den rette afstand kan findes.

De fgrste to skridt, der laver forespgrgsler i reachability-orakler, kan udfgres
i tid O(log(n)). Den binere sggning kreever O(log(log(nW))) forespgrgsler til
a-orakler, hvor vi har anvendt ¢ = 1/2. En af disse forespgrgsler kan derfor
udfores i tid O(log(n)), jf. formel 17.5. T alt anvendes tid O(log(log(nW)) log(n))
pa den binaere sggning. Den sidste forespgrgsel i et preecisionsorakel tager tid
O(log(n)/e), igen jf. formel 17.5. Den samlede forespgrgselstid er da

O(log(log(nW)) log(n) + log(n)/¢) (18.7)

18.4 Implementation

Implementationen fglger den teoretiske gennemgang, der er givet i dette kapitel.
Vi konstruerer de beskrevne reachability-orakler og a-orakler, nar et samlet
orakel konstrueres. Forespgrgsler foregar som det er beskrevet i afsnit 18.3.2.

18.4.1 Placering i programmet

Det samlede orakel konstrueres i klassen distance/Oracle. I denne klasse fin-
des ligeledes en query-metode.

18.5 Mulige forbedringer

Det er som i reachability-oraklet muligt at lave forskellige forbedringer og ud-
videlser. Vi vil her kort naevne to af disse, men vil ikke ga i detaljer med dem.
Begge svarer til forbedringer, der er gennemgaet i forbindelse med reachability-
oraklet.
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Man kan igen anvende framereducering til at gore forespgrgselstiden kon-
stant. Man skal i dette tilfzelde dog veere opmeerksom pa, at nar man anvender
forbindelser til at konstruere forbindelser, vil den additive fejl blive tilfgjet flere
gange, hvorfor man skal anvende et ¢, der tager hgjde for dette.

Det er i afstandsoraklet muligt at distribuere den information, der skal
anvendes til at svare pa forespgrgsler, som labels pa knuderne pa grafen G.
Sterrelsen af disse labels er i dette tilfeelde O(log(n)/e), da listerne af forbin-
delser, der skal gemmes i knuderne har denne stgrrelse. Hvis den ngdvendige
information distribueres som labels pa knuderne i G, vil man undga at skulle
gemme rekursionstracer mm., hvilket vil kunne afhjeselpe det store overhead pa
pladsforbruget.



Kapitel 19

Eksperimentel evaluering

Vi vil i dette afsnit beskrive de test vi har foretaget pa vores afstandsorakel.
Disse test har haft folgende formal:

e At sandsynligggre at de resultater afstandsoraklet returnerer ligger inden
for det tilladte interval. Her tester vi op mod en kendt korrekt algoritme.

e At lave statistik over vores forbrug af ressourcer, dvs. at lave statistik over
hvor lang tid det tager at konstruere oraklet, hvor lang tid en forespgrgsel
tager samt hvor meget oraklet fylder.

e At undersgge kvaliteten af de approksimative afstande.

Da vi testede vores reachability-orakel, brugte vi meget energi pa at generere
forskellige typer af testgrafer og se pa hvorledes dette pavirkede forbruget af
ressourcer. For at begraense maengden af testdata har vi i dette kapitel valgt
kun at kigge pa fa typer af testgrafer. Vi vil i afsnit 19.1 beskrive de typer af
grafer vi har brugt i forbindelse med test i dette kapitel.

I afsnit 19.2 vil vi beskrive hvorledes vi har undersggt om svarene pa en
forespgrgsel ligger inden for det tilladte interval. Vi konkluderer, at vi ikke har
kunnet producere svar, der ligger uden for det tilladte interval.

Vi har lavet test vi hvor maler plads- og tidsforbrug under opbygningen
af afstandsoraklet. Vi kigger i afsnit 19.3 og 19.4 pa hvorledes forbruget af
ressourcer, som forventet, stiger nar vaegten pa den tungeste kant gges. Vi
forklarer endvidere, hvorfor vi ikke kan se en sendring i forbruget af ressourcer
nar e varieres.

Vi beskrev i afsnit 10.3, at vores reachability-orakel fylder temmeligt meget
og at dette bl.a. skyldes, at vi gemmer delgrafer ned gennem rekursionen. Nar vi
konstruerer sgge- og praecisionsoraklerne gemmer vi pa samme made delgraferne
ned gennem rekursionen. Det medfgrer naturligvis, at pladsforbruget for et
afstandsorakel er meget hgjt. Vi kan ikke konstruere orakler med mere end 500
knuder, nar vi forlanger, at datastrukturen skal kunne veere i hukommelsen. I
afsnit 19.3.1 har vi eksemplificeret pladsforbruget af et orakel, der er konstrueret
pa baggrund af en graf med 300 knuder. Dette orakel fylder 700 MB og vi viser
hvorledes dette er muligt.

148
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Vi har undersggt, hvor lang tid det tager at udfsre samtlige n? forespgrgsler
i grafer hvor vi varierer antallet af knuder og veegten pa den tungeste kant
og hvor vi opbygget afstandsorakler med varierende vaerdier af €. Vi har sam-
menlignet dette med, hvor lang tid det tager for en O(nlog(n))-algoritme at
besvare de samme forespgrgsler. Vi beskriver i afsnit 19.5 de test vi har lavet
og vi konkluderer, at pa sma grafer er der kun er en mindre tidsbesparelsen ved
at benytte vores afstandsorakel i forhold til f.eks. at bruge Dijkstras algoritme.
Det bgr dog bemeaerkes, at der en klar tendens til at hvis stgrrelsen af grafen
gges vil der vaere en vassentlig tidsbesparelse. Vi konstaterer endnu engang, at
hvis afstandsoraklet skal veaere praktisk anvendeligt, skal der optimeres kraftigt
pa pladsforbruget. Dette kan f.eks. gores ved brug af labels som beskrevet i
afsnit 18.5.

I afsnit 19.6 beskriver vi, hvorledes vi har testet kvaliteten af de svar vores
orakel giver. Vi har testet med varierende veerdier af € og o og vi konkluderer,
at den made vi genererer vores testgrafer pa medfgrer, at en stor procentdel
af svarene er korrekte. Vi har endvidere kigget pa, hvordan de resterende svar
ligger i forhold til det tilladte interval og konkluderer, at der er en tendens til,
at afvigelsen er mindre end det tilladte.

Alle test, hvor vi har malt tid, er foretaget pa en 2,4 GHz Pentium 4 med
en 512 kB cache og 512 MB hukommelse. Alle andre test er kgrt pa en 1 GHz
Pentium III processor med en 256 KB cache og 1 GB hukommelse. Vi har kegrt
vores test pa to forskellige maskiner, da vi ikke har haft mulighed for at kere
tidstest pa en maskine med mere end 512 MB hukommelse og vi har gnsket at
kore de resterende test pa en maskine med stgrst mulig hukommelse.

19.1 Testgrafer

De grafer vi bruger, nar vi udfgrer test pa vores afstandsorakel er genereret som
beskrevet i afsnit 10.1. Vi beskrev i dette afsnit, at testgrafer er sammensat af
et antal delgrafer og med to modsatrettede kanter mellem hvert par af delgrafer.
Endelig laver vi en alternerende sti fra den fgrste og sidste graf. For at begraense
maengden af test har vi i dette afsnit kun arbejdet med to typer af grafer.

Vi konstruerer grafer, der er bygget op af kun én delgraf. Vi har valgt at
tilfgje den alternerende sti for at sikre, at hovedparten af de genererede grafer
indeholder flere end tre lag og at der dermed bliver konstrueret mere end en
(3, av)-lagsgraf for hver sgge- og preecisionsorakel.

Da et afstandsorakel fylder temmeligt meget, har vi, nar vi undersgger tids-
forbruget for at opbygge et afstandoraklet, valgt at arbejde med grafer, hvor vi
ikke tilfgjer alternerende stier. Dette medfgrer, at det forste lag i grafen kom-
mer til at indeholde hovedparten af knuderne. Dermed kopieres en stor del af
knuderne ikke flere gange nar (3, «)-lagsgraferne konstrueres. Vi har kun valgt
at bruge denne type af testgrafer, nar vi maler tidsforbruget for at opbygge
oraklet. Dette skyldes, at den maskine vi kgrer disse test pa kun har 512 MB
hukommelse.
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19.2 Test af korrektheden af resultaterne

Vi har testet de enkelte strukturer og algoritmer efterhanden som vi har imple-
menteret dem. Vi har testet, at vi far konstrueret det korrekte antal a-orakler og
at vi laver foresporgsler til det korrekte praecisionsorakel. I forbindelse med im-
plementationen af a-orakler har vi genbrugt mange dele fra implementationen
af reachability-orakler. De nye dele vi har implementeret er testet efterhanden
som de er blevet implementeret. Pa denne made er vi blevet overbevist om, at
vi givet en separator finder de korrekte forbindelser til og fra den og at den
rekursive funktion, der producerer ordnede forbindelser er korrekt. Endvidere
har vi undersggt, at vi far luget passende ud i de forbindelser vi finder.

For at teste korrektheden af de resultater, vores afstands- og a-orakel retur-
nerer, har vi implementeret Dijkstras algoritme. Nar vi tester om et orakel retur-
nerer et korrekt svar, laver vi den samme forespgrgsel til Dijkstra-algoritmen og
vi undersgger efterfolgende om oraklets svar ligger inden for det tilladte omrade.

19.2.1 Test korrektheden af resultater fra a-oraklerne

Vi betegner den korteste afstand mellem to knuder v og w med é(v, w) og bruger
do(v,w) til at betegne den approksimative afstand som et a-orakel beregner.
For knuder v og w, om hvilke der galder, at den korteste afstand mellem dem
hgjst er a skal der geelde at 0(v, w) < (v, w) < d(v,w) + eav.

Vi har testet a-oraklerne ved for varierende veaerdier af o at generere grafer
hvor vaegten af den tungeste kant er a. Vi har systematisk testet med fem o’er
i intervallet 5-400 og pa grafer med op til 5.000 knuder. Vi har testet med tre
veerdier af € i intervallet 0,1-0,9. Det ikke har veeret muligt for os at producere
ukorrekte resultater.

19.2.2 Test korrektheden af resultater fra afstandsoraklerne

Vi lader igen d, (v, w) betegne den korteste afstand mellem to knuder og 9, (v, w)
betegner den approksimerede afstand som vores afstandsorakel betegner. Vores
orakel returnerer et svar inden for det tilladte interval hvis §(v,w) < 6, (v, w) <
d(v,w)(e +1).

Vi har testet afstandsoraklet med de samme veerdier af € og a som de test,
der er beskrevet i afsnit 19.2.1. Det maksimale antal af knuder i vores testgrafer
er 400. Vi konkluderer endnu en gang at det ikke har veeret muligt for os at
producere ukorrekte resultater.

19.3 Pladsforbrug for afstandsoraklet

Vi har undersggt hvor meget et afstandsorakel fylder ved at male, hvor meget
vores proces fylder umiddelbart fgr og efter konstruktionen af oraklet.

Vi har lavet grafer hvor veegten pa kanterne er et tilfaeldigt tal mellem 0 og W
og vi har ladet W have tre forskellige veerdier. Pa figur 19.1 ses resultaterne af de
test vi har udfert med disse grafer, hvor vi haft ¢ = 0,5. Som det ses pa figuren,
har vi forsggt at approksimere de beregnede data med en funktion tilhgrende
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O(nlog(n)log(nW)/e). Vi konkluderer, at det ud fra vores testdata ikke er
muligt at undersgge om pladsforbruget overholder de gnskede asymptotiske
greenser, da tendensen ikke er klar for sma grafer. Vi har ikke kunnet gge antallet
af knuder i graferne, da processen i sa fald vil fylde mere end hukommelsen pa
den maskine vi har kgrt vores test pa.

Vi kan pa figur 19.1 se, at pladsforbruget som ventet stiger, nar vi gger veeg-
ten af den tungeste kant. Det skyldes, at antallet af sgge- og praecisionsorakler
vi laver er [log(nW)].

Hvis vi pa figur 19.1 ser pa de resultater, hvor vaegten af den hgjeste kant i
grafen er 5 kan vi se, at der er et spring lige efter 100 og efter 200. Det passer
med, at vi her laver et ekstra sgge- og preecisionsorakel idet 29 = 5 % 102, 4 og
210 = 5% 204,8. Vi kan ligeledes se, at der for de to andre typer af grafer, er
et spring efter 150 knuder og dette passer med at hhv. 23 = 50 % 163,84 og
215 =200 * 163, 84.

Vi har lavet test, hvor vi har varieret € og hvor vaerdien af den tungeste
kant i alle testgraferne er 200. Resultatet af disse test kan ses pa figur 19.2. Nar
veerdien af e gges, forlanger vi en mindre praecision pa de svar som oraklet skal
returnere. Vi gemmer derfor et mindre antal forbindelser i afstandsoraklet. Det
er ud fra de test vi har foretaget, ikke muligt at se dette. Vi mener, at arsagen
til dette er, at forskellen i meengden af information, der gemmes, nar veerdien
¢ er lille, i forhold til nar veerdien er stor, er minimal i forhold til hvor meget
et afstandsorakel fylder. Dette skyldes, at vi for hver a-orakel vi konstruerer,
gemmer alle delgrafer i det rekursionstrae der opbygges. Hvis vi i stedet havde
gemt informationen som labels pa knuder, ville stgrrelsen af ¢ sandsynligvis
have en meget stgrre betydning for pladsforbruget.

19.3.1 Stgrrelsen af pladsforbruget

Vi har konstrueret en graf med godt 300 knuder og 900 kanter. Vagten pa
kanterne er et tilfseldigt tal mellem 0 og 200 og vi har sikret os at mindst én
kant har vaegt 200. Vores testgrafer er bygget op af en enkelt delgraf. Vi har
undersggt hvorledes et afstandsorakel, der er konstrueret pa baggrund af den
beskrevne testgraf, kommer til at fylde knap 700.000 kB. Vi har malt hvor
meget vi fylder efter konstruktionen af hvert a-orakel. Resultatet kan ses i den
nedenstaende tabel (alle tallene er i kB):
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Oraklets pladsforbrug i forhold til antallet af knuder i grafen (epsilon = 0,5)
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Figur 19.1: Forholdet mellem antallet af knuder i grafer, hvor veegten af den tungeste kant
varierer og stgrrelsen af det konstruerede afstandsorakel med ¢ lig 0,5

800

700

600

500

400

Plads i megabytes

300

200

100

Oraklets pladsforbrug i forhold til antallet af knuder i grafen (max kantvaegt = 200)

Antal knuder

Figur 19.2: Forholdet mellem antallet af knuder i grafer, og stgrrelsen
standsorakel med varierende €. Maksimal veegten pa en kant er 200.
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Opbygning af grafen 6776

R og Ry-oraklet 15348

0. sggeorakel 24824 || 0. preecisionsorakel | 363392
1. s@georakel 34112 || 1. praecisionsorakel | 372644
2. spgeorakel 52188 || 2. preecisionsorakel | 390720
3. spgeorakel 70384 || 3. preecisionsorakel | 409148
4. sggeorakel 89280 || 4. preecisionsorakel | 427984
5. spgeorakel 110632 || 5. praecisionsorakel | 449492
6. sggeorakel 134752 || 6. preecisionsorakel | 473940
7. sggeorakel 160552 || 7. praecisionsorakel | 499844
8. sggeorakel 186048 || 8. praecisionsorakel | 526084
9. sggeorakel 209860 || 9. praecisionsorakel | 551580
10. sggeorakel 234008 || 10. praecisionsorakel | 576892
11. sggeorakel 257572 || 11. preaecisionsorakel | 601520
12. sggeorakel 282000 || 12. praecisionsorakel | 625580
13. sggeorakel 306180 || 13. praecisionsorakel | 649844
14. sggeorakel 330120 || 14. preecisionsorakel | 673468
15. sggeorakel 354024 || 15. preecisionsorakel | 697996

Hver gang vi konstruerer et a-orakel tager vi en kopi af den oprindelige graf og
nar vi opbygger rekursionstraset for det pagaseldende orakel tager vi yderligere
kopier af grafens knuder og kanter. Vi kan ud fra tabellen se, at hvert a-orakel
fylder mellem 10.000 og 25.000 kB. Vi konkluderer, at der skal optimeres vae-
sentligt pa pladsforbruget hvis afstandsorakler skal veere brugbare. En mulig
made at optimere dette pa, er ved at distribuere informationen som labels pa
knuderne. Dette er kort beskrevet i afsnit 18.5.

19.4 Tidsforbrug for opbygning af afstandsoraklet

Vi har undersggt, hvor lang tid det tager at opbygge et afstandsorakel. Vi har
konstrueret grafer hvor vi har varieret veegten af den tungeste kant og hvor an-
tallet af knuder i graferne varierer. Pa figur 19.3 ses resultatet af vores test, hvor
vaegten af den tungeste kant i graferne varierer og hvor vi har ¢ = 0,5. Vi har
forsggt at approksimere vores data med en funktion i O(nlog?®(n)log(nW)/e),
for at undersgge om vi overholder de forventede asymptotiske greenser for for-
bruget af tid. Som i afsnit 19.3 ma vi konstatere, at vi ikke kan konkludere
noget ud fra grafer med sa fa knuder og vi har som tidligere naevnt ikke kunne
konstruere et afstandsorakel med udgangspunkt i en graf med flere knuder. Vi
kan dog konkludere at forbruget af tid som forventet gges nar veegten af den
tungeste kant gges.

Vi har konstrueret grafer med varierende antal knuder, hvor vaegten af den
tungeste kant er 100. Pa baggrund af disse grafer har vi konstrueret afstands-
orakler hvor vi har varieret veerdien af . Resultatet af disse test ses pa fi-
gur 19.4. Veerdien af € har indflydelse pa udferselstiden for at konstruere et
afstandsorakel. Nar vi opbygger et a-orakel, bruger vi separatorer, nar vi laver
en dekomposition af grafen. I hvert rekursivt kald i dekompositionen finder vi
forbindelser over separatorstier. I forbindelse med dette benytter vi en rekur-
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Oraklets tidsforbrug i forhold til antallet af knuder i grafen (epsilon = 0,5)
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Figur 19.3: Forholdet mellem antallet af knuder i grafer, hvor veegten af den tungeste kant
varierer og tidsforbruget for at konstruere et afstandsorakel med ¢ lig 0,5.

Oraklets pladsforbrug i forhold til antallet af knuder i grafen (max kantvaegt = 200)
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Figur 19.4: Forholdet mellem antallet af knuder i grafer og tidsforbruget for at konstruere et
afstandsorakel med varierende €. Maksimal vaegten pa en kant er 100.
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siv algoritme. Antallet af gange en knude er med i et rekursivt kald i denne
algoritme, er afheengigt af €, jf. afsnit 16.2.3. Det er ud fra de test vi har lavet,
ikke muligt at se betydningen af veerdien af €. Vi konkluderer at dette skyl-
des, at tiden for at finde forbindelser har mindre indflydelse pa den samlede
udfgrelsestid.

19.5 Tidsforbrug for forespgrgsler

Nar man laver en forespgrgsel i et afstandsorakel laver vi en binser sggning i
de [log(nW)] spgeorakler efterfulgt af en forespgrgsel i et praecisionsorakel. Det
giver, som beskrevet i afsnit 18.3.2, at den samlede tid for at lave en forespgrgsel
bliver O(log(log(nW))log(n) + log(n)/ec).

Vi har undersggt hvor lang tid det tager at lave forespgrgsler i vores orakel
sammenlignet med hvor lang tid det tager for en Dijkstra-algoritme. Vi har
som i de tidligere test konstrueret grafer med varierende antal knuder og hvor
veegten af den tungeste kant varierer. Pa figur 19.5 ses resultatet af vores test.
Hvis vi kigger pa resultaterne fra vores orakel, ser det ikke ud til, at veerdien €
har betydning for svartiden. Det skyldes, at tiden for at lave den bingere sggning
i spgeoraklerne er dominerende. Dette udsagn understgttes af, at svartiden gges
vaesentligt nar veegten pa den tungeste kant gges.

Hvis vi kigger pa dataene fra grafer, hvor vaegten af den tungeste kant er
200, kan vi se et spring mellem 300 og 400. Det passer med, at 2'¢ = 200327, 86
hvilket betyder, at vi pa dette tidspunkt laver et sgge- og preecisionsorakel mere.

Da vi kiggede pa tidsforbruget for forespgrgsler til vores reachability-orakel,
konstaterede vi, at vi skulle lave grafer med over 1000 knuder, for at kunne
se en klar tendens. Vi har i denne del ikke haft mulighed for at kunne lave
forespgrgsler til grafer med sa mange knuder og vi ma konstatere, at vi ikke kan
approksimere vores data med en funktion tilhgrende O(log(log(nW))log(n) +

log(n)/e).

19.6 Kvaliteten af resultater af forespgrgsler

Vi har kigget pa kvaliteten af de svar som forespgrgsler til vores afstandsorakel
returnerer. Vi har lavet grafer hvor vi varierer veegten pa den tungeste kant og
antallet af knuder. Nar vi konstruerer afstandsoraklet har vi varieret veerdien
af e.

Vi har genereret grafer hvor den maksimale veaegt pa en kant er 200 og lavet
afstandsorakler med ¢ lig 0,5 hhv. 0,99. For hver graf har vi foretaget samtlige
n? foresporgsler og undersggt hvor stor en procentdel af besvarelserne, der er
lig den korteste afstand mellem de pagaldende to knuder. Pa figur 19.6 ses
resultatet af disse test. Vi konkluderer, at vi med den type grafer vi genererer,
meget ofte returnerer den korteste afstand. Endvidere ser det ud til, at vi som
forventet oftere returnerer den korteste afstand nar veerdien e af reduceres. Hvis
vi kigger pa alle veje mellem to knuder, vil der veere feerre veje, der opfylder
kravet om praecision nar € er lav sammenlignet med nar € er hgj. Det medfgrer
naturligvis, at den korteste vej oftere returneres nar veerdien af & reduceres.
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Svartid paa 1 query for hhv. Oraklet og Dijkstra
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Figur 19.5: Gennemsnitstiden for en enkelt forespgrgsel i afstandsorakler sammenlignet med
Dijkstra. Varierende kantveegte og veerdier af e.

Sammenligning af oraklets svar med Dijkstras
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Figur 19.6: Forholdet mellem antallet af knuder i grafer og procentdelen af svar, produceret
af afstandsorakler med varierende ¢, der ikke afviger fra den korteste afstand.
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Vi har gentaget de samme test som netop beskrevet, men hvor vi har holdt
veerdien af € fast og varieret vaegten pa den tungeste kant, se figur 19.7. Der ses
ikke nogen klar tendens i forholdet mellem hvor mange procent af svarene, der
er lig den korteste afstand og veegten pa den tungeste kant.

Efter at have kigget pa hvor stor en procentdel af samtlige forespgrgler, der
returnerer den korteste afstand, er det naturligt at kigge pa, hvor meget de
approksimative afstande afviger fra den korteste afstand.

Vi har genereret grafer med 500 knuder, hvor vaegten af den tungeste kant
er 200 og konstrueret afstandsorakler hvor € har veeret 0.5 hhv. 0,99. Vi har
lavet samtlige foresporgler og kigget pa hvor stor den procentvise afvigelse af
resultaterne har veeret. Pa figur 19.8 ses resultatet. Vi kan konstatere, at afvi-
gelserne som ventet gges nar veerdien af € gges. Dernaest kan vi konstatere at
storsteparten af afvigelserne er noget mindre end det tilladte.

Vi konkluderer, at de resultater vores afstandsorakel har returneret alle
opfylder kravet om preecision. Endvidere galder, at en stor del af svarene er
korrekte og om de resterende gelder, at afvigelsen er en del mindre end det
lovede.
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Sammenligning af oraklets svar med Dijkstras
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Figur 19.7: Forholdet mellem antallet af knuder i grafer hvor veegten af den tungeste kant
varierer og procentdelen af svar, der ikke afviger fra den korteste afstand.

Sammenligning af oraklets svar med Dijkstras ved 500 knuder, max. vaegt 200
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Figur 19.8: Den procentvise afvigelse af de approksimative queries i grafer med 500 knuder
og den maksimale kantvaegt er 200



Kapitel 20

Konklusion

Vi har i denne del af specialet givet en grundig teoretisk gennemgang af de al-
goritmer og datastrukturer, der indgar i konstruktionen af et afstandsorakel og
dermed de a-orakler, der er hovedbestanddelen i et afstandsorakel. Afstands-
oraklet er beskrevet i artiklen Compact Oracles for Reachability and Approxi-
mate Distances in Planar Digraphs [ThoO1] af Mikkel Thorup.

Vi har i denne del i hgj grad motiveret de mange konstruktioner, der indfgres
i gennemgangen af de forbindelser, der anvendes i et a-orakel. Vi mener at
dette, sammen med en rackke illustrationer, er med til at gge forstaelsen for
indfgrelsen af konstruktionerne. Vi har ligeledes tilfgjet detaljer til de beviser,
der anvendes til at vise korrektheden af konstruktionerne for at gge forstaelsen
af disse beviser.

Vi har gennem motivationer, illustrationer og opsummeringer skabt et over-
blik over de konstruktioner, der tilsammen danner afstandsoraklet.

Vi har i denne del bidraget med overvejelser om sendringer af grafer, saledes
at a-orakler kan konstrueres for alle veerdier af a. Vi har ligeledes bidraget med
et bevis for effektiviteten af konstruktionen af forbindelser, da denne afviger fra
den oprindelige konstruktion i artiklen.

Vi har lavet en implementation af afstandsoraklet og vi har i denne del
beskrevet denne implementation. I vores beskrivelse af implementionen kommer
vi ind pa de mange overvejelser og detaljer, der har veeret forbundet med den
omfattende implementationen af afstandsoraklet.

Vi har igen i lgbet af implementationsfasen set pa mellemresultater og pa
de opbyggede datastrukturer for at sandsynligggre at disse er fornuftige. Vi har
ligeledes lavet en del test pa det feerdige afstandsorakel, hvor vi har set pa resul-
tater og ressourceforbrug. Vi kan konkludere at de resultater, vi har produceret
i vores test alle overholder vores krav til preecision af resultater. Vi kan ligeledes
konkludere, at selvom man tillader en fejl pa de approksimerede resultater, er
mange af de producerede resultater korekte. De resterende resultater holder sig
alle indenfor den tilladte afvigelser fra den korteste afstand. Afvigelserne ser for
de fleste resultaters vekommende desuden ud til at veere noget mindre end det
tilladte.

Det har veeret sveert at se klare tendenser, da vi ikke har kunnet teste pa
grafer, der indeholder mange knuder. Grunden til dette er, at vi har et meget
stort overhead pa forbruget af plads. Dette betyder ligeledes, at tendenserne for
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det asymptotiske tids- og pladsforbrug ikke er klare. For at afstandsoraklet vil
kunne anvendes i praksis, er det derfor ngdvendigt at reducere pladsforbruget
vaesentligt. Denne reducering kan f.eks. opnas ved brug af labels.

Vi kan konkludere, at vi har opnaet at praesentere teorien omkring et af-
standsorakel, sa denne er tilgsengelig for laeseren. Vi har selv tilfgjet mindre
ting men hovedbidraget er illustrationer, motivationer og tydeligggrelser samt
udfyldelse af ikke-trivielle detaljer, der i artiklen er overladt til leeseren. Vi har
ligeledes vist, at implementation af et afstandsorakel er mulig, omend sendringer
er ngdvendige for at sikre praktisk anvendelighed.
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Bilag A

Opbygning af reachability-programmet

I dette bilag illustrerer vi sammenhaengen mellem de klasser og funktionsfiler,
der findes i vores program, der realiserer et reachability-orakel.
I programmet findes flg. klasser:

e ReachabilityOracle
e OriginalGraph
e LayeredGraph
e RecursionTree
e CycleElement

Vi har flg. filer, der indeholder funktioner:

e reachability e labels

e layer e findTriangle
o gi e connections
e separate e partition

Sammenhaengen mellem klasser og filer er illustreret pa figur A.2. En for-
klaring til de forskellige enheder pa illustrationen kan ses pa figur A.1.

( ) Klasse

Funktionsfil

> Skaber objekter fraklassen
» Anvender funktioner frafilen

Figur A.1: Tegnforklaring.
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Figur A.2: Diagram over reachability-programmet.




Bilag B

Opbygning af distance-programmet

I dette bilag illustrerer vi sammenhaengen mellem de klasser og funktionsfiler,
der findes i vores program, der realiserer et afstandsorakel.
I programmet findes flg. klasser:

e Oracle

e DistanceOracle

ThreeAlphaGraph

RecursionTreeDist

NodeArrayInfo

EdgeArrayInfo

I afstandsoraklet har vi valgt at lave funktioner som medlemsfunktioner i
klasserne. Vi har flg. filer, der indeholder funktioner — i parantes ses den/de
klasser, som funktionerne er medlemsfunktioner i:

e layer (DistanceOracle)

e gi (DistanceOracle)

e recursion (DistanceOracle og ThreeAlphaGraph)
e separator (ThreeAlphaGraph)

e labels (ThreeAlphaGraph)

e findTriangle (ThreeAlphaGraph)

e cycleElement (ThreeAlphaGraph)

e connections (ThreeAlphaGraph)

e partition (ThreeAlphaGraph)

e dijkstra (ThreeAlphaGraph)

Sammenhaengen mellem klasser og filer er illustreret pa figur B.1. En for-
klaring til de forskellige enheder pa illustrationen kan ses pa figur A.1.
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Figur B.1: Diagram over programmet, der finder approksimerede afstande.



Bilag C

Brugervejledning

Den medfglgende cd indeholder kildekoden af vores program. I biblioteket
reachabilty findes den del, der implementerer reachability-oraklet og i distance
findes delen, der implementerer afstandsoraklet. Filerne i bibliotekerne er struk-
tureret som vist pa bilag A og B.

Vi har forsggt at lave en statisk kompileret udgave af programmet, men
dette har ikke veeret muligt, da LEDA ikke er statisk kompileret. For at kore
vores program kraeves det derfor, at man har LEDA installeret. Vi har benyttet
LEDA version 4.4, der er prekompileret til en 1386 processor med redhat linux
7.0 og g++ 2.96.

Pa cd’en findes en kompileret version af programmet pa en Pentium I1I med
redhat linux 7.3 og g++ 2.96. Pa cd’en findes eksekverbare testfiler.

C.1 Reachability-oraklet

Vi har lavet et testprogram, der kan findes i reachability/orakeltest.cpp.
Programmet kan generere en graf med et gnsket antal knuder og kanter samt
delgrafer (jf. afsnit 10.1). Pa baggrund af grafen opbygges et reachability-
orakel. Programmet tager argumenter fra kommandolinjen og kgres ved at
skrive folgende:

orakeltest [antal knuder] [antal kanter] [antal delgrafer]

Argumenter skal veere heltallige og alle argumenter skal angives i det naevnte
reekkefglge. Hvis antallet af kanter angives til at vaere nul, genererer vi en mak-
simal planar graf. Vi laver en testgraf uden de ekstra alternerende stier, hvis
antallet af delgrafer angives til at vaere nul.

Testprogrammet genererer en graf, der dumpes i en fil ved navn graf .txt.
Der konstrueres et reachability-orakel og for hvert par af knuder i grafen laver
vi en forespgrgsel og resultatet skrives i filen result.txt.

I biblioteket reachability findes en make-fil. Ved at udfgre kommandoen
make kompileres programmet og den eksekverbare fil orakeltest genereres.
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C.2 Afstandsoraklet

I biblioteket distance findes to underbiblioteker; reachability og distance.
I distance findes testfilen orakeltest.cpp, der kan generere testgrafer, kon-
struere et afstandsorakel og lave forespgrgsler. Testprogrammet kgres ved at
skrive folgende:

orakeltest [antal knuder] [antal kanter] [antal delgrafer]
[vegten pa den tungeste kant] [epsilon]

Alle argumenter skal angives og med undtagelse af ¢ skal de alle veere heltal-
lige. Vaegten pa testgrafens kanter er et tilfaeldigt tal mellem 0 og den angivne
tungeste kant.

Testgrafen dumpes i graf.txt og resultaterne i result.txt.

Begge underbibliotekerne i distance indeholder en make-fil. For at kompi-
lere programmet skal kommandoen make udfgres forst i distance/reachability
og efterfolgende i distance/distance. Herved genereres den eksekverbare test-
fil.



