Algoritmer og Datastrukturer

Minimum udspaendende treeer (MST)
[CLRS, kapitel 23]
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ZVLASTNI OTISK Z CASOPISU ,ELEKTROTECHNICKY OBZOR"
Roé. 15. Cis. 10. Praha III, Cihelna 102. 5. bfezna 1926.
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Dr. OTAKAR BORUVKA:

Prispevek k reseni otazky ekonomické stavby
elektrovodnych siti.

Ve své praci ,0 jistém problému mini-
malnim"*) odvodil jsem obecnou vétu, jiZ jest ve
zvlastnim pripadé feSena tato tuloha:

Vroviné (v prostoru) jest diano n bodd,
ch% vzadjemné vzdéalenosti jsou ve-

jeji
smés ruzné Jest je spojiti siti tak, aby:
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Obr. 1

1. ka#zdé dva body byly spojeny bud
piimo anebo prostfednictvim jinych,

2. celkova délka sité byla co nej-
mens$§i.

8
Obr, 2.

Jest zirejmé, Ze feSeni této ulohy muZe miti v elek-
trotechnické praksi pii navrzich plana elektrovodnych
siti jistou dulezitost; z toho duvodu je zde strugné na

) Vyjde v nejbliz8i dobé v Pracich Moravské pri-
rodovédecké spoleénosti. >

prikladé vylozim. Ctenate, jenZ by se o véc bliZe za-
jimal, odkazuji na citované pojednani.

ReSeni ulohy provedu v pripadé 40 bodd danych
v obr. 1.

KaZdy z danych hodu spojim s bodem nejbliZSim.
Tedy na pi. bod 1 8 bodem 2, bod 2 s bodem 3, bod 3

Obr. 3.

s bodem 4 (bod 4 8 bodem 3), bod 5 s bodem 2, bod 6
s bodem 5, bod 7 8 bodem 6, bod 8 s bodem 9, fbod 9
s bodem 8) atd. Obdrzim Fadu polygonalnich tahi 1,
25000, 13 (obr. 2).

Kazdy z nich spojim nejkrat3im zpisobem s ta-
hem nejbliz§im. Tedy na pi. 1 s tahem 2, (tah 2 s ta-

Qbr. 4.
Orazec prevricen,

hem 1), tah 3 s tahem 4, (tah 4 s tahem 3) atd. Obdrzim
Fadu polygonalnich tahu 1, 2,.... & (obr. 3).

Kazdy z nich spojim nejkrat$im zpidsobem s ta-
hem nejblizsim. Tedy tah 1 s tahem 3, tah 2 s tahem
3 (tah 3 8 tahem 1), tah 4 s tahem 1. Obdriim koneiné
jediny polygenélni tah fobr. 4), jenZz te$i danou ulohu.

Matematicky tstav Masarykovy university v Brné,

v lednu 1926.

Otakar Boruvka. Prispévek k feseni otazky
ekonomické stavby elektrovodnich siti.
Elektronicky Obzor, 15:153-154 (1926)



Minimum Udspandende Trae (MST)

Problem
Find et udspaendende trae for en sammenhaengende uorienteret
veegtet graf saledes at summen af kanterne er mindst mulig



Veegten af et minimum
udspaendende trae?

a) 10
@ b) 11
c) 12
d) 13
e) 14
f) 15
g) 16
h) Ved ikke




IKKE PENSUM

En anvendelse af MST
(Euklidisk) Korteste Hamiltonske Cykel

<

-~
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Seetning : Touren fundet vha. et MST
er en 2-approximation til en korteste cykel

( [Touren| =2 |MST| og |MST]| < |korteste cykel| )



Minimum Udspandende Treeer:
Snit

Seetning

Hvis alle veegte er forskellige, sa gaelder der for ethvert
snit (S,V-S) at den letteste kant der krydser snittet er
med i et minimum udspaendende trae



Antag modsaetningsvis et MST med et snit Nyt udspaendende tree
hvor mindste kant e ikke er med i MST med mindre vaegt \

Seetning

Hvis alle veegte er forskellige, sa gaelder der for ethvert
snit (S,V-S) at den letteste kant der krydser snittet er
med i et minimum udspaendende trae



Hvis man for en sammenhaengende graf endnu ikke
har fundet tilstraekkeligt mange kanter til at de udgar
et MST, kan man sa altid anvende snit saetningen ?

@ 2 Ja

b) Nej
c) Ved ikke

Seetning
Hvis alle veegte er forskellige, sa gaelder der for ethvert

snit (S,V-S) at den letteste kant der krydser snittet er
med i et minimum udspaendende trae




_________________________________________________________________________________________________________________

Hvis alle veegte er forskellige, sa geelder der for enhver cykel at den :
tungeste kant i cyklen ikke er med i et minimum udspaendende tree

Antag modseaetningsvis et MST og cykel Nyt udspaendende tree
hvor tungeste kant e er med i MST med mindre vaegt \



Minimum Udspandende Treeer:
Gradig generel algoritme

GENERIC-MST (G, w)

1 A=0
2 while A does not form a spanning tree
3 find an edge (u, v) that is safe for A
4 A =AU{(u,v)}

S5 return A

En letteste kant over et snit
(som ikke allerede
indeholder kanter fra A)



Kruskall’s Algoritme

MST-KRUSKAL(G, w)
1 A=90
2 for each vertex v € G.V

for each edge (u, v) € G.E, taken 1n nondecreasing order by weight

5

6 if FIND-SET (1) # FIND-SET(v)

7 A= AU{(u,v)} \ Union-Find
8

9

UNION(u, V) ~datastruktur
return A

Tid O(m-log n)



Kruskall’s Algoritme: Eksempel

4 Q » e 9

b c d

Kantene betrages efter stigende
veegte (angivet med 7 )

For hver kant er angivet snittet
hvor den er en letteste kant eller
cyklen hvor den er en tungeste
kant




Prim’s Algoritme

MST-PRIM(G, w, 1)
1 foreachu € G.V

2 u.key = oo

3 u.7w = NIL

4 r.key =0

5 Q9 =G.V

6 while Q # 0 flaskehals i algoritmen
7 - prioritetske
8 for each v € G.Adj[u]

9 if v e Q and w(u,v) < v.key

10 VT = U

1

Tid O(m-log n)



Prim’s Algoritme: Eksempel
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Boruvka’s

Algoritme

MST-BORUVKA(G, w)

1 A=0¢

2 for eachvertexve G.V

3 MAKE-SET(V)

3 while |Al<n-1

4 B=0

5 for each set S

6 let (u, v) be lightest edge incidentto S,i.e.u€eSandv & S

7 If such (u, v) exists

8 B=BuU{(u,Vv)}

8 fOIT each edge (u,v) €B Efter i iterationer af while har
9 If FIND-SET(u) # FIND-SET(v) hver meengde stgarrelse 2 2!
10 A=AU{(u,Vv)} (eller er udspaendende)
11 UNION(U, V)

12 return A Tid O(m-log n)



Eksamensopgave 3(c)
august 2005

Sporgsmal c: Beskriv en algoritme, der givet en vaegtet graf G og en kant e 1 grafen,
fggr om e er indeholdt 1 et minimum udspendende trae for . Det antages at alle

kanter 1 grafen. O

segtene er forskellige. Udforselstiden for algoritmen skal vaere O(m), hvor m er antal




Minimum Udspeanding Traeer

Kruskall (1956) O(m-log n)
(mange treeer; sorterer kanterne)
_ O(m:-log n)
Prim (1930)
(et tree; prioritetskag over naboknuder) O(m+n' |Og n)
(Fibonnaci heaps [CLRS, kapitel 19] (1984))
Boruvka (1926) O(m-log n)
(mange treeer samtidigt; kontraktion)
Fredman, Tarjan (1984) O(m-log* n)
(Boruvka (1926) + Fibonnaci heaps)
Chazelle (1997) O(m-a(m,n))
?

Pettie, Ramachandran (2000)

(men optimal determinisk sammenligningsbaseret)

Karger, Klein, Tarjan (1995) (randomiserer

O(m
Fredman, Willard (1994) raw (m)




IKKE PENSUM Jakob Steiner [1796-1863]

(Euklidiske) Steiner Traeer

Givet en meaengde punkter, find et tree med minimum vaegt
som forbinder alle knuder, muligvis ved at tilfgje nye punkter

_____________________________________________________________________________________________________

Minimum

udspaendende tree Steiner trae

______________________________________________________________________________________________________

_____________________________________________________________________________________________________

______________________________________________________________________________________________________

_____________________________________________________________________________________________________



