Algoritmer og Datastrukturer

Induktion og invarianter



Bevis ved induktion

* Vi gnsker at bevise en uendelig raekke udsagn
u,u, U, u,Uu,..U,6U

n+1’ s
__ n(n+1)(2n+1)

6

* F.eks. kan U, veere udsagnet: Y-, i =

Udsagnhene kan bevises v.h.a. induktionsprincipet, ved at
bevise felgende to udsagn:

1. Basis:
Vis at U, geelder

2. Induktionsskridt:
Antag for et n 2 1 at U, geelder (induktionshypotese)

og vissa at U,,, geelder, dvs.visat U, = U, ,,




n(n+1)

Eksempel: Bevis };_ 1 i =

[CLRS A.1] (A.1) 2
e Basisn=1: Y ,i=1= 1(12+1)
e Induktionsskridt:
Induktionshypotese: »* i = "(";1)
Skal vise at: Y-t = ("+1)((:+1)+1)
| +1
bevis: n+1l_(n+1)+2?1i—n+1+n(n2 )

2n+D+nn+1) @Z+n)(n+1)
B 2 B 2
C(+D((n+1)+1)

B 2




Eksempel: Bevis Y-, 2! = 2"l — 1

[CLRS A.1] (A.5)

e Basisn=0: Y; ,2!=20=1=20+1—1

e |Induktionsskridt:
Induktionshypotese: Y- 2t = 21 — 1
Skal vise at: Y= 2t = 2D+ 1

Beuvis:
1i’l=-I-01 2i — 2n+1 + Z?:() Zi — 2n+1 + 2n+1 —1

—p.pntl_q =2nt2_ 1 =201 [



xn+1_1

Eksempel: Bevis Y1 g x' =

x—1
[CLRS A.1] (A.5)
e Basisn=0: Y2 x!=x9= 1—xo+1_1 x #+ 1
=0+ - x-1
e Induktionsskridt:
n+1
. . n l . X —1
Induktionshypotese: ),;_,x" = —
(n+1)+1_
- I T O A 1
Skal vise at: Y/t xt —
Bevis:
+1
n+1x Xn+1+zn 5 =xn+1+x” -1
=0 1=0 x—1
xM+2_1q xM+D+1_q

(x—1)x+ 14+

x—1 x—1

x—1



2 _ n(n+1)(2n+1)
6

Eksempel: Bevis );;- 4 i

[CLRS A.1] (A.3)

e Basis n = 1- Zl 1i 1 = 1(1+1)6(2-1+1)

* Induktionsskridt:
D n(n+1)(2n+1)

Induktionshypotese: >." i

Skal vise at: Y[t i? = ("+1)((n+1)+61)(2(n+1)+1)

Bevis Y- 'i2=(n+1)2+YL
= (n+1)? + nn+1)@Zn+1) 6(71 + 1)2 + n(n +1)(2n+1)

_ (n+1)(2n* + 7n +66) _ (n+1D(n+2)2n+ 3)

6 6
4+ D((+D+1)20N+1)+1)
B 6




Planar Grafer - Eulers formel

V| =5 knuder
|IE| = 7 kanter
# flader = 4

For en sammenhangende planar graf geelder:
Eulers formel: | |V| - |E| + # flader =2

. < ) (for |V| = 3, ingen
Korollar: | El <3 | Vl 6 selvlgkker, ingen

parallelle kanter)



w4l DEN DANSKE ORDBOG

MODERNE DANSK SPROG
LE 3 :

invariant adjektiv
BAJNING -, -
ubTaLE ['envai,an’d] o @

OPRINDELSE fo@rste led latin in- i betydningen ‘'ikke-, u-'

Betydninger

uforanderlig; konstant — bl.a. inden for matematik

GRAMMATIK almindelig som substantiv faelleskgn



1 « O

X « 100

while i1 < 10 do
X « X + 7

1 « 1 + 1



Hvilken value har x nar programmet stopper ?

1 « O

X « 100

while i1 < 10 do
X « X + 7

1 « 1 + 1

a)100 b)107 c)110 d)111 e)170 f)177



Lokke-invariant = udsagn

x" og i’ er de nye veaerdier

Eksempler pa I 1 <« 0

¢ 20 x < 100 i=0/\x=1ooex§\100+7*i/\is11
e x2>100 < - .

.+ i<x { I } while i £ 10 do

X « X + 7 , .
N x'=x+7 N i'=i+l

= * 1 <
x=100+7*1 AN 1<11 9 X'=(100+7*i)+7 =100+7*’ N i’<11

} x=100+7*i\N i<11 N 10
A x og i er heltal

i« 1+ 1
—(i<10) A (x=100+7* A i<11) D i=11 A x=177

En invariant I skal opfylde Udnyt T og at

3 3 I geelder
1) Noar lpkken nas f@rste gang, g - o ke inseber
sa er I opfyldt automatisk nar forkert nAr vi
2) Hvis I er opfyldt far Igkken vi kommer ud ?r Zr ?c'rl r:ca(; vier
udferes, sa er I opfyldt efter af lpkken cerdig ti at drage

en udfgrsel af Igkken en konklusion



Binaer spgning (i sorteret array)

1 n

”for sma” ? "for store”

low mid high

<< 1nitialize >>
{ I } while << loop condition >> do
mid « << f(low,high) >>
<< update >>



Binaer spgning (i sorteret array)

1 n << 1nitialize >>

"for sma” @ ?  ”for store” { I } while << loop condition >> do

mid « << f(low,high) >>

|OM/Ih@h
mid

<< update >>

I,: (Ali]<xforl<i<low)” (x<Ali] for high<i<n)
I,: (Afli]<xforl<i<low)” (x<Ali] for high<i<n)
[I3: (Ali] <xforl<i< ow)’\(st:i:forwig1<iSn)}

I,: (Ali]<xforl<i<low)” (x<Ali] for high<i<n)




<< initialize >>

a) low < 0; high — n+1

g b) low « 1; high —n

c) low — 0; high —n

d) OW 1, 'ﬂg'] — n+1
e) ved ikke

I: (Ali]<xforl<i<low)”(x<A[i]forhigh<i<n)




<< loop condition >>

a) low = high
b) low # high
c) low < high

d) low < high

e) low > high
f) ved ikke

I: (Ali]<xforl<i<low)”(x<A[i]forhigh<i<n)




<< update >>

if Almid.

if Almid.
if Almid.

if Al

'mid]
ved ikke

<Xt
<Xt
<Xt

<Xt

Nen
nen

nen

nen

ow — mid else high — mid

ow — mid+1 else high — mid
ow — mid else high —« mid+1
ow — mid+1 else high — mid-1

. (Afi] <xfor1<i<low)” (x <AJi] for high<i<n)




Binaer spgning (i sorteret array

1 n

"forsma” ?  ”for store”

low Ihigh
mid
low « 1; high < n
{ I } while low £ high do
mid e-Llow+(high—low)/2J
if A[mid] < x then
low « mid+1
else
high <« mid-1

[I: (A[i]<xfor1$i<Iow)’\(st[i]forhigh<iSn)}




Hvor star svaret ?

a) low-1

‘!’ b) low

c) low+1
d) high-1
e) high

g f) high+1

g) ved ikke

I: (Ali]<xforl<i<low)”(x<A[i]forhigh<i<n)




Algoritme POWER(z, p)
Inputbetingelse : Heltal £ > 0o0gp >0
Outputkrav cr=aof
Metode cr < 1;
{I} while p>1 do
if p lige then
T4 TxT;pp/2
else
r<rxxr;p+—p—1
Po = veerdien af p i starten

\ Ja Nej

P =< Do
P = X
R
e s = P X

e =r.zr X

Eksamensopgave, Algoritmer og Datastrukturer 1, marts 2017, opgave 21




Algoritme LOG2(n)
Inputbetingelse : Heltal n > 2

Outputkrav ~ : r = intlog(n) = |log, n |
Metode 14— 1

r < 1;

p < 2

{I} while 2p <n do
if pxp <n then

Ja Nej D D * P
1<r<p 4 r 2%
else
2p < n D < 2% P;
p=2" X r<«r+1
p=2r X
p= Qintlog(p) X

Eksamensopgave, Algoritmer og Datastrukturer 1, marts 2015, opgave 21



Invarianter

= Vaerktgj til analyse af tilstandene i en lgkke i en algoritme

= Designveerktgj “Invariant 2 kode”

= Kan indfange essentielle egenskaber ved en datastrukturs
tilstand



