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Korteste veje – mellem alle par af knuder (APSP)

[CLRS, kapitel 25]



Korteste Veje mellem alle 

Par af Knude
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Hvis alle kanter har positive vægte

– kør Dijkstra’s algoritme n gange, 

én gang for hvert vi som startknude

O(n ∙ m ∙ log n)
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b) 2

c) 3

d) 4

e) 5

f) Ved ikke
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Tid O(n)



Tid O(n3)

Lij = korteste afstand fra i til j for stier med Δ kanter

W = vægtmatricen

L’ij = korteste afstand fra i til j for stier med Δ+1 kanter
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vk wkj

lik 

Δ kanter

𝒍𝒊𝒋
′ = min𝒌 (𝒍𝒊𝒌 +𝒘𝒌𝒋)



Tid O(n3)



Tid O(n4)

L(m)
ij = korteste afstand fra i til j for stier med m kanter

W = vægtmatricen

diagonalen = 0 
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m-1 kanter 
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f) +∞

g) Ved ikke
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input graf
?



Tid O(n3·log n)

L(m)
ij = korteste afstand fra i til j for stier med m kanter

W = vægtmatricen

v1, ... ,vn

vj

vi
vk

lik 

m kanter

lkj 

m kanter



Floyd-Warshall

Tid O(n3)
d(k)

ij = korteste vej fra i til j der kun går via 1..k

v1, ... ,vk-1 vk, ... ,vn

vk

vjvi



d (3)
1,2 ?

v5

v4

v3 

v2

1

1

5

3

1

3

1

v1

7

a) 3

b) 4

c) 6

d) 7

e) +∞

f) Ved ikke



Transitive Lukning
(= Floyd-Warshall simplificeret)

Tid O(n3)
t(k)

ij = findes en vej fra i til j der kun går via 1..k

v1, ... ,vk-1 vk, ... ,vn

vk

vjvi



Transitive Lukning: Eksempel

input graf

+ selvløkker ?



Johnson’s Algoritme
Korteste veje mellem alle par af knuder (APSP)

• Tynde grafer G, d.v.s. m << n2, 

• og postitive og negative vægtede kanter

Uden negative vægte ֜ 𝑛 x Dijkstra : O(n∙(n∙log n + m))

Med negative vægte ֜ Floyd-Warshall : O(n3)

Johnson’s Algoritme

Ide: Kør Dijkstra på en graf G’ uden negative kanter, 

som har de samme korteste veje som i G



Højdetransformation

d v1 v2 v3 v4

v1 0 +∞ +∞ +∞

v2 -3 0 -3 -1

v3 2 5 0 4

v4 0 3 -2 0
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𝐺 4 2

1-3

v2 v4

v3 v1

-3
10

-5

1

-10

𝐺′

3 + 2 - 4

w’(u,v) 

= w(u,v) + h(u) – h(v)

d’ v1 v2 v3 v4

v1 0 +∞ +∞ +∞

v2 -10 0 -8 -5

v3 0 10 0 5

v4 -3 7 -3 0

tilknyt hver knude u en

arbitrær højde h(u)

𝑙′(𝑣𝑖1𝑣𝑖2 ⋯𝑣𝑖𝑘)

= 𝑙 𝑣𝑖1𝑣𝑖2 ⋯𝑣𝑖𝑘 +

ℎ 𝑣𝑖1 − ℎ(𝑣𝑖𝑘)

Korteste vej i G

֞ korteste vej i G’



Johnson’s Algoritme
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• Tilføj knude s og kanter fra s til alle knuder med vægt 0

• Lad h(u) = dG(s, u) – SSSP Bellman-Ford i tid O(n∙m)

• Kør Dijkstra fra hvert vi i G’ i tid O(n∙(n∙log n + m))

• Lad dG(vi, vj) = dG’(vi, vj) + h(vj) – h(vi)

w’(u, v) 

= w(u,v) + h(u) – h(v)

d v1 v2 v3 v4

v1 0 +∞ +∞ +∞

v2 -3 0 -3 -1

v3 2 5 0 4

v4 0 3 -2 0

d’ v1 v2 v3 v4

v1 0 +∞ +∞ +∞

v2 0 0 0 0

v3 2 2 0 2

v4 2 2 0 0

w’(u, v) = w(u, v) + h(u) - h(v) ≥ 0

da h(v) ≤  h(u) + w(u, v)

3 = 2 + 0 – (-1)



Tid O(n2∙log n + n∙m)



Korteste Veje
En-til-alle 

korteste veje

(SSSP)

Alle-til-alle

korteste veje

(APSP)

Acykliske grafer 

(positive og negative vægte)
O(n+m) O(n·(n+m))

Generelle 

grafer

Kun positive 

vægte

Dijkstra

O((n+m)·log n)

O(n·log n + m)

O(n2)

n x Dijkstra

O(n2·log n + n∙m)

O(n3)

Positive og 

negative vægte

Bellman-Ford

O(n·m)

Floyd-Warshall

O(n3)

Johnson

O(n2·log n + n∙m)

Forskellige prioritetskøer: (1) binær heap, (2) Fibonacci heap, (3) array

(1)

(2)

(3)

(2)

(3)

(2)
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ℎ 𝑎 = -5.39 = - 22+52

-3.16

-3.16 -1.41

-5.10

-5.00

0.00

A*-algoritmen : korteste vej s t
• Antag knude u har position (ux, uy)

• ℎ 𝑢 = −𝛿 𝑢, 𝑡

• dst = d’st – h(s) + h(t) = 2.00 + 5.00 – 0.00 = 7.00

Youtube: Compare A* with Dijkstra algorithm
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𝛿(𝑢, 𝑡)

𝛿(𝑣, 𝑡)
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2.77 = 𝑤′(𝑎, 𝑏)
= 5 - 5.39 + 3.16 
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𝑑′𝑠𝑎 = 4.39
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2.00 = 𝑑′𝑠𝑡

w’(u,v) 

= w(u,v) + h(u) – h(v)

og 𝑤 𝑢, 𝑣 ≥ 𝛿 𝑢, 𝑣 = 𝑣𝑥 − 𝑢𝑥
2 + 𝑣𝑦 − 𝑢𝑦

2

֜ 𝑤′ 𝑢, 𝑣 = 𝑤 𝑢, 𝑣 + ℎ 𝑢 − ℎ 𝑣 ≥ 𝛿 𝑢, 𝑣 − 𝛿 𝑢, 𝑡 + 𝛿 𝑣, 𝑡 ≥ 0

A* reducerer i praksis antallet af

knuder Dijkstra’s algoritme besøger

Trekantsuligheden

IKKE PENSUM

https://www.youtube.com/watch?v=g024lzsknDo


IKKE PENSUM

område besøgt af 

Dijkstra’s algoritme

A

B

område 

besøgt af A*
A

B

Intuitivt: Start Dijkstra’s algoritme både i A og B

A

B

Start Dijkstra’s

algoritme både i A og B

Dijkstra

A*

Dobbeltrettet

Dijkstra

A

B

Dobbeltrettet

A*

Start A* både i A og B


