Algoritmer og Datastrukturer

Korteste veje — mellem alle par af knuder (APSP)
[CLRS, kapitel 25]



Korteste Veje mellem alle
Par af Knude

Hvis alle kanter har positive vaegte
— kar Dijkstra’s algoritme n gange,
én gang for hvert v; som startknude

/O(n -m - log n)
1 2 3 4 1 2 3 4 5
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2 +o0 0 1 +o0 +o0 2 NIL NIL 2 NIL NIL
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PRINT-ALL-PAIRS-SHORTEST-PATH(IT, i, )

1 ifi==j
2 print i
3 elseif TTi; == NIL
4 print “no path from” i “t0” j “exists”
5 else PRINT-ALL-PAIRS-SHORTEST-PATH(IT, i, 71;;)
6 print j
Tid O(n)
dij IT;
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
1] O 2 3 2 1] NIL 1 2 1 4
2| + 0 1 +00 | +o0 2| NIL [ NIL 2 NIL | NIL
3| +x 3 0 +o0 +o0 3 NIL 3 NIL NIL NIL
4 +o | 7 4 0 4 NL | 3 ) NIL | 4
S|+ | 4 1 | + 5 NL [ 3 5 | NL | NL




EXTEND-SHORTEST-PATHS (L, W)

I n = L.rows Vi, ooV,

2 letl = (li’j) be a new n X n matrix 4 Vo)

3 fori = 1ton o v .

4 for j = 1ton AUAC VW

5 l, — 50 \Akanter K] J
1] |

6 fork = 1ton lij = ming (L + wy;)

7 l; = min(l};, Lix 4+ wy;)

8 return L’ -»> =

L; = korteste afstand fra i til ] for stier med A kanter

W = veegtmatricen
L = korteste afstand fra i til ] for stier med A+1 kanter

Tid O(nd)



SQUARE-MATRIX-MULTIPLY (4, B)

Cij = Cjj + dir - bkj

1 n = A.rows

2 let C be a new n x n matrix
3 fori =1ton

4 for j = 1ton

5 Cij = ()

6 fork = 1ton

7

8

return C

Tid O(nd)
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SLOW-ALL-PAIRS-SHORTEST-PATHS (W)

1 n = W.rows diagonalen = 0

form = 2ton —1
let L. be a new n x n matrix

N B W

return L~V

(m) — _ _ - (m—1)
L EXTEND-SHORTEST-PATHS (L

W)

LM, = korteste afstand fra i til j for stier med m kanter
W = veegtmatricen

Tid O(n?)
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FASTER-ALL-PAIRS-SHORTEST-PATHS (W) Vi, -V

4 VR
n = W.rows y ¥ o
1) i .
LY =W I'k Vi m kanter
m =1 m kanter
)

“whilem <n—1

let L™ be a new n X n matrix
@m) — _SHORTEST-PATHS (L™, L™

ﬁ; t - EXTEND-S ( )

return L

X IONN B W -

LM, = korteste afstand fra i til j for stier med m kanter
W = veegtmatricen

Tid O(n3:log n)



Floyd-Warshall

FLOYD-WARSHALL (W) 4 .Vl’ Vkl'\L./._\;fk, B
1 n = W.rows C&i.;:flo

2 DO =W L o
3 fork = 1ton

4 let DX = (d, (k)) be a new 1 X n matrix

5 fori = 1ton

6 for j=1ton

: 4% = min (4%, a4 4 &)

8 return D™ —

d®, = korteste vej fra i til j der kun gar via 1..k

Tid O(n3)



f) Ved ikke




Transitive Lukning
(= Floyd-Warshall simplificeret)

TRANSITIVE-CLOSURE(G)
1 n=]|G.YV|

2 letTO = (t-(-n) ) be anew n X n matrix

: Y \Y V Vi, o.o. ,V
3 fori =1ton 1 1 k-1 k 'Yn
4 for j =1ton 4 ° \Q-/--.Vk A
5 ifi==jor(i,j) e G.E — T
6 (O =1
7 else I{O} =0 \ Vi .7’\>” Y y
8 fork = 1t0n
9 let T®) = (rl.f;.")) be a new n x n matrix
10 fori = 1ton
11 for j =1ton

(k) (k—1) (k—1) (k—1)

12 by =ty OVt Aty )

13 return 7@ —> —> =

k), = findes en vej fra i til j der kun gar via 1..k

Tid O(n%)



Transitive Lukning: Eksempel

Input graf
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Johnson’s Algoritme

Korteste veje mellem alle par af knuder (APSP)

« Tynde grafer G, d.v.s. m << n?,
e 0g postitive og negative veegtede kanter

Uden negative veegte = n x Dijkstra : O(n-(n-log n + m))

Med negative veegte = Floyd-Warshall : O(n3)

Johnson’s Algoritme

Ide: Kar Dijkstra pa en graf G’ uden negative kanter,
som har de samme korteste veje som | G




Hgjdetransformation

tilknyt hver knude u en

, ~~ arbitraer hgjde h(u)

w’(u,v)

=w(u,v) + h(u) —h(v)

—

d|v, VvV, V3 v,
Vi | O +eo 40 4o
v, | -3 0 -3 1
V3 | 2 5 0 4
v, | 0 3 -2 O

U'(vi,vi, Vi)

= l(vilviz ---vik) +

h(vi,) — h(v;,)

Korteste vej I G

& korteste vej 1 G




Johnson s Algoritme

w’(U, V) G’
=w(u,v) + h(u) —h(v)

—

w’(u, v) =w(u, v) + h(u) - h(v) >0
da h(v) < h(u) + w(u, v)

d v VY d | vy, Vv, V3 Vv,
2 0 40 + o0 + o0 Vi 0 Foo +o0 Foo
v, |-3 0 -3 1 v, | 0O 0 0 O
v; | 2 5 0 4 3=2+0-(1) Vs | 2 2 0o 2
v, | 0 (3)e2—0b v12—2) 0 0

Tilfg] knude s og kanter fra s til alle knuder med veegt O
Lad h(u) = dg(s, u) — SSSP Bellman-Ford i tid O(n-m)
Kar Dijkstra fra hvert v; 1 G’ 1tid O(n-(n-log n + m))

Lad dg(v;, vj) = dg(v;, vj) + h(v)) —h(v)



JOHNSON(G, w)

1 compute G', where G'.V = G.V U {s},
G'.E=G.EU{(s,v):veG.V},and
w(s,v) =0forallv e G.V

2 if BELLMAN-FORD(G’', w, s) == FALSE

3 print “the input graph contains a negative-weight cycle”
4 else for each vertex v € G'.V
5 set 7(v) to the value of §(s, v)

computed by the Bellman-Ford algorithm

6 for each edge (u,v) € G'.E
7 wu,v) = wu,v) + h(u) — h®)
8 let D = (d,,) be anew n X n matrix
9 for each vertex u € G.V
10 run DUKSTRA (G, W, ) to compute 5 (u,v) forallv € G.V
11 for each vertex v € G.V
12 dyy = 8(u,v) + h(v) — h(u)
13 return D

Tid O(n?log n + n'm)



Korteste Veje

En-til-alle Alle-til-alle
korteste veje korteste veje
(SSSP) (APSP)
Acykliske grafer
.. / g. O(n+m) O(n-(n+m))
(positive og negative veegte)
Dijkstra .
> O((n+m)-log n) n x Dijkstra
Kun positive (1) O(nzlog n +n'm) @
veegte O(n-logn+m) (2
O(n3) (3)
Generelle O(n?) @3)
grafer Floyd-Warshall
Positive og Bellman-Ford O(n3)
negative vaegte O(n-m) Johnson
O(n%log n + n'm) ()

Forskellige prioritetskger: (1) binger heap, (2) Fibonacci heap, (3) array




IKKE PENSUM

A*-algoritmen : korteste vej s ~t

* Antag knude u har position (u,, u,) og w(u,v) = 6(u,v) = \/(Ux — U, )? + (vy - uy)2
el h(u) =—-6(u,t)| = wv) =wl,v)+h(u) —h(v) =6(u,v)—6(ut)+6(v,t) =0
« d,=d’;—h(s) +h(t) =2.00 + 5.00 - 0.00 = 2.00 s

(u7) o
h(a) = -5.39 = -V/22+52 u ‘w
.‘cg\ a,b) = V32422 o(u,t) t

Trekantsuligheden

-3.16

2.77 = w'(a,b)
=5-539+3.16

w’(u,v)
=w(u,v) + h(u) —h(v)

4.10

A* reducerer i praksis antallet af e 4.10
knuder Dijkstra’s algoritme besgger

Youtube: Compare A* with Dijkstra algorithm



https://www.youtube.com/watch?v=g024lzsknDo

IKKE PENSUM

A ..
omréde besggt af D |J kStra

Dijkstra’s algoritme

Dobbeltrettet
Dijkstra

Start Dijkstra’s
algoritme bade i A og B

omrade
besggt af A*

Dobbeltrettet
A*

A*

Start A* bade i A og B
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