Algoritmer og Datastrukturer

Dynamisk Programmering
[CLRS 15]



Dynamisk Programmering

A Generel algoritmisk teknik i virker for
mange (men langt fra alle) problemer

AKrav: 0 Opti mal i ehdssnagti u

problemet kan konstrueres ud fra optimale

s ni ndapleroblemnard o

A Rekursive lgsning:
I Typisk eksponentiel tid

A Dynamisk Programmering:
I Beregn dellgsninger systematisk
I Typisk polynomiel tid




Dynamisk Programmering:
Optimal opdeling af en stang

Problem: Opdel en stang i dele, hvor hver del har en pris,
saledes at den resulterende sum er maksimereret

ens lgsninger
r 1 1 5 1

En stang af leengde 4 kan opdeles 8 forskellige mader i
dog kun 5 forskellige resultater

length i | 1
price p; | 1 5 8

2 3 4 5 6 7 8 9 10
9 10 17 17 20 24 30




Maksimal veerdi for en opdeling af en
stang af leengde 127

f) Ved ikke



Optimal opdeling af steenger af leengde 1..10

Bedste pris Opdeling

ri = 1 1=1 <(nocuts),

rp = 5 2=2 (nocuts),

rg = 8 3 =3 (nocuts),

Fqga = 10 432+2,

rs = 13 S5=2+4+3,

re = 17 6 =6 (nocuts),

r; = 18 T=14+60r 7=2+4+2+3,

Fg = 22 822+6,

ro = 25 9=3+6,

rio = 30 10 = 10 (no cuts) .
lengthi |1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
pricep; |1 5 8 9 10 17 17 20 24 30



Optimal opdeling af en stang:
Rekursiv lgsning

0 hvis n=0

.
r=j
fmax_, (p, +1,,) ellers

CUT-ROD(p, n)
1 ifn==

2 return O
3 g=—

4 fori = 1ton
5 g = max(q, pli] + CuT-ROD(p,n —1i))
6 returngqg



CuT-ROD(p,n)

1
2
3
4
5
6

Optimal opdeling af en stang:
Rekursiv lgsning

CuT-RoD(p,2) allerede beregnet

ifn==0
return O
g = —X
fori = 1ton
g = max(q, p[i] + CUT-ROD(p,n —1i))
return ¢

€
n — |
7
|

0 hvis n=0
max_, ,(p +r,;) ellers

Tid O(2")



Optimal opdeling af en stang:
Rekursiv lgsning

g = max(q, p[i] + CUT-ROD(p,n —1i))
return ¢

)
\
e\'eg“
CuT-ROD(p,n)
1 ifn==0
2 return O 50 hvis n=0
3 q = —00 max_, ,(p; *+r,;) ellers
4 fori = 1ton
5
6



Optimal opdeling af en stang:
Rekursiv lgsning + Memoization

MEMOIZED-CUT-ROD (p, n)

1 letr[0..n]be anew array

2 fori =0ton

3 rli] = —o0

4 return MEMOIZED-CUT-ROD-AUX (p, n,r)

MEMOIZED-CUT-ROD-AUX (p,n,r)

if r[n] >0
return r[n]
if n ==
qg =0
else g = —o0
fori = 1ton
g = max(q, p[i] + MEMOIZED-CUT-ROD-AUX (p,n —i,r))
r[n] = q <€— husk resultatet !

return g Tld O(nZ)

O 00 ~JON I B W N =



Optimal opdeling af en stang:
Systematisk udfyldning

BoTrTOM-UP-CUT-ROD(p, n)

1
2
3
4
5
6
7
8

let 7[0..n] be a new array
r[0] =0
for j = 1ton <— rakkefalgen vigtig !
fori = 1toj
q = max(q, pli] +r[j —i])
rljl =q

~ return r|[n]




Optimal opdeling af en stang:
Udskrivning af lgsningen

EXTENDED-BOTTOM-UP-CUT-ROD(p, n)

1 letr[0..n] and s[0..n] be new arrays

2 r[0] =0

3 forj =1ton

4 q = —00

5 fori = 1to

6 - ifg < pli]+r[j —1i]

7 q = plil+rlj —i]

8 s[jl =i

9 r[ji] = ¢q i |01 23 4 5 6 7 8 9 10

10 return 7 and s r][0 1 5 8 10 13 17 18 22 25 30
sijlo 123 2 2 6 1 2 3 10

PRINT-CUT-ROD-SOLUTION (p, n)

1 (r,s) = EXTENDED-BOTTOM-UP-CUT-ROD(p, 1)

2 whilen >0
3 print s[n]
4 n = n—sinj

Tid O(n%+n)



Hvad udskrives der forn=7 ?

PRINT-CUT-ROD-SOLUTION (p, 1)

1 (r,s) = EXTENDED-BOTTOM-UP-CUT-ROD(p,n)
2 whilen >0

3 print s[n]

4 n = n—sinj

f) Ved ikke



Lad X = x¢,...,2, og W = wy, ..., w, vere sekvenser af leengde n, hvor der til hvert
element x; er knyttet en positiv vaegt w;.

I denne opgave gnsker vi at finde en voksende delsekvens af X som har maximal vaegt.
Det vil sige at vi gnsker at finde en delsekvens 7; < 29 < --- < 2, af positionerne, hvor

Ti, < Ty, < -+ < Ty, O summen w;, + w;, + ... + w;, er stgrst mulig.

Eksamensopgave 4, august 2008

Maximal vaegt d)
for en voksende
delsekvens? g)

D
~
O©OCoO~NOOITPh~WDNPE

i) Ved ikke



hvis der findes 1 < j <iAx; <z

ellers

Eksamensopgave 4, august 2008

MEH(6) ?

msf = —oc (svar til spgrgsmal b)
fori=1ton

m =0

forj=1to1—1

if #; < x; and MEH(j) > m then m = MEH(j)
MFEH(j)=m + w;
if MEH(j) > msf then msf = MEH(j)

return msf

OO NO OIS WDNPE

Ved ikke




Laengste Faelles Delsekvens



Laengste Feelles Delsekvens ?

ABABGACBABAD
BACABAABABC
a) BACBABA
b) B ABB AB Svaret ikke entydigt
c) BAABABA delsekvens (oradi)
d) BACABAB Eksponentielt mange

mulige delsekvenser

e) Ved ikke



Laengste Faelles Delsekvens

Y= BDCABA

.
X= ABCBDAB

0o ' ifi =0orj =0,
—» c[i,jl=(Scli—-1,j—1]+1 ifi,j >0and x; = y; ,
/ \max(c[i,j —1),cli=1,j]) ifi,j > Oandxz- =5 U

lzengden af en lzengste feelles delsekvens af xxAX\0d y;y,AYA A



a) 1

c[5,3] ? b) 2

Cc) 3

Y = ABABGACBABAD d) 4
X = BACABAABABC e) 5
f 6

g) 7

h) ved ikke

0 ifi =0orj =0,
cli,jl=Rcli—1,j—1]+1 ifi,j >0and x; = y;,

max(c[i, j — 1],c[i — 1,j]) ifi,j > Oandx; # y; .



Laengste Faelles Delsekvens

| 0 | ifi =0o0rj =0,
cli,jl=cli—-Lj—-1]+1X ifi,j >0andx; = y;,
max(c[i,j(_— 1], c[i _'T‘l’j]) ifi,j >0and x; # y; .




