DATALOGI 1 (dADS)
OPGAVESAMLING



Opgave 1
a) Skriv den lineszere og den kvadratiske algoritme for maksimal delsum
([Bentley] kap. 7) i TRINE.

b) Find for hver af algoritmerne en formel der i lighed med tabellen
side 75 i [Bentley| udtrykker algoritmens udfgrelsestid i millisekunder
(udtrykket clock i TRINE kan anvendes til tidsmalingerne).

c¢) For hvilke veerdier af n indhenter TRINE programmerne det langsom-
me CRAY program?
Opgave 2
Hvor mange rektanguleere delmatricer er der i en n X n matrix?
Opgave 3

Find en invariant for lgkken i den lineaere algoritme for maksimal delsum
([Bentley] kap. 7) og bevis, at algoritmen er korrekt.

Opgave 4

Betragt det maksimale delsumsproblem i 2 dimensioner (jfr. opgave 7.7.7
i [Bentley]).

a) Skriv en algoritme, der lgser dette problem.
b) Hvor mange additioner udfgrer algoritmen?

c¢) En moderne datamaskine kan udfgre en addition pd 107% sekunder.
Hvor lang tid bruger algoritmen pa at laegge tal sammen, nar n = 1000,
n = 10000, n = 1000007

Opgave 5

a) To nyttige preedikater nondec(S) og perm(S,T’) defineres som fglger
(S og T er vektorer)

nondec(S) : Vi€ 1..|S]: S.(1 —1) < S.(1)
perm(S,T) : Vt € 0..|T| : |S7UT.(t))| = [T~ (T.(t))| A |T| = |S|

Forklar i ord, hvad disse to preedikater siger.
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b) Skriv folgende preedikater (S, T og U er vektorer)

glat(S) : “den numeriske forskel pa to pa hinanden fglgen-
de elementer i S er hgjst 17

unik(.S) : “elementerne i S er parvis forskellige”

renset (S, 7T) : “T indeholder de samme elementer som .S, men
uden dubletter”

fletning(S,T,U) : “U er fletningen af S og T
Opgave 6

a) Skriv metoden til fglgende algoritme og bevis, at den er korrekt.

Algoritme: Heltalsdivision

Stimulans: a,b:a > 0,b > 0

Respons :q,7:(a=q*xb+7)AN(0<71<b)
Metode

b) I feglgende algoritme repreaesenterer vektoren c(0..n) koefficienterne i
polynomiet

pe(z) =2" + 2”4 Fax+
Skriv metoden til fglgende algoritme, og bevis at den er korrekt.

Algoritme: Polynomium
Stimulans: ¢(0..n): Koefficienterne i p.(z)

a: Int
Respons :7:7 = p.(a)
Metode

c¢) Skriv metoden til fglgende algoritme og bevis, at den er korrekt. Me-
toden ma kun udnytte addition, subtraktion, fordobling og halvering
(af lige tal).

Algoritme: Multiplikation
Stimulans: m,n : m,n >0
Respons :r:r=m=x*xn
Metode




Opgave 7

Betragt en liste X af heltal som i maksimal delsumsproblemet. Beskriv en
algoritme der finder den delliste, der har sum taettest pa nul.

Hint: Lad H veere “hjelpelisten”, sd H.(i) = ¥i_, X.(j) og betragt tallene
i H sorteret.

Opgave 8

a) Betragt folgende alternative udgave af Binser Sggning.

Algoritme: Alternativ Binser Sggning
Stimulans : S : Vi, j € 0..|S]: 1 < j= 5.(i) < S.(y)
m: malelement
Respons : 7
Metode :lav, hgj := 0, |S]|
do {(S(0..lav) < m < S(hgj..|S|)) A (lav < hgj)}
lav < hgj —
midt := (lav + hgj)/2
if S.(midt) < m — lav := midt + 1
| m < S.(midt) — hgj := midt
fi
od

Hvad kan der siges om variablen hgj, hvis

e m er i listen?

e m ikke er i listen?

b) Betragt fglgende algoritme

Algoritme: Binger heltalskvadratrod
Stimulans: n:n >0
Respons :7r:72 <n < (r+1)>
Metode :a,b,r:=0,n+1,(a+b)/2

do {(a*<n<bV)A(r=(a+0)/2)}

r2>n—b:=r
r:=(a+0b)/2
| n>(r+1)2—>a:=r+1
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r:=(a+0b)/2
od

Vis, at algoritmen er korrekt. Hvorfor hedder den Biner heltalskva-
dratrod?

Opgave 9
I denne opgave betegner S en n X n matrix hvis elementer er heltal, dvs.
S er af typen Matrix hvor

Type Matrix = List (List(Int))

Vi kan opfatte S som en funktion
S: X — Int
hvor X = {(i,7) | 4,7 € 0.n}.
I denne opgave leegges veegt pa, at algoritmerne er effektive.
a) Skriv en sggealgoritme, der leder efter et maleelement m i S, og som i
givet fald returnerer et indeks for m. Angiv algoritmens udfgrelsestid.

b) Som a) men nu vides det, at S er delvist ordnet, hvilket betyder, at
veerdien i reekkerne er ikke-aftagende. Sagt mere formelt geelder der

Vie0.n:Vjel.n:S(i,7—1)<S.(3,7)
¢) Som a) men nu vides det, at S er ordnet, dvs. veerdierne i savel rackker
som sgjler er ikke-aftagende. Der geelder altsa

(VieO.n:Vjel.n:S(i,j—1) < S.(i,7)A
(Vjel0n:Viel.n:S(i—1,7) <S.(i,7))

Hint: start i “et passende” hjgrne.



Opgave 10

a) Betragt folgende funktioner:

fi(n) = n?

fao(n) = 1700 n® + 1000 n
| nhvis n er ulige

fs(n) = { n? hvis n er lige

Angiv for hvert par af funktioner (f;, f;), 7,7 € {1,2,3} om fi(n) €
O(fj(n)) og/eller fi(n) € Q(f;(n)).

b) Argumenter for at

e logn € O(n°) for alle e > 0
e 2" ¢ O(n*) for noget k > 0

c¢) Orden fplgende funktioner efter deres stgrrelsesorden:

n, v/, log(n), log(log(n)), (log(n))?, n/logn, (1/3)", (3/2)", nlog(n)

Opgave 11

Find tidskompleksiteten af folgende tre seetninger, udtrykt ved n:
(+ Var i, j, k: Int

i:=0
do i<n —
j:=0
do j<n —
C.(, j):=0
k:=0
do k<n —
C.(, j):=c.(Q, P+A. (D *B.(k, j)
k:=k+1
od
ji=j+1
od
i:=1+1
od

+)



(+ Var i, j, k: Int

i:=1
do i<n —
j:=0
do j<i —
k:=2
do k<n — k:=kxk od
ji=j+1
od
1:=2%i
od

+)

(+ Var i, j:Int

i:=1
doi<n—
if i mod 2=1—
ji=1
do j<n —j:=j+1 od
ji=1
do j<i—j:=j+1l od
fi
i:=i+1
od
+)
Opgave 12

Algoritmen Opdel i [P&D] har en tidskompleksitet, der tilhgrer ©(n).

a) Skriv nye metoder til algoritmen, sa dens udfgrelsestid kommer til at
tilhgre

e Q(nlog(n))

e O(ny/n)
e O(n?)

b) Kan du ogsa skrive en metode hvis udfgrelsestid tilhgrer ©(n./n)?
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Opgave 13
En bunke kan repraesenteres med fglgende rekursive type:
Type Bunke=Prod(data:Int,left,right:Bunke)

Betragt folgende procedurer, der begge udskriver indholdet af en bunke:

Proc Print; (b: Bunke)
if is(b) —
write (b.data, eol)
Print; (b.left)
Print, (b.right)
fi
end Print,

Proc Prints [b: Bunke]
if is(b) —
write (b.data, eol)
Prints [b.left]
Prints [b.right]
fi
end Prints

Hvad er tidskompleksiteten af kaldene Print;(b) og Printy[b], hvis b reprae-
senterer en bunke der indeholder n elementer og n = 2" — 1 for et h € IN?
(Dvs. b er et perfekt balanceret treae).

Opgave 14
I denne opgave er f en funktion
f: INg — INy
for hvilken fglgen z(, z1, ... defineret ved
ro = 0
iy = f(x)
er periodisk, dvs. der findes i og p sa
Ty = Tiyp
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Det mindste sadanne p kaldes f’s periode og betegnes periode(f).

a) Skriv metoden til folgende algoritme.

Algoritme: Periode

Stimulans: f: f : INy — INy periodisk funktion
Respons : p: p = periode(f)

Metode

b) Kan du skrive metoden, sa dens lagerforbrug er konstant, dvs. uden
at gemme de hidtil sete funktionsvaerdier?

Opgave 15

En trie er en datastruktur til opbevaring af ord, hvor man sgger at genbruge
feelles praefikser. I TRINE kan vi definere

Type Trie= Prod (letter:Char, word:Bool, more,next:Trie)

En knude indeholder et bogstav (letter) samt en angivelse af, hvorvidt det
er sidste bogstav i et ord (word). I undertraeet more findes fortsaettelsen af
de ord, der begynder med letter, og i undertraeet next er de gvrige ord.

Formelt kan vi definere words(t), der er maengden af ord i en trie t:

)

(c,false) next
- m

sa er words(t) = {cw | w € words(t,,)} U words(t,,)

e hvis t er tom, sé er words(t)

e hvis t er af formen

e hvis t er af formen



next
C true

more

sa er words(t) = {c} U{cw | w € words(t,,)} U words(t,)

Hvis t fx. er fglgende trie

(b,false) (d,false)
(a,false) (y,false)
(n,false) (t,true) — (n,false)

(a,false) (e,true) — (a,false)

(n,true) — (L;true) (m,false)

(e,false) (0,true)

(r,true)

sa er
words(t) = {banan,banal bananer,dyt,dyne,dynamo}

a) Indsezet ordene bamse og dyd i ovenstaende trie.
b) Skriv en box med procedurer

Proc Init [t: Trie]

Proc Insert [t: Trie] (w: Text)

Proc Member [t: Trie] (w: Text) — (Bool)
Proc Print [t: Trie]

der opfylder specifikationerne



Init[t] sat words(t’) = ()

Insert[t](w) sat words(t') = words(t) U {w}
Member|t](w) sat (Member’ = (w € words(t))) A (t' = t)
Print [t] sat ¢ = t.

og hvor Print [t] yderligere udskriver words(t)

Opgave 16

I denne opgave betragter vi lister, hvis elementer er sa store, at vi ikke
har rad til at kopiere dem, men kun kan benytte os af ombytninger, der jo
foregar i konstant tid.

a) Vi er interesserede i at ombytte to sektioner af samme leengde i en
liste saledes at

laves om til

m m
——t~— ——t—
L B A

I I

Folgende procedure lgser dette problem

Proc Flyt [L:Liste] (i,k,m: Int)
(+ Var X: Int
x:=0
dox<m —
L.(+x) :=: L. (k-m+x)
x:=x+1
od
+)
end Flyt

Giv en formel specifikation af proceduren.
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b) Vi gnsker nu at ombytte to sammenhaengende sektioner af forskellig
laengde i en liste

L: A B

I I I

Beskriv en rekursiv procedure Ombyt, der ggr dette under anvendelse
af proceduren Flyt ovenfor. Den skal tilfredsstille specifikationen

Ombyt[L](i,jk) sat 0 <i<j<k<|Ll —
L'=L(0..1)++L(j.. k) ++L{..j) ++L(k..|L|)

c) Det péastas, at folgende procedure lgser samme opgave som i b)

Proc Byt [L:Liste] (i,j,k: Int)
Spejl[L] (i,))
Spejl [L] (,k)
Spejl [L] (i,i+k-j)

end Byt

hvor proceduren Spejl tilfredsstiller specifikationen
Spejl[L]1 () sat 0 <i<j<|L|l —
L'=L0.)++RLG.j))++LG..|L)
hvor $(X) angiver spejlbilledet af X. Er denne pastand korrekt?

Opgave 17

Pa side 47 1 [P&D] pastas det, at prioritetskger omfatter savel stakke som
kger. Vis dette ved at skitsere nye boxe S og (), der realiserer hhv. en stak
og en k¢ v.hj.a. prioritetskgen PolyPri side 55.

Opgave 18

En bunke er iflg. noterne et perfekt balanceret binert tree, hvor det nederste
lag er fyldt s& meget som muligt fra venstre mod hgjre. En d-bunke er
ligeledes et perfekt balanceret trae (igen eventuelt bortset fra nederste lag),
men treeets indre knuder har nu d efterfglgere i stedet for blot 2 — en bunke

i noternes forstand er saledes en 2-bunke. Folgende er et eksempel pa en
3-bunke.
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(3)
(5) 9 @
O OB W

a) Vis, hvorledes en prioritetskg kan implementeres som en d-bunke (for
et vilkarligt d > 2), og angiv kompleksiteten af prioritetskgens opera-
tioner.

b) Antag, at en d-bunke indeholder n elementer. Angiv kompleksiteten
af indsaettelse og fjernelse nar

e d=3
e d=1logn
.d:\/ﬁ
ed=n

c¢) Efter hvilke kriterier skal man veelge d i en given anvendelse?

Opgave 19

a) I fremstillingen af hashfunktioner i [P&D] antages det indirekte, at
domeenet for hashfunktionerne er heltallene. Man har imidlertid ogsa
brug for at kunne gemme ord i en hashtabel. Diskuter hvordan boxen
H skal se ud, hvis Elementtypen er Text i stedet for Int.

b) Betragt handteringen af kollisionstlisterne D.(i) i boxen H. Kunne
det ggres mere effektivt? Er det ngdvendigt at ggre det bedre?

Opgave 20

Udvid boxen Search side 68 i [P&D] med to procedurer

Proc Height [T: Tree] — (Int)
Proc Print [T: Tree]
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som hhv. returnerer traeets hgjde og udskriver dets elementer i stigende
orden.

Opgave 21

a) Skriv en box, der implementerer en kg () v.hj.a. en liste af folgende
form

Y
Y

I
Q ;

Listens forste element (det skraverede) er et listehoved, som ikke in-

deholder noget kgelement. () peger pa listens sidste element.

b) Skriv en box, der implementerer en ordbog v.hj.a. en liste af samme
form som i a). Antag, at listens elementer er ordnet i ikke-aftagende
orden.

Opgave 22

En sek er en samling elementer, der minder meget om en maengde bortset
fra, at i en sk kan et element forekomme mere end én gang. Vi skelner
sekke fra maengder ved at bruge symbolerne

< istedet for {
> )
+ n_ U
* M
- \
men vi bruger dog € og () med samme betydning som for maengder.
Folgende heltalsseek indeholder saledes to 3’ere, tre 5’ere og en 1’er
S =<3,51,5,3,5 >

En maengde M (med grundmeaengde G) er som naevnt side 2 1 [P&D] enty-
digt bestemt af sin karakteristiske funktion.

xu G — {t, f}
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Det skulle veere klart, at en saek S ogsa er entydigt bestemt ved en karak-
teristisk funktion

XSZG—>N0

hvor xg(e)nu angiver antallet af forekomster af e i .S.

a) Giv rimelige definitioner af * og —, nar + defineres ved
S=5+S5 <VeeG: xsle) = xs,(e) + xs,(€)

b) Giv ogsa rimelige definitioner af C og [S].

c¢) Hvilke overvejelser ligger der bag din fortolkning af begrebet rimelig-
hed i svarene pa a) og b)?

Opgave 23

a) En bunke kan bygges ud af n elementer i tid O(n). Hvor hurtigt kan
man bygge et sggetree ud af n elementer?

b) Nar en bunke implementeres som en liste, er det let at finde det hgj-
reste blad (som er det sidste element i listen).

Hvordan kan man finde det hgjreste blad i et perfekt balanceret binaert
tree, der er implementeret som en rekursiv type?

(Vink: Man skal finde den rigtige vej fra roden til det gnskede blad.
Denne kan repraesenteres som en fglge af 0’er og 1’er, hvor 0 betyder
til venstre og 1 betyder til hgjre. Overvej hvordan denne fglge haenger
sammen med antallet af knuder i tracet.)

Opgave 24

a) Beskriv en algoritme, der givet n elementer finder det k’te mindste
element.

b) Hvordan afhenger algoritmens udferselstid af k7
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Opgave 25

Et tableau er en perfekt balanceret struktur som den fglgende

hvor der i lighed med en bunke gaelder, at hvis en knude har sgnner, sa er
disses veerdier stgrre end eller lig med knudens veerdi. Knuderne kan num-
mereres, sa roden har nummer (0,0) og sgnnerne til knuden med nummer
(¢,7) har numrene (i + 1,7) og (i + 1,5 + 1). Et blad er en knude uden
sgnner, og hgjden af et tableau er

max{i | (i,7) er et blad}

sa ovenstaende tableau har hgjde 4.

a) Hvad er hgjden af et tableau med n knuder?
Betragt fglgende datastruktur:

Box SP
Type T = <tableau af heltal>>

Proc Init [t: T]
< Initialiser t>>
end Init

Proc Insert [t: T] (e: Int)

< Tilfgje til t>
end Insert
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Proc Delete[t: T] (e: Int)
< Fjern e fra t>
end Delete

Proc Member [t: T] (e: Int) — (Bool)
return <Indeholder t e?>>
end Member

Proc DeleteMin[t: T] — (Int)
return <Det minimale tal i t>
end DeleteMin
end SP

b) Beskriv hvordan et tableau kan bruges til at implementere box’en SP,
sa alle operationer (undtagen evt Init) far udfgrselstid O(h), hvor h
er hgjden af tableauet.

(Bemeerk, at vi hermed benytter et tableau til at implementere bade
en prioritetskg og et sggetrae)

¢) Angiv hvordan operationen Delete kan implementeres.

Opgave 26
Betragt box’en Eq side 83 i [P&D].

Tilfgj en procedure Print, der udskriver klasserne i a&ekvivalensrelationen.
Hvad er dens udfgrelsestid?

Opgave 27

Antag nu, at vi for N navngivne byer gnsker at opretholde information om,
om de er forbundet med en vej eller ej (vejen kan evt. ga igennem andre
byer). Vi gnsker med andre ord at opretholde en sekvivalensrelation, hvor
to byer er ackvivalente, hvis der findes en vej imellem dem. Byer der ikke
er akvivalente kan sa ggres sekvivalente, ved at vi bygger nye veje.

Hvordan skulle sekvivalensrelationen i [P&D] modificeres, hvis vi gnsker at
kunne “bygge veje” mellem to navngivne byer, og spgrge om to byer er
forbundet med en vej (er sekvivalente)?
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Opgave 28
En matrix kan repraesenteres v.hj.a. folgende type
(*) Type Matrix = List (List (Int))

Hvis M er en n x n matrix og x er en vektor af leengde n, kan produktet
mellem M og x beregnes v.hj.a. fglgende procedure

Proc Multiply [M: Matrix, x: Vector] — (Vector)
(+ Var i:Int
Var y: Vector
i,y:=0, Vector (0||x|)
do i< |x| —
(+ Var j:Int
j:=0
do j < |x| —
y. (D) 1=y (D) +M. (4, j) *x. (§)

ji=j+1
od
i:=i+1
+)
od
return y
+)

end Multiply

En matrix (og en vektor) siges at veere tynd, sifremt hovedparten af dens
elementer er 0. Store, tynde matricer og vektorer kan repraesenteres vae-
sentligt mere hensigtsmaessigt ved i stedet for definitionen (*) at anvende
en type, som gor det muligt kun at gemme de elementer, der er forskellige
fra 0. En af metoderne bestar i at repreaesentere hver raekke v.hj.a. en keedet
liste som illustreret ved folgende eksempel.

Matricen
50 00
10 0 20 O
M= 00 00
5 0 10 5
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reprasenteres pa folgende made
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a) Definer passende TRINE-typer

Type Tvector = <Tynd vektor>>
Type Tmatrix = <Tynd matrix>>

som reflekterer denne repraesentation, og skitsér en TRINE-procedure
Proc Tmultiply[M: Tmatrix, x: Tvector] — (Tvector)

b) Antag nu, at der skal skrives en procedure, som multiplicerer to ma-
tricer. Med den seedvanlige typedefinition (*) ser denne ud som fglger

Proc Product[M;, Msy: Matrix] — (Matrix)
(+ Var n,i:Int
Var M: Matrix
Il:=‘M1‘
i, M:=0, List (List (0|n) |n)
do i<n —
(+ Var j:Int
j:=0
do j<n —
(+ Var k:Int
k:=0
do k<n —
M(I,J)=M(1,J)+M1(l,k)*M2(k,J)
k:=k+1
od
+)
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ji=j+l
od
+)
1:=1+1
od
return M

+)
end Product

Forklar, hvorfor typen Tmatrix ikke er hensigtsmaessig med henblik
pa multiplikation af tynde matricer.

Angiv en mere hensigtsmaessig repraesentation og skitser, hvordan en
effektiv multiplikationsprocedure

Proc Tproduct[Tm1,Tm2: Tmatrix] — (Tmatrix)
virker i dette tilfeelde.

c) Antag at M1 og M2 er to (sakaldt blokdiagonale) n x n matricer af
fglgende form

[

‘m

hvor alle elementer uden for de skraverede blokke er 0; og hvor der er
ialt y/n lige store blokke, som altsa selv er \/n x /n matricer.

Idet X er en vilkarlig vektor af leengde n, skal stgrrelsesordenen af
udfgrelsestiden for fglgende procedurekald angives

i) Multiply|m,x]

i) Tmultiply[tm,tx]
iii) Product[ml,m2]
iv) Tproduct[tml,tm2]

hvor m1, m2 og x (tml, tm2 og tx) er repraesentationer af M1, M2 og
X.
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Angiv ogsa stgrrelsesordenen af det antal multiplikationer, der udfgres
i de fire procedurekald.

Opgave 29

a) Skitser en datastruktur Hestesko, hvis veerdimaengde er maengder af
heltal, og hvor operationerne er:

Init[H] sat H' = ()
Insert[H](i) sat H' = H U{:¢}
Member[H](i) sat (member’ = (i € H)) A (H = H)
DeleteMed[H,i] sat H# () —
i’e H) A (H =H\{i'}) A
({(heH:h<i}<H<|{heH: h<i})
Size[H] sat (Size’ = |H|A (H = H)
DeleteMed fjerner medianen af elementerne i Hesteskoen, dvs. det ele-
ment der ligger ca. i midten.
Operationerne skal have flg. tidskompleksiteter:
T[Init[H]] € O(1)
Insert[H](i)] € O(log |H|)
Member[H|(i)] € O(log [H|)

T
T
T[DeleteMed[H, i]] € O(log|H|)
T[Size[H]] € O(1 )

b) Hvad nu hvis veerdimaengden er saekke af heltal (jfr. opgave 22) i stedet
for maengder af heltal?

Opgave 30

[ [P&D] afsnit 9.2 er det vist, at en opteelling af en binger teeller koster
O(1) amortiseret. Vi gnsker nu at lave fglgende datatype:

Box BingerTeeller
Type Tal = List (Int)

Proc Init [R: Tal]
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R:=List (0 | n)
end Init

Proc Up[R:Tal]
<LR:=R+1>
end Up

Proc Down[R: Tall
< R:=R-1>
end Down

Proc Print [R: Tal]
< Udskriv R>
end Print
end BingerTeller

Hvis vi (jfr. [P&D]) udfylder stumperne séledes:

where <R:=R+1> is

1:=0
do R.(i1) =1 — R.(1),i:=0, i+1 od
R.(G):=1

where <R:=R-1> is

1:=0
do R.(i) =0 — R.(),i:=1, i+1 od
R.(1):=0

opnar vi, at stumperne opfylder fglgende specifikationer:

<R:=R+1> sat f(R) < 2" — f(R)= f(R)+ 1
<R:=R-I>»sat f(R) >0— f(R)=f(R)—1
f er her funktionen, sa f(R) = Zyz_ol R.(j) - 27.

Til gengeeld kan vi nu ikke sige, at en sekvens bestaende af k£ udfgrelser
af Up og Down (i en vilkarlig reekkefolge) koster O(k), idet der findes en
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sekvens, hvor (naesten) hver udferelse af Up og Down koster O(n). Dette
geelder f.eks. hvis vi har tallet 01111111 og skiftevis bruger Up og Down.

Betragt i stedet fglgende udfyldelse af stumperne, hvor vi tilfgjer “cifferet”
-1:

where <R:=R+1> is
i:=0
do { f(Rsa)+1=f(R)+2"}
R.G)=1—R.(),i:=0, i+1
od
if R.G)=0—R.():=1
| R.(i)) =-1—R.(1):=0
fi
{ f(R) - f(Rstart)+1}

where <R:=R-1> is
i:=0
do { f(Rstarﬁ)_lzf(R)_Qi }
R.(G) =-1—R.(),i:=0, i+1
od
if R.G)=0—R.(1):=-1
| R.()=1—R.(1):=0
fi
{ f(R) = f(Rstart)_l}

hvor vi stadig har f(R) = Z?;& R.(j) - 27, og hvor R angiver R’s veerdi
fgrste gang invarianten mgdes.

a) Giv et eksempel pa, at repreaesentationen af et tal ikke leengere er
entydig.

b) Vis, at programstumperne stadig opfylder specifikationerne.

c) Vis, at Up og Down nu har amortiseret udfgrelsestid O(1).
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Opgave 31

Gennemfgr det udeladte argument i [P&D] kap. 9.4, dvs. vis at alle ope-
rationerne i box’en Sequence (panger Print) har amortiseret udfgrselstid

O(1).
Opgave 32

Vis, hvorledes man kan realisere en kg v.hj.a. to stakke pa en sadan made,
at den amortiserede udfgrelsestid for kgens operationer tilhgrer O(1).

Opgave 33

a) Betragt proceduren

Proc Pip[n: Int]
skip
end Pip

Hvilke af fglgende specifikationer opfylder den:

e Pip[n] sat true — false
e Pip[n| sat true — true
e Pip[n] sat false — true

e Pip[n| sat false — false

e Pip[n] sat false — ¢(n’)
e Pip[n] sat ¢(n) — p(n')

[

[

[

[

e Pip[n| sat true — ¢(n’)

[

[

e Pip[n] sat ¢(n) — true
[

e Pip[n] sat ¢(n) — false
hvor ¢ er en vilkarlig betingelse.

b) Besvar spgrgsmal a) i det tilfselde, hvor proceduren har udseendet

Proc Pip[n: Int]
do true — skip od
end Pip
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Opgave 34

Appendix A indeholder 4 sider fra Kingston: “Algorithms and Data Struc-
tures” og beskriver datastrukturen Binomialks. Lees afsnittet og besvar
folgende.
a) Vis, at |B,| = 2" og hgjde(B,) = r + 1.
b) Angiv et passende udvalg af procedurer i en box af formen
Box BQ
end BQ
som understgttes effektivt af en binomialkg.

¢) Find en simpel potentialfunktion for en binomialks, som viser at de
amortiserede udfgrelsestider for Insert og DelMin tilhgrer hhv. O(1)

og O(log(n)).
Opgave 35
Et polynomium i en variabel er som bekendt et udtryk af formen
p(x) = apz™ + ...+ a1x + ag
Summen af p(x) og polynomiet
q(x) = byx" + ...+ bz + by
er polynomiet
(p+q)(x) = (an +bp)x" + ...+ (a1 + b))z + (ag + by)
og deres produkt er polynomiet
(p*q)(x) = Con®" + ...+ 1+ ¢
hvor .
Cm = Y a;*xby_; for 0 <m < 2n.

i=0
Betragt fglgende box

24



Box PolyNom
Type Poly = <Polynomium>>
Proc Konst[p: Poly](k)
Proc One|p: Poly]
Proc Eval[p: Poly](x) — (Int)
Proc Add|p, ¢, r: Poly]
Proc Mult[p, ¢, : Poly]

end

Angiv en hensigtsmeaessig realisering af typen <Polynomium>> og af de
fem procedurer, nar de skal opfylde folgende specifikationer

Konst[p](k) sat p'(x) = k
One[p] sat p/(z) = x
Eval[p|(a) sat Eval’ = p(a)
Add[p,q,r] sat r=p+¢q
Mult[p, ¢, 7] sat r = p* ¢

og nar det vides, at polynomierne er “tynde”, dvs. at mange af koefficien-
terne er nul.

Opgave 36

[ [G&AP] kap. 3.1 er der argumenteret for, at med den givne repraesen-
tation har alle operationerne i den monotone meengde (H) undtagen De-
leteSome udfgrelsestid O(1). Der er ogsa argumenteret for, at DeleteSome
har amortiseret udfgrelsestid O(1). Beskriv en repraesentation, der giver
alle operationerne i den monotone maengde udfgrelsestid O(1).

Opgave 37

a) Skriv en algoritme, der undersgger om en given ikke-orienteret graf
(repraesenteret v.hj.a. kantlister) er et trae (et trae er en sammenhaen-
gende graf uden kredse). Angiv algoritmens udfgrelsestid.

b) En ikke-orienteret graf G = (V, E) er som bekendt to-delt, hvis der
findes et snit (V1,V5) 1 G, sé alle kanter krydser dette snit. Skriv en
algoritme, der afggr om en ikke-orienteret graf G er todelt, og som i
givet fald ogsa angiver et snit, der krydses af alle kanterne.
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Opgave 38

Algoritme Graffarvning kan ogsa formuleres rekursivt. Skriv en procedure
Proc Farv|G: Graph)]

som farver GG v.hj.a. en rekursiv procedure
Proc Farvknude[G: Graph, C: Colours](i:int)

hvor Graph er en kantlisterepraesentation af GG, C' er en liste, der for hver
knude angiver, om den er rgd eller hvid og ¢ er nummeret pa den knude vi
vil farve.

Angiv procedurens udfgrelsestid.
Opgave 39

Betragt fglgende graf

a) Find et dybde-forst udspeendende trze, der starter ved a og ved d.
b) Find et bredde-fgrst udspaendende tree, der starter ved a og ved d.

c) Find et letteste udspasendende trae ved hjeelp af Kruskals og Prims
algoritmer.

Opgave 40

Betragt folgende modifikation af letteste udspeendende trae problemet: Der
er givet en vaegtet, sammenhangdende ikke-orienteret graf G = (V) E)
samt et antal kanter eq,..., e, € E. Skriv en algoritme, der finder ud af,
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om der eksisterer et udspsendende tree for G, der indeholder eq, ..., ex; og
som i givet fald finder det letteste sadanne tree.

Opgave 41

Angiv hvorledes bredde-fgrst spgning kan anvendes til at finde leengderne af
de korteste veje fra en given knude til de andre knuder i en graf (orienteret
eller ikke-orienteret). Leengden af en vej defineres i denne sammenhaeng
som antallet af kanter pa vejen.

Opgave 42

Den transitive og refleksive lukning af en orienteret graf G = (V| F) er
grafen G' = (V, E'), hvor (v,w) € E', hvis v = w eller der findes en vej i
G fra v til w (bemaerk at vi her tillader en kant at forbinde en knude med
sig selv).

a) Angiv G}, hvor Gy er grafen side 3 i [G&AP].

b) Betragt incidensmatricen for Gy side 5 i [G&AP]. Angiv G * Gy, hvor
% er Boolsk matrizmultiplikation, der defineres som fglger. Hvis A og
B er n xn Boolske matricer, er

AxB=C
hvor )
Cij = V aix N By
k=0

c) Observer, at det (7, j)’te element i Gy * Gy har veerdien t hvis og kun
hvis der findes en vej af leengde praecis 2, der gar fra ¢ til j.

d) Vis, at der for enhver orienteret graf med incidensmatrix G geelder,
at incidensmatricen for dens transitive og refleksive lukning er givet
ved

Gh=IVGyVGiV.. VGt =(IVGy)"!

hvor I er enhedsmatricen dvs.
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t -
e) Angiv en algoritme, der givet Gy finder Gf. Angiv udferelsestiden.

Opgave 43

a) Skriv et TRINE program, der afggr om en orienteret graf er cyklisk,
og som i givet fald finder en af grafens cykler.

b) Angiv hvorledes programmet virker pa fglgende graf

Opgave 44

I denne opgave betragtes traeer, hvor knuderne har et variabelt antal sgn-
ner, og i hvilke alle knuder har forskellige maerkninger.

En preorder hhv. postorder udskrift af et sidant tree er resultatet af en
udforelse af algoritmen “Tofarvning af tree” afsnit 4.1 i [G&AP], hvor

hvor

<forfarv v>> is <udskriv v’'s maerkning>>
< efterfarv v>> is skip

henholdsvis
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<forfarv v>> is skip
L efterfarv v>> is <udskriv v’s meerkning>>

a) Angiv pre- og postorder udskriften af fglgende trae
b/ \ d

AL/

e h T

k

R—0O——®

\,

b) Vis, ved at angive modeksempler, at man ikke entydigt kan bestemme
et tree ud fra enten dets preorder udskrift eller dets postorder udskrift.

c¢) Vis, at hvis man bade har en preorder og en postorder udskrift af et
tree, sa kan man entydigt bestemme treaeet.

(Vink: Hvis
r
r=/I\
T Ty Ty
Sa har vi:
Pre(T) = 1 Pre(Ty) Pre(Ty) ... Pre(Ty)
Post(T) = Post(11) Post(Ty) ... Post(Ty) r

Betragt forste tegn i Pre(77). Hvor star det i Post(7)?)

d) Skitser et program, der indleeser en preorder og en postorder udskrift
af et tree og derefter konstruerer tracet. Antag, at meerkningerne er
ASCII-tegn.

Opgave 45

Betragt fglgende algoritme

Algoritme: Tofarvning af graf
Stimulans : G = (V, E), hvid graf
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Respons : G, med alle knuder farvet
Metode : Proc ToFarv [G: Graf] (v: Int)
< forfarv v >
for w: (v,w) € F do
if < w er ufarvet>> — ToFarv|G](w) fi
od
Zefterftarv v >
end ToFarv

for v €V do
if < v er ufarvet>> — ToFarv|G|(v) fi
od

Antag, at GG er acyklisk. Hvilken sammenhsaeng er der mellem en efternum-
merering af G’s knuder og en topologisk sortering af G?

Opgave 46

Hvorledes kan man lgse folgende tilretteleggelsesproblem: Der er givet et
antal opgaver Ti,...,T, (det kan vere enkeltopgaver i forbindelse med
f.eks. et byggeri), som har udfgrelsestider ¢4, ..., t,. Herudover er der angi-
vet et antal begreensninger af formen “7; skal veere feerdig for 7;” (7; kan
f.eks. veere “at rejse veegge” og T, “at tjeere tag”). Algoritmen skal angive,
hvornar de enkelte opgaver kan startes, og den skal finde den minimale tid,
der kraeves for at feerdigggre alle opgaver.

Opgave 47

Den vegtede transitive og refleksive lukning af en veegtet orienteret graf
G, har samme kanter som den i opgave 42 definerede graf G' | og veegten
af en kant (v, w) i G!, er veegten af den letteste vej fra v til w i G, (veegten
af en vej er summen af veegtene af vejens kanter).

Den vaegtede transitive lukning kan findes pa (mindst) fglgende mader

a) Dijkstras algoritme udfgrt n gange.
b) Floyds algoritme.

¢) Ved en modifikation af metoden i opgave 42, hvor A erstattes af + og
V af minimum.

30



Ggr i detaljer rede for hver af disse metoder og angiv deres udfgrelsestid
for forskellige teethedsgrader af grafen.

Opgave 48
Der findes en del numeriske algoritmer i hvilke der indgar beregning af

midtpunktet af et interval [a, b], hvor a < b.

a) Vis ved et eksempel at den matematiske identitet
(a+b)/2=a+(b—a)/2

tkke geelder for flydende komma tal med endelig ngjagtighed.
(Vink: Find a og bsa (a®b) @2 < a)

b) Skriv en algoritme, som bruger bisection til at finde et nulpunkt for
en kontinuert funktion f(z) i et interval [a, b], hvor det vides at f(a) -
f(b) < 0. Bisection foregar ved successive halveringer af intervallet
[a, b] pa en méde, der minder om binger sggning. Dvs. forst beregnes
intervallets midtpunkt og derefter fortssettes der med det af de to
“halve” intervaller, hvor funktionen vides at skifte fortegn.

Opgave 49

Skriv en algoritme, der som stimulans tager tre vilkarlige reelle tal, a, b og
c og som respons angiver, om 2. gradsligningen az? + bz + ¢ = 0 har reelle
lgsninger, og i sa fald hvilke.

Antag, at denne algoritme afvikles pa en maskine, som har parametre
(B,s,m, M) = (10,4, —99,99)

og som approximerer v.hj.a. afskeering.

a) Udfgr algoritmen med stimulans

a=10b=—2.136,c = 0.002857

b) Udregn de eksakte lgsninger til ligningen 22 — 2.136x + 0.002857 = 0
og sammenlign disse med dem, der blev fundet under a). Er veerdierne
fra a) tilfredsstillende?
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c) Safremt veerdierne fra a) ikke er tilfredsstillende, hvad er arsagen?
Kan lgsningerne til en 2. gradsligning findes pa en made, der er mere
hensigtsmaessig, numerisk set?

Opgave 50

Til lgsning af fglgende “ikleedte opgave”

En stige af hgjde h (mm) stilles lodret op ad en vaeg, hvorefter
dens fod traekkes d (mm) ud fra veeggen ad et vandret underlag.
Hvor mange mm er stigens top kommet ned i forhold til fgr?

kan man overveje at bruge formlen

F(hyd) =h—VhI — &

a) Er det en god idé?

b) Hvis ikke, hvad kan man sa ggre?

Opgave 51

Beregn veerdierne Uy, Uy, ..., U,,..., defineret ved U,;; = (x + 1)U, —
1, startende med Uy = 1/z, for x = 2,3,4,.... Forklar de observerede
resultater.

Opgave 52

Betragt fglgende integral

1
- n_(x—1)
I, —/0 x'e dx

a) Vis, at
[0 = 1- 671
I, = 1—nx1l, {forn>1

b) Vis, at
1
I, — 1,1 = /0 (x" — x”_l)e(x_l)da: <0

og argumenter for at I, — 0 for n — oo.
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c¢) Skriv et program der udregner Iy, I, ..., I, v.hj.a. formelen i a). Kon-
vergerer fglgen mod 07

d) En alternativ formel til udregning af integralerne er

Lo = (1— L)k

hvor vi kan starte iterationen med at seette I, = 0 for en passende
stor vaerdi af n og derefter benytte formlen for ¢+ < k < n. Virker det
bedre?

Opgave 53

[ [G&AP] er det vist, hvordan man kan multiplicere to n-cifrede heltal i
en tid i O(n'°823). En oplagt idé er at forsgge at dele tallene op i flere dele
som f.eks.

r = |ul|v]|w

y = | r|s|t

hvor hver del nu indeholder p = n/3 cifre.

a) Hvad skal k veere i rekursionsligningen
Tn)~k*xT(n/3)+n
hvis resultatet skal veere bedre end O(n!°%23)?

b) Hvad er det bedste k, du kan opna? Hvad bliver udfgrelsestiden?

Opgave 54

Folgende tegning illustrerer hvordan man kan anvende del-og-kombiner
teknikken til at konstruere en tennisturnering, hvor alle spiller mod alle. I
eksemplet er der tale om 8 spillere, som hver spiller én kamp om dagen.
Turneringen varer saledes 7 dage, og den i’te rackke i tabellen angiver den
rackkefglge, i hvilken spiller nr. ¢ mgder de andre.

Ggr rede for, hvordan denne konstruktion kan opfattes som en realisering
af del-og-kombiner skabelonen.

Skriv et TRINE program, som for £ > 1 konstruerer og udskriver en spille-
plan for en turnering med 2* spillere.
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1 1 2 3 1 2 3 45 6 7
112 1123 4 112 3 4/5 6 7 8
211 21114 3 211 4 3|6 7 8 5
: 3141 2 314 1 2|7 8 5 6
41312 1 413 2 1|8 5 6 7
516 7 8|1 4 3 2
6|5 &8 7|2 1 4 3
718 5 6|3 2 1 4
817 6 5[4 3 2 1
Opgave 55
Givet to polynomier
p(x) = anz” 4+ ap 12" N+ .+ ar + ag

() = bpx™ + byp_1x™ . 4+ by + by
Deres produkt er fglgende polynomium af grad n +m
r(z) = p(z) * ¢(2) = Cpom@™ ™ 4 Crpm_12" T F L e+

hvor ¢; = Xj45=i a; * by for 0 <7 < m + n.

a) Vis, at den oplagte made at udregne r(z) har udfgrelsestid i
O((n+1)-(m+1)).

b) Antag, at n = m og vis, at r(x) kan udregnes i tid O(n'°#23).
(Vink: Et heltal som f.eks. 37916 kan opfattes som “polynomiet” 3 -
10 +7-1034+9-10% +1-1046. Der er derfor en oplagt analogi mellem
multiplikation af heltal og multiplikation af polynomier.)

Et polynomium kan repraesenteres pa andre mader end ved sine koefficien-
ter. En sadan anden made er ved sine rgdder, hvor n+1 tal a,r,79,...,7,
nu reprasenterer polynomiet

R(x)=ax(x—r))*x(x—ro)*x...x(x—1,).

c) Konstruer en del-og-kombiner algoritme, der givet a,ry,...,r, bereg-
ner koefficienterne i R(x). Hvad er algoritmens udfgrelsestid? (Hvis
algoritmen udfgres med stimuli 2,2, 3, skal den returnere 2, —10, 12
fordi

R(x) =2%(z —2)* (v — 3) = 22° — 10z + 12
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Opgave 56

Folgende tegning (der bestar af et antal rektangler) kan opfattes som re-
praesenterende bygninger i en by.

1 5 10 15 20 25 30
(a)

Byens silhuet repraesenteres af fglgende tegning

1 5 10 15 20 25 30
(0)

Opgaven gar ud pa at skrive en del-og-kombiner algoritme, der laeser en
folge af elementer af formen (I;, h;,r;), som hver angiver et rektangel, hvis
venstre (hgjre) side har z-koordinat [; (r;), og hvis hgjde er h;. “Byen” (*)
repraesenteres saledes af folgende data

(1,11,5) (2,6,7) (3,13,9) (12,7,16) (14,3,25) (19,18,22) (23,13,29)
(24,4,28)

Algoritmen skal producere en liste af tal af formen

(***) (.%'0, hl, X1, hg, A 7 I hi, Liy ooy hn, Jj'n)

hvor z’erne er voksende og h; angiver silhuethgjden mellem z; 1 og ;. (**)
repraesenteres saledes af folgende liste
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(1,11,3,13,9,0,12,7,16,3,19,18,22,3,23,13,29)

a) Antag, at der er givet en silhuet af formen (***) samt en bygning
(I, h,7). Hvordan opdateres silhuetten til ogsa at omfatte denne byg-

ning?
b) Udvid svaret pa a) til at vise hvordan man kombinerer to silhuetter.

c¢) Skriv del-og-kombiner algoritmen for hele problemet og angiv dens
udfgrelsestid.

Opgave 57

Vi betragter problemet Hanois Tarne fra [G&AP]. Som set ved forelaes-
ningen kraeves der mindst 2" — 1 enkeltflytninger for at flytte de n skiver.
Argumentet er fglgende induktionsargument, hvor induktionsantagelsen er

H(n): der kraeves 2" — 1 enkeltflytninger for at flytte n skiver.

Basis
Det er klart, at H(1) =1=2! — 1.

Induktionsskridt
For at flytte n skiver skal vi fgrst flytte de n — 1 gverste
over pa hjalpestangen. Dette kraever iflg. induktionsan-
tagelsen 2”71 — 1 flytninger.

Vi flytter nu den stgrste skive til sin destination. Dette
kraever 1 flytning.

Til slut flytter vi de n — 1 skiver over pa den stgr-
ste. Dette kraever igen pr. induktionsantagelse 271 — 1
flytninger.

Altsa kreeves der til flytning af n skiver
2t -1 +1+@2" -1 =2"~-1
dvs. H(n) er bevist.

Det er nemt at skrive en rekursiv procedure

Proc Hanoi(n: Int, a,b, c: Stang)

36



der lgser problemet for n skiver.

a) Argumenter for, at der hgjst foretages 6n forskellige procedurekald i
denne lgsning.
b) Betyder det ikke, at vi med dynamisk programmering kan lgse pro-
blemet i tid O(n)?
Ovenfor har vi lige vist, at problemet kraever tid Q(2").

c¢) Forklar dette tilsyneladende paradoks.

Opgave 58

I dette spgrgsmal betragtes matrix produkter mellem ikke-kvadratiske ma-
tricer. Hvis A er en m X k matrix og B er en k X n matrix, s er deres
produkt C' en m X n matrix af formen

A= {am‘} * B = {bi’j} = C = {Ci,j}

hvor

k
Cij = Zl Qip * by j
p:

Det fglger af denne formel, at udregningen af matricen C' involverer m-k-n
multiplikationer, hvilket betyder, at hvis mere end to matricer skal multi-
pliceres, sa er det ikke lige meget, hvordan man organiserer udregningen.
Betragt som eksempel produktet

C— A * B * C
~ [1,100] [100, 2] 2,1000]

hvor matricerne pa hgjresiden har de angivne dimensioner.

Hvis dette produkt udregnes pa fglgende made
Ax (Bx*(C)

skal der udfgres
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100 -2 - 1000 4 1 - 100 - 1000 = 300000
multiplikationer, hvorimod fglgende udregning
(Ax B)*C
kun anvender
1-100-241-2-1000 = 2200

multiplikationer.

Dimensionerne af tre sadanne matricer kan angives v.hj.a. fglgende sekvens
af heltal

(1,100,2,1000)

og i almindelighed kan dimensionerne i et produkt mellem n matricer an-
gives v.hj.a. en sekvens af formen

(*) (mOamlu"'amia"'amn)

Hvis vi med ¢(i, j) betegner det minimale antal multiplikationer i udreg-
ningen af “produktet”

(mi7 my4+1, ... 7m])

hvor ¢ < 7, sa er det nemt at se, at
iod) =

Skriv et TRINE program, der givet en fplge af formen (*) beregner ¢(0,n).
Angiv programmets tidskompleksitet.

0 hvist+ 1=
mini<p<; {c(i, k) +c(k,j)+m;-my-m;}

Opgave 59

I forbindelse med kontrol af at ord er korrekt stavet, er det bekvemt at have
et mal for afstanden mellem to ord. Et sadant mal defineres i det fglgende.

Givet to ord, s og t, definerer vi deres maksimale felles delord, mfd(s,t),
som det leengste ord u, for hvilket der geelder, at u kan fremkomme fra
bade s og t ved at slette nul eller flere tegn. F.eks. haves
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mfd(abekat,abba) = aba

At maksimale feelles delord ikke ngdvendigvis er entydige ses af

cyke

mfd(cykel,cykle) = { evkl

Lengden af det maksimale feelles delord er derimod entydig, og vi kan
derfor definere Svejgaard Koefficienten ved

fd(s,t
Sv(s,t) =2 % mfd(s, 0)]
|s| + [¢]
(idet vi underforstar, at Sv(A, A) = 1).
Bemeerk, at Sv(s,s) =1 og Sv(s,t) =0 hvis s og t ikke har faelles tegn.

Skriv en TRINE procedure
Proc Imfd(s, t: Text) — (Int)

der finder |mfd(s,t)| og brug den i en procedure
Proc Sv(s,t: Text) — (Q'Tal)

der beregner Svejgaard Koefficienten.

(Typen Q'Tal stammer fra opgave U50.)

Angiv udfgrelsestiden for procedurerne.

Opgave 60

Proceduren Thin og algoritmen Pascals Trekant i [G&AP] bruger lige sa
megen plads som de bruger tid, i begge tilfeelde O(n x m).

Kan du finde en forbedring til Pascals Trekant, s& den kun bruger lineer
plads, dvs. plads O(n)?
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