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INDHOLD 1

Introduktion

Denne bog indeholder vigtige elementer af den del af programmeringste-
orien, der beskaeftiger sig med konstruktion af korrekte, effektive og let
forstaelige programmer.

Bogen starter med en introduktion til algoritmer, som er en slags abstrak-
te programstumper med formaliserede egenskaber. Efter en repetition af
begreberne gyldighed og korrekthed, praesenteres de mest fundamentale
algoritmer til sggning, fletning og sortering. Derefter etableres grundlaget
for analyser af algoritmers tidskompleksitet, og dette anvendes pa en raekke
simple eksempler.

Pa denne baggrund introduceres nu de mest fundamentale datastrukturer,
og det vises, hvordan forskellige implementationer forer til forskellige effek-
tivitetsegenskaber. Vi beskeeftiger os med kger, stakke, prioritetskger, ord-
bgger og relationer, som implementeres v.hj.a. forskellige former for lister
og (balancerede) traeer. Datatypers operationer formaliseres v.hj.a. sdkald-
te specifikationer, som er et veerktgj til formel beskrivelse af egenskaber
ved ubestemte programstumper.

For en raekke vigtige datastrukturer er den ssedvanlige worst-case kom-
pleksitet et alt for pessimistisk kompleksitetsmal. Vi introducerer derfor
begrebet amortiseret kompleksitet, som formaliserer begrebet "gennemsnit-
lig udfgrelsestid", og det vises v.hj.a. et par konkrete eksempler, hvordan
dette intuitivt kan forbedre karakterisationen af en datatypes operationer.

Dernaest praesenteres en bid af teorien for reesonnementer om programmer
med boxe og procedurer, som vi ssmmenfatter i to sakaldte bevisprincipper.

Bogens sidste kapitel indeholder et eksempel, der viser, hvordan de fleste af
de gennemgaede begreber og teknikker kan spille sammen i forbindelse med
konstruktion af et konkret TRINE program. Der er tale om den sdkaldte
Erathostenes Si, som er en klassisk metode til at finde primtal.
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1 Fundamentale begreber og notation

[ dette afsnit repeteres/introduceres de grundleeggende matematiske be-
greber (med tilhgrende notation), der vil blive brugt i dette heefte.

1.1 Mangder

Vi bruger den ssedvanlige maengdenotation (M; og M, er maengder og e er
et element).

- eeM . e tilhgrer M

- e¢ M . e tilhgrer ikke M

— MyUDM, : foreningsmaengde

— MinN My : fellesmaengde

— M\ M, . differens

— My C M, : inklusion

- M; & My : eegte inklusion

- |M| . antal elementer i M

— 0 : den tomme meengde

De meaengder, vi betragter, vil altid veere delmaengder af en mere eller min-
dre eksplicit defineret grundmeengde G (G er ofte de hele tal, maengden
af tegnfolger fra et givet alfabet o.1.). Enhver delmeengde M af en grund-
maengde G er entydigt bestemt af sin karakteristiske funktion, som er en
boolsk funktion (vi bruger t og f for de to Boolske veerdier true og false)

XM : G — {L7£}
defineret ved

t hvisee M
f ellers

wrle) = {

Vi benytter fglgende betegnelser for de mest almindelige maengder
IN : de naturlige tal, N = {1,2,3,...}
INy : de ikke-negative hele tal, Ny = {0,1,2,...}
Z : deheletal, Z={...,-2,-1,0,1,2,...}
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Da vi ofte far brug for at tale om maengder af heltal, hvori elementerne
udgoer et “interval”, indfgrer vi fglgende betegnelse

I 0 hvis n > m
T U n,n+1,...,m— 1} ellers

Bemeerk, at n..m er “halvabent”, idet n er med, men m er ikke med.

1.2 Fglger

Hvis M er en mangde, betegner M* maengden af folger af elementer fra
M. Fglger er allerede introduceret i [TRINE] side 31 — vi bruger fglgende
yderligere notation

e den tomme folge () betegnes ogsa med A

e hvis f = (mg,my,...,m,_1) er en folge, betegner vi med hd(f) (head)
elementet my, og med tl(f) (tail) folgen (mq, ..., my,_1). Savel hd(f)
som tl(f) er udefineret, hvis f = A

o hvis [/ = (mg,my,...,ml,_q) og f" = (mg,...,m}_,) er to folger,
betegnes deres sammensaetning (eller konkatenation) med
f=r-7r=mg....m,_;,mg,...,m{4)

1.3 Funktioner

Givet meengder A og B, betegner
A— B

mangden af funktioner fra A til B. Vi angiver, at f er en sadan funktion
ved enten at skrive

feA—B
eller det mere konventionelle

f:A—B
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Hvis A" C A, betegner vi billedet af A" med

fA) ={f(a) | a € A}
og hvis B’ C B, er urbilledet af B’

fHB)={a€ Al f(a) € B}

1.4 Pradikater

Begrebet (program)udsagn er introduceret uformelt i kapitel 8 i [TRINE].
Formelt er et udsagn et predikat, dvs. en Boolsk funktion skrevet pa “lig-
ningsform”. Praedikatet

r+y==z
angiver den Boolske funktion F'

thvisx+y =2
f ellers

Flons) = {

Praedikater bygges op v.hj.a.

konstanter 0,1,...,t,f

variabler x,y, z, . ..

funktionssymboler +, —, <, =, ...

konnektiver A,V, -, =, &

kvantorer V, 4

Vi skal ikke formalisere de praecise regler for preedikaters udseende, men
ngjes med at angive og diskutere fglgende eksempler
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1) Po:(z—2x%y)>0

2) Ph:(x<y)A(z=0)

3) P5:(b<3)=Vrel.l:x=y

4) Py:VrxeZ:xxx >0

5) Ps:dveZ:(VyeZ:xxy=2)
6) Ps:Vre0.10: (Iy€0..11: 2 <y)

) Pro(z<y)V(VzeN:2>0)A(y=23))

De variabler, der forekommer i et praedikat, deles op i frie og bundne va-
riabler. De bundne variabler er alle de variabler, der er “knyttet til” en
kvantor (V eller 3). De spiller nogenlunde samme rolle som lokale variabler
(i indskudte seetninger) i et TRINE program, og de har ogsa samme virke-
felter. De variabler, der ikke er bundet, kaldes frie, og et pradikat er en
Boolsk funktion af sine frie variabler.

Vi angiver de frie variabler i eksemplerne ovenfor ved for hvert preedi-
katsymbol P; eksplicit at angive dets argumenter pa den seedvanlige form

Pi(x,y,...)

W N =

S Ot

3 e~
N N N e N N N

Py og Py er altsa Boolske funktioner af 0 variabler, dvs. de er konstanter.
En konstant Boolsk funktion er enten lig med t eller f (fordi der ikke er
andre Boolske vaerdier).

Py siger, at “kvadratet pa ethvert heltal er positivt”, hvilket er forkert,
fordi 0x0 = 0. Altsa er P, = 1.

Py siger, at “for ethvert element i 0..10 findes der et stgrre element i 0..11,
hvilket unsegteligt er rigtigt. Altsa er P = t.

For de gvrige preedikater geaelder, at veerdierne afheenger af veerdierne af
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deres argumenter. Vi viser nogle eksempler

P(6,2) = (6—4)>0=t
P2 = (5<3)=Vre0.l:z=2
— ts (0=2)A(1=2)
=t
(fordi f implicerer hvad som helst)
P(0) = dxe€Z:VyeZ:xxy=0)

=t
(fordi z =0 giver Vy € Z: 0 xy = 0,
hvilket er rigtigt)
Pr(5y) = G<y)V((VzeN:z>0)A(y=3))
= 6<y)Vviy=3)
(fordi alle naturlige tal er stgrre end 0)

Som disse eksempler viser, finder man veerdien af et praedikat pa givne
argumenter ved at erstatte forekomster af de frie variabler med de tilsvar-
ende veerdier, og derefter regne v.hj.a. de seedvanlige aritmetiske og logiske
regler. Regnereglerne for A, V,— er som bekendt givet ved fglgende tabel:

PIQIPNQ|PVQ|-P
tit] ot t f
t L) f t f
I t t
fpf) f f t

Betydningen af = og < er nu som fglger:
e (P=Q)=(PVQ)
e (PeQ)=P=Q) N Q=P

Betydningen af kvantorerne V og 4 kan defineres pa flere mader — vi veelger
at ggre det rekursivt:

t hvis X =)

Vee X :Plx) =
P(z) N (Vo € X\{zo}: P(x)) for zp € X
fhvis X =0

dre X :P(x) =

P(x) vV (3x € X\{xo} : P(x)) for xyp € X
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Heraf folger den nyttige regneregel for negation
—~(Vx e X :P(z)) =3z e X:-P(x)

Bemerk ogsa, at universel (eksistentiel) kvantificering over den tomme
maengde altid er sand (falsk).
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2 Elementsere algoritmer

I dette kapitel konstruerer vi et antal simple algoritmer, som i forskellige
ikleedninger optraeder igen og igen i praktisk programmering.

2.1 Notation

Vi skal anvende en notation for algoritmer, der er lidt mere abstrakt end
fuldt feerdige TRINE programmer og som illustreres af fglgende udgave af
Euklids algoritme (jfr. [TRINE] s. 93).

Algoritme : Euklid
Stimulans : n,m: (n > 1) A (m > 1)

Respons : r: stgrste feelles divisor af m og n
Metode : p,q:=n,m
do {I}

p>q—=pi=p—gq
l¢g>p—=q:=q—p
od

ri=mp

Denne notation vil blive brugt systematisk i det fglgende til beskrivelse
af abstrakte programmer, eller dele heraf, og er i det generelle tilfaclde af
formen

Algoritme : | \

Stimulans : | \

Respons | \
Metode

hvor stimulans og respons beskriver omgivelsernes pavirkninger af algorit-
men og dennes reaktion herpa. Metodedelen er en abstrakt beskrivelse af
algoritmen, normalt i stil med kroppen af en proces. Nar vi bruger ordet
algoritme i stedet for program, proces eller lignende, skyldes det at sidst-
navnte indeholder en del elementer i form af erklseringer, initialiseringer,
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ind- og udlaesning osv., som vi ofte vil veere interesseret i at abstrahere
vaek fra. Der vil ogsa veere situationer, hvor vi gnsker at udtage en mindre
del af en proces eller et system og betragte denne i isolation, og i sadanne
tilfaelde er det ogsa hensigtsmaessigt med et nyt navn for beskrivelsen.

Vi anvender begreberne udsagn (som nu er praedikater), invariant og ter-
mineringsfunktion pa preecis samme made som i [TRINE]. Vi kan dermed
tale om at (dekorerede) algoritmer er gyldige og korrekte pa folgende made.

En tilstand i en algoritme er (i lighed med en TRINE tilstand) en tilknyt-
ning af vaerdier til algoritmens variabler. En tilstand o opfylder et praedikat
P (hvis frie variabler er programvariabler), safremt P har veerdien t an-
vendt pa de frie variablers veerdier i o.

Et udsagn i en algoritme er gyldigt for en udforelse, safremt udsagnet op-
fyldes af algoritmens tilstand, hver gang det nas under den pagseldende
udfgrelse.

En algoritme er gyldig, safremt alle dens udsagn er gyldige for alle de ud-
fgrelser der starter med en tilstand, som opfylder algoritmens stimulans-
praedikat.

Vi kan nu preaecisere kravene til algoritmers korrekthed pa fglgende méade.

En algoritme er korrekt safremt enhver udfgrelse, der
starter i en tilstand der opfylder stimulanspraedikatet,
er endelig, og slutter i en tilstand der opfylder respons-
praedikatet.

Med disse definitioner skulle det veere klart, at hvis invarianten i Euklid
ovenfor er

I:(sfd(p,q) =sfdim,n))AN(n>1)A(m>1)A(p>1)A(¢g>1)

sa er algoritmen bade gyldig og korrekt. Termineringsfunktionen (som vi
skal betegne med ) er

wp,q) =p+q
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2.2 Potensoplgftning

Potensoplgftningsprogrammet side 96 i [TRINE] kan formuleres som fgl-
gende algoritme

Algoritme : Potensoplgftning
Stimulans : n,p:p >0
Respons : r:r=nf
Metode  : <lInitialiser r og ¢ >
do {r xn? =n’}
qg # 0 — <Opdater r og ¢ >
od

og vi har allerede set, at fglgende konkretiseringer giver en gyldig algoritme,
som ogsa standser.

< Initialiser r og ¢ > isr,q:=1,p
<Opdater rog q¢q> isr,qg:=rx*xn,q—1

Det er ogsa neevnt, at denne metode involverer et antal multiplikationer,
der er proportionalt med p. Vi kan finde en vaesentlig mere effektiv potens-
oplgftningsmetode ved at sendre invarianten pa folgende made (h er en ny
variabel)

< Initialiser r, ¢ og h >
do {r x h? = n}

q # 0 — <Opdater r, ¢ og h >
od

og samtidig observere, at nar g er lige, kan invarianten opretholdes ved at
kvadrere h og samtidigt halvere q. Den konkrete algoritme kan nu skrives
pa folgende made
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Algoritme : Logaritmisk potensoplgftning

Stimulans : n,p:p >0
Respons : r:r=n’
Metode : r,q,h:=1,p,n
do {r *x h? = nP}
qg#0— if qulige >r,q:=rxh,q—1
| ¢ lige — h,q:=hxh,q/2
fi
od

Argumentet for at invarianten er gyldig kan sammenfattes i fglgende to
ligninger, som viser, at hvis invarianten er opfyldt inden et gennemlgb af
lgkken, sa er den ogséa opfyldt efter dette gennemlgb.

q ulige: 7' * W7 = (r* h) x 7!
q lige : 7" % W7 =1 x (h?)9/?

Laeseren opfordres til at undersgge, hvor mange multiplikationer der udfe-
res af denne algoritme.

2.3 Sdgning

Enhver sggning er karakteriseret ved, at man blandt en samling af ele-
menter leder efter ét eller flere med bestemte karakteristika. Samlingen af
elementer der ledes i, kalder vi sggedomenet, og de elementer der ledes
efter kalder vi malgruppen.

Vi skal betragte det pa samme tid simple og forholdsvis generelle tilfaelde,
hvor sggedomeenet er en funktion fra en indeksmeengde X ind i en element-
mangde F, og hvor malgruppen bestar af et enkelt element af type E. Vi
gnsker at afggre om dette element forekommer i funktionens billedmaengde
og i sa fald gnsker vi at returnere (et af) dets indeks.

[ folgende algoritme er S sggedomaenet, m er malelementet, og K afgreenser
kandidatmeengden, dvs. den del af S’s indeksmeengde, hvis funktionsveer-
dier stadig er malgruppekandidater. Resultatet angives i variablen r, hvis
veerdi enten er 7—X eller er lig med et indeks x, for hvilket S(z) = m.
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Vi gnsker at opfatte r som en maengde, der enten er tom eller indeholder
et indeks. Vi definerer derfor fglgende abstraktionsfunktion o

a(r) = 0 hvisr=7-X
| r ellers

Ved hjealp heraf kan vi nu skrive den generelle sggealgoritme som fglger:

Algoritme : Sggning
Stimulans : S : X — FE, sggedomeene
m : FE, malelement
Respons : r:S(a(r)) = S(S~1(m))
Metode : <Initialiser r og K >
do {(a(r) € 57} (m) C K)}
(K #0) A (r =7-X) ><Opdater r og K >
od

Denne algoritme er forholdsvis abstrakt og dens anvendelse i konkrete til-
feelde forudseetter realiseringer af variablerne S og K. Det er imidlertid
interessant, at vigtige egenskaber ved algoritmen kan vises selv pa dette
abstraktionsniveau. Mere praecist kan vi argumentere for, at hvis algorit-
men er gyldig og den standser, sa er den ogsa korrekt. Argumentet er som
fglger.

Hvis algoritmen standser, er den kontrollerende betingelse falsk, dvs.
(K =0)V(a(r) #0)
og der geelder yderligere at invarianten er opfyldt. Men sa er responsud-
sagnet ogsa opfyldt, fordi
K=10 . Responsudsagnet fglger trivielt fra invarianten.
a(r)#0 : Daa(r) C S~ (m) gelder der S(a(r)) C S(S~(m)) C

{m}, men da a(r) # 0, ma S(a(r)) indeholde mindst ét
element, hvorfor der ogsa gaelder, at {m} C S(a(r)).

Vi viser nu to nyttige realiseringer af denne algoritme. I begge tilfaelde
realiseres de abstrakte variabler pa fglgende made
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e S er en liste af elementer af type F

e K repraesenteres som et interval lav..hgj hvor lav og hgj er to konkrete
variable

Den fgrste realisering er som fglger

Algoritme : Lineser sggning
Stimulans : S : List(FE), sogedomeene
m : F, malelement
Respons : 7:S(a(r)) = S(S~H(m))
Metode  : lav,hgj,r :=0,]|S|,?Int
do {I}
(lav < hgj) A(r = 7-Int) —
if S.(lav) =m — r:= lav
& true — lav:= lav +1
fi

od

Invarianten, I, den konkrete invariant, fas ved at indsaette lav..hgj for K i
den abstrakte invariant ovenfor. Dette giver

I : alr) CS71(m) C lav..hgj.
Det er nemt at se, at de to konkretiseringer af
< Initialiser K og r > og <Opdater K og r >

sorger for at holde I opfyldt, dvs. at algoritmen er gyldig. At algoritmen
terminerer indses ved at betragte folgende termineringsfunktion

p(lav,hgj,r) = hgj-lav-|a(r)|

Pointen er nu, at nar den konkrete algoritme saledes er gyldig og terminerer,
sa folger det af argumentet ovenfor (for den abstrakte algoritme), at den
konkrete ogsa er korrekt.

I det naeste eksempel antager vi, at veerditypen E er ordnet og at listen
S er ordnet i ikke-aftagende orden, dvs. at S opfylder preedikatet Vi, j €
0..1S| : i < j = S.(i) < S(j). I dette tilfzelde kan vi anvende biner
sggning, dvs. en sggestrategi der bestar i at udveelge det midterste element
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i kandidatintervallet lav..hg@j for derefter at bruge ordningen til at halvere
kandidaterne, hvis det inspicerede element ikke er det, der ledes efter.

Idet repraesentationen er den samme som for (og vi for simpelheds skyld
antager, at E er heltallene), far vi fglgende algoritme, hvor invarianten [/
er den samme som ovenfor.

Algoritme : Binser sggning
Stimulans : S : List (Int), ordnet sggedomaene

m : Int, malelement
Respons : r:S(a(r)) = S(S~(m))
Metode  : lav,hgj,r:=0,|S|, 7-Int
do {I}
(lav < hgj) A (r = 7-Int) —
midt := (lav + hgj)/2
if S.(midt) =m — r := midt
| S.(midt) < m — lav := midt + 1
| m < S.(midt) — hgj := midt
fi
od

Det er nemt at vise, at denne algoritme ogsa er gyldig. Med hensyn til
terminering kan vi ogsa genbruge termineringsfunktionen fra fgr. Her er
det imidlertid ikke helt oplagt, at den altid aftager. Det detaljerede bevis
herfor er som fglger

o S.(midt) =m : p(lav’, hgj’,r") =hgj’ —lav’ — |a(r')] = hgj — lav — 1
< hgj — lav = hgj — lav — |a(r)| = p(lav, hej, r)

e S.(midt) <m : pu(lav’,hgj,r") = hej — lav’ = hgj — (midt + 1)
— hoj — ((lav + hej)/2 + 1) < hej — (lav + 1)
< hgj — lav = p(lav, hgj, r)
fordi lav < (lav + hgj)/2 nar lav < hgj

e m < S.(midt) : p(lav’,hgj’,7") = hgj’ —lav’ = midt — lav
= (lav + hgj)/2 — lav < hgj — lav = u(lav, hgj, r)
fordi (lav + hgj)/2 < hgj néar lav < hgj.
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2.4 Fletning

Vi betragter nu en anden problemstilling, hvis lgsning ogsa til en vis grad
kan “standardiseres”. Problemet bestar i at flette to ordnede fglger og kan
illustreres v.hj.a. fglgende eksempel. Fletningen af fglgerne

(3,5,9,10,15)
og
(1,5,8,13,13,16)

er fglgen
(1,3,5,5,8,9,10,13,13,15,16)

[ almindelighed er fletningen af to ordnede folger en ordnet fglge, som
indeholder praecis de elementer, der findes i de to fglger.

Vi betegner fletningen af folgerne f; og fo med
FLET(f1, f2)

Vi far nu fglgende algoritme for fletning, hvis idé er, at elementerne fra de
to fglger behandles ét for ét ved et symmetrisk sekventielt gennemlgb af de
to folger.

Algoritme: Fletning
Stimulans : f1, fo : £, ordnede fglger
Respons : f: E*, f = FLET(f1, f2)
Metode : f,g1,92 := A, f1, f2
do {f- FLET(g1,92) = FLET(f1, f2)}
G FEANG =\ =< Flyt, >
| g1 =AA g £\ o< Flyty >
| g1 £ ANgo # XN — if hd(g1)< hd(ge) =< Flyt; >
| hd(g1)> hd(ge) =< Flyty >
fi

od

hvor < Flyt; > og < Flyts > er som fglger

<L Flyty > is f, g1 := f - hd(g1),tl(g1)
< Flth > is fa g2 ‘= f : hd(92)7t1(92)

Vi overlader det til laeseren at argumentere for at algoritmen er korrekt
(argumentet bestar hovedsageligt i at observere, at invarianten er gyldig).
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Folgende TRINE program viser en konkretisering af algoritmen, hvor de ind-
gaende folger er lister af heltal. Sequence.tri indeholder Boxen Sequen-

ce(T) (jfr. afsnit 10.5 i [TRINE]).

Process Fletning

(* Programmet indlaeser to lister af heltal og kontrollerer
at de er ordnede i ikke-aftagende orden. Derefter flettes
de under anvendelse af flettealgoritmen. *)

(+ @"sequence.tri"

Box ISq
Sequence (Int)
end ISq

Proc Indlees[f: Vector]
(+ Proc check [vec: Vector] — (Bool)
(+ Var i:Int (*x Sggning efter i med vec.(i-1) > vec.(i) *)
i:=1
do i< |vec|—
if vec.(i-1) <wvec.(i) — i:=i+1
& true — return false
fi
od
return true
+)
end check

write("Liste: ")

read [{]

do —check[f] —
write(eol, "Om igen: ")
read [{]

od

+)
end Indlaes
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Var fy, f5: Vector

Indlees [f;]
Indlees [fo] (* f1 og {2 er ordnede *)
(+ Var {f, g1, g2:1Sq’ Seq

ISq’ Con [f] (Vector ())

[S5q’ Con [g1] (f1)

[Sq’ Con [gs] (f5)

do (* flettealgoritme *)

(ISq’Len[g;] >0) A (ISq’Len[gy] =0 ) — < Flytl >
| (ISq’Len[g;] =0) A (ISq’Len[gy] >0) — < Flyt2 >
| (ISq’Len[g;] >0) A (ISq’Len[gy] >0) —

if ISq’Ltop[g:] <ISq’Ltopl[gs] — < Flytl >

| ISq’Ltop[gi] >1Sq’Ltop [g2] — < Flyt2 >

fi
od
write(eol, "Resultat: ")
ISq’ Print [{]
+)
+)

end Fletning

where < Flytl > is
ISq’ Rpush [f] (ISq’ Ltop [g1]1)
ISq’ Lpop [g1]

where < Flyt2 > is
ISq’ Rpush [f] (ISq’ Ltop [g2])
ISq’ Lpop [g»]

Der findes en del algoritmer, som “naesten” er fletninger, dvs. de to fglger
gennemlgbes pa samme made som ovenfor, men det er ikke sikkert, at alt
kopieres “rat”. Her er flettealgoritmen ogsa nyttig, fordi det er nemt at
modificere den i det konkrete tilfaelde. Et eksempel er en algoritme, der
givet to ordnede fglger uden “dubletter” finder preecis de elementer, der
optreeder i dem begge. I dette tilfaelde skal algoritmen kun “producere”
noget, nar hovedet af de to folger er ens, og resten skal ignoreres.
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Process Snit

(* Programmet indlaeser to lister af heltal og kontrollerer
at de er ordnede i voksende orden. Derefter findes de
elementer der forekommer i dem begge. *)

(+ @"sequence.tri"

Box ISq
Sequence (Int)
end ISq

Proc Indlees[f: Vector]
(+ Proc check [vec: Vector] — (Bool)
(+ Var i:Int (*x Sggning efter i med vec.(i-1) > vec.(i) *)
i:=1
do i< |vec|—
if vec.(i-1) <vec.(i) — i:=i+1
ff true — return false
fi
od
return true
+)
end check

write("Liste: ")

read [{]

do —check[f] —
write(eol, "Om igen: ")
read [{]

od

+)
end Indlaes
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Var f;, f5: Vector

Indlees [f;]
Indlees [fo] (% f1 og f2 er voksende *)
(+ Var f, g1, g2:1Sq’ Seq

ISq’ Con [f] (Vector ())

[Sq’Con [gq] (f)

[Sq’ Con [go] (f5)

do (* flettealgoritme *)

(ISq’Len[g;]1 >0) A (ISq’Len[gs] =0 ) — < Flytl >
| (ISq’Len[g;] =0) A (ISq’Len[gy] >0) — < Flyt2 >
| (ISq’Len[g;] >0) A (ISq’Len[gy] >0) —

if ISq’ Ltop[g1] <ISq’Ltop[gs] — < Flytl >

| ISq’ Ltop [g1] > 1Sq’ Ltop [go] — < Flyt2 >

| ISq’Ltop [g1] =1Sq’Ltop[ge] — < Flyt12 >

fi

od
write( "Resultat: ")
ISq’ Print [f]
+)
+)

end Snit

where < Flytl > is
ISq’ Lpop [g1]

where < Flyt2 > is
ISq’ Lpop [go]

where < Flytl2 > is
ISq’ Rpush [f] (ISq’ Ltop [g11)
ISq’ Lpop [g1]
ISq’ Lpop [g-]
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2.5 Flytning

Som den sidste problemstilling i dette kapitel betragter vi diverse former
for omflytningsalgoritmer. En omflytningsalgoritme er karakteriseret ved,
at den manipulerer elementerne i en struktur v.hj.a. ombytninger, dvs. den
hverken fjerner eller tilfgjer elementer, men ngjes med at flytte rundt pa
dem. Den struktur, der er relevant for omflytningsalgoritmer er en liste
S, som indeholder elementer fra en ordnet maengde E, og som kun kan
manipuleres v.hj.a. fglgende operationer

S| : antal elementer i S

S.(7) : det i'te element i S

S.(i) < S.(j) :sammenligning af i’te og j’'te element i S
S.(i) :=: S.(j) : ombytning af i’te og j’'te element i S

De vigtigste eksempler pa omflytningsalgoritmer er sorteringsalgoritmer,
som pa grund af deres udbredte anvendelse i praksis er et af de omra-
der inden for datalogien, der har vaeret undersggt mest intenst. Vi skal i
dette afsnit ngjes med at betragte to af de simpleste og mest ligefremme
sorteringsmetoder samt en omflytningsalgoritme, der bl.a. kan bruges som
hjeelpeprocedure i en mere interessant sorteringsalgoritme.

Det fgrste eksempel er sakaldt indsettelsessortering, som kan beskrives
pa folgende made (i resten af dette afsnit betyder sorteret, at vektoren er
sorteret i ikke-aftagende orden)

Algoritme: Indsaettelsessortering
Stimulans: S: vektor
Respons : S: sorteret
Metode :7:=0
do {(5(0..7) er sorteret)A(0 < i < |S])}
i < |S| — <indseet S.(i) 1 5(0..7) >
=141

od

Det skulle veere klart, at hvis denne algoritme er gyldig, sa er den ogsa kor-
rekt. Selve indsaettelsen kan beskrives som en (baglaens) sggning (ledsaget
af en “skubning”) efter det sidste element i S(0..7), som er mindre end eller
lig med S.(7). Dette kan gores pa folgende made.
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Algoritme : Indseettelsessortering
Stimulans: S: vektor
Respons : S: sorteret
Metode :17:=0
do {(5(0..7) er sorteret) A(0 <i < |S|)}
i < |S|— j, fortset ;=i — 1,true
do {sggning efter j : S.(j) < S.(j +1)}
(0 < j) A fortseet — if S.(j) < S.(j + )—>fortsae := false
| 5.()>5.0G+1) = 5()=50G+1)
g:=7—1

fi
od
1=14+1
od

Det andet eksempel pa sortering er udvalgssortering, som kan beskrives
som fglger.

Algoritme : Udvalgssortering

Stimulans : S: vektor

Respons : S: sorteret

Metode : i:=0

do {(5(0..i) er sorteret) A (S(0..i) < S(i..|S]) A (0 <i < |S|)}
i < |S| — <find det mindste element i S(i..|S]) og

ombyt det med S.(7) >
=141

od

Vi overlader det til leeseren at skrive <find det mindste ...>>, og ngjes
med at pege pa, at uligheden S(0..7) < S(i..|S|) betyder, at alle elementer
i S(0..i) er mindre end eller lig med alle elementer i S(i..|S]).!

Det sidste eksempel pa omflytning er en algoritme, som deler en vektor i
to dele pa en sadan made, at alle elementer i den nedre del er mindre eller
lig med en veerdi e, og alle elementer i den gvre del er stgrre end eller lig
med e. Udover at foretage omflytningen, giver algoritmen ogsa besked om,
hvor delepunktet ligger.

Algoritmen ser ud som fglger.

'Den preecise betydning af S(0..7) < S(i..|S|) er Vj € 0.5 : (Vk € i..|S| : S.(j) < S.(k)).



22 2 ELEMENTARE ALGORITMER

Algoritme : Opdel
Stimulans : S, e: S vektor, e element
Respons : S;7: (0 <r <|S|)A(S(0..r) <e < S(r.]S))
Metode : lav,hgj:=0,|S|
do {(5(0..lav) < e < S(hgj..|S])) A (0 <lav < hgj < |S])}
lav < hgj —if S.(lav) <e — lav:=lav+1
| S.(hoj — 1) <e < S.(lav) = S.(lav) :=: S.(hgj — 1)
lav, hgj := lav + 1, hgj — 1
| e < S.(hgj — 1) — hgj :=hgj — 1
fi

od

r:=lav

Vi kan illustrere invarianten for algoritmen v.hj.a. fglgende tegning

elementer<e elementer>e
S:
A A
lav hgj

Det skulle veere nemt at se, at algoritmen er gyldig. Laeseren opfordres til
at overbevise sig om, at den ogsa er korrekt.
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3 Kompleksitet

I de foregaende kapitler har vi beskaftiget os med de kvalitative aspek-
ter af programmering, dvs. spgrgsmal som korrekthed og simpelhed i de
anvendte algoritmer. Algoritmer har som bekendt ogsa kvantitative aspek-
ter, som det er ngdvendigt at beskeeftige sig med, og blandt disse er fgrst
og fremmest spgrgsmalet om, hvor lang tid det tager at udfgre dem. Selv
om moderne datamater er sserdeles hurtige, er der en mangfoldighed af
problemer, hvor det er afggrende, at det program, der lgser problemet,
er effektivt. Der er naturligvis mange eksempler pa sadanne programmer,
blandt hvilke sakaldte realtidsprogrammer er nogen af de bedste. Et sadant
program har til formal at reagere pa pavirkninger inden for en bestemt
maksimal tid, og det er steerkt generende, maske ligefrem meningslgst, hvis
det ikke sker. Et eksempel pa et meningslgst program af denne type er et
lgnudbetalingssystem for ugelgnnede, som bruger en maned pa at gennem-
fore de ngdvendige beregninger, eller (maske mere realistisk) en simulator
til treening af piloter, som er flere minutter om at beregne konsekvenser-
ne af en pilotreaktion, hvis resultat indfinder sig pa sekunder i en rigtig
flyvemaskine.

Omend programmers pladsforbrug ofte er lige sa afggrende en faktor som
deres tidsforbrug, skal vi i dette afsnit indskreenke os til at betragte sidst-
navnte. Vi definerer tidskompleksiteten af et program eller en algoritme,
som det antal primitive operationer, der udferes fra programmet (eller al-
goritmen) startes i en eller anden starttilstand og til det standser (hvis det
da overhovedet standser).

Ved en primitiv operation vil vi forsta en operation, som med rimelighed
kan siges at udggre en tidsmeessig enhed, nar et program afvikles pa en da-
tamaskine. Der er flere muligheder for at leegge sig fast pa en sadan enhed,
men det viser sig (jfr. kapitel 17 i [TRINE]), at disse alle mere eller min-
dre svarer til at definere en primitiv operation som en laesning, skrivning
eller kopiering af enten en simpel verdi eller af en reference til en variabel
(standardveerdier og pointerveerdier opfattes i denne sammenhaeng ogsa
som simple veerdier). Tidskompleksiteten af f.eks. et TRINE program defi-
neres saledes som det samlede antal laesninger, skrivninger og kopieringer
af standardvaerdier, pointerveerdier, veerdier fra Unit, Int, Bool, Char, Real
eller af variabelreferencer under programmets udfgrelse.
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At opgere denne tidskompleksitet eksakt er imidlertid, selv for sma pro-
grammer, en overveeldende sag, og vi skal derfor indskraenke os til at be-
tragte dens stgrrelsesorden. Betimeligheden heraf er der argumenteret ind-
gaende for i bl.a. [Bentley] — her skal vi praecisere den notation, der bruges
til at tale om stgrrelsesordener, ligesom vi skal se lidt pa teknikker til at
vurdere tidskompleksitet.

3.1 Notation for stgrrelsesorden

[ det folgende betegner IRy (IR) de ikke-negative (positive) reelle tal. Vi
betragter funktioner af formen

f : INy — IR
og definerer for en vilkarlig sddan funktion fglgende klasse af funktioner
O(f)={9:INg » Ry | Fk € R ,ng € IN :VYn>ng:g(n) < kf(n)}

O(f) er klassen af funktioner, der asymptotisk (dvs. for store veerdier af n)
er opadtil begraenset af f “pansger en konstant faktor”. Fglgende er eksemp-
ler pa anvendelse af notationen

4n® + 3n — 13 € O(n?)
sn++/n € 0(n)

35n +n(y/n+7) € O(n?)
2" +4nt € O(2")

Det er klart, at vi altid vil veere interesseret i at angive den mindst mulige
begraensende funktion. I den forbindelse skal vi lejlighedsvis ogsa anven-
de felgende notation, som i analogi med O(f) angiver funktioner, der er
nedadtil begraenset.

Qf):{g: Ny > Ry | Ik € Ry,ng € IN :¥n>ng:g(n) > kf(n)}

Vi kan ogsa tale om klassen af funktioner, der begreenses af f fra begge
sider

O(f) = O(f) N Q(f)
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Vi skal ikke beskaeftige os saerlig meget med regneregler for disse funktions-
klasser, men fglgende er nyttige at kende.

Lad g1 € O(f1),92 € O(f2). Der geelder da

e kg € O(fy) for alle k >0
®g1-92 € O(f1- fo)

® g1+ €O0(fi+ f2)

e f1€0(f2) = g1 € O(f2)

3.2 Definition af tidskompleksitet

Det fremgar af indledningen, at nar tidskompleksiteten af et program eller
en algoritme skal vurderes, skal man vurdere antallet af simple veerdier og
referencer, der “behandles” under programmets (algoritmens) udfgrelse.
Det er nemt at indse, at denne “behandling” sker i forbindelse med

tilordningssaetninger
betingelser
kommunikationsseetninger
procedurekald
variabelerklaeringer

Vi vil derfor veere godt hjulpet med at analysere omkostningerne for hver
af disse programelementer. Her kan der veere variationer fra sprog til sprog,
og felgende diskussion handler derfor om TRINE.

TRINE’s implementation pa en fysisk datamat er beskrevet i kapitel 17
i [TRINE], og der er her argumenteret for at det vi er interesseret i, er
summen af stgrrelserne af de veerdier, der udregnes under afviklingen af
programmet, eller algoritmen. Stgrrelsen af en TRINE vaerdi defineres som

folger (jfr. igen [TRINE])

e stgrrelsen af en simpel veerdi er 1

e storrelsen af en sekvens er 2 + summen af stgrrelserne af dens ele-
menter
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Folgende eksempler illustrerer denne definition

o stgrrelsen af Int-konstanten 17 er 1
e storrelsen af List-konstanten Vector (0/100) er 102
e storrelsen af Prod-konstanten Point(7,0) er 4

e storrelsen af Sum-konstanten Res(x:7) er 4

Baseret pa dette stgrrelsesmal, og pa den tidligere naevnte rimelighed af at
betragte manipulation af en simpel veerdi eller reference som en primitiv
operation, kan vi nu praecisere tidskompleksiteten af et TRINE program
eller algoritme pa fglgende made.

Tidskompleksiteten af et program (en algoritme) i TRINE er
summen af stgrrelserne af de veerdier, der udregnes under
udfgrelsen af programmet (algoritmen) med en starttilstand,
der opfylder stimulanspraedikatet. Safremt der findes flere
sadanne udfgrelser, er tidskompleksiteten maksimum over
samtlige udfgrelser af summen af stgrrelserne.

3.3 Direkte analyse

Vi betragter nu nogle eksempler pa vurdering af tidskompleksitet. Af be-
kvemmelighedsarsager skal vi benytte notationen T[A] til at angive tids-
kompleksiteten af algoritmen (programmet A).

Betragt algoritmen til potensoplgftning fra side 10.

Algoritme : Lineser potensoplgftning
Stimulans : n,p:p >0
Respons : r:r=nP
Metode : r,q:=1,p
do {r xn? =n’}
qg#+0—=>r,q:=r*xn,qg—1
od
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Det er klart, at alle vaerdier, der udregnes under udfgrelse af denne algo-
ritme, har stgrrelse 1, og da lgkken gennemlgbes p gange, fglger det at

T'[Lineger potensoplgftning] € O(p)

Det er ogsa klart, at af de to stimulans-variabler til Lineser potensoplgft-
ning, n og p, er det p der betyder noget for kompleksiteten, medens veerdien
af n er ligegyldig. I sadanne situationer skal vi fremhaeve denne afhaengig-
hed eksplicit ved at tilfgje den relevante parameter til T[] pa felgende
made

T'[Linezer potensoploftning](p) € O(p)

Betragt nu som et andet eksempel pa denne parametrisering fglgende al-
goritmestump

A =1
do

1<n— j5:=1

do

1<i—j3:=7+1 }A2
od
1 =141

od

Det er klart, at kompleksiteten af A; athaenger af n, og at kompleksiteten
af As afheenger af i. Dette kan tydeligggres pa folgende made. Det er klart
at der findes en konstant ki, sa

T[A1](n) < kyxn+ T[A)(1) + -+ + T[A2](n)
og der findes ogsa en konstant ko
T[A](3) < ko x i

men sa er

T[A](n) < kl*n—l—k2*2i
i=1
< kl*n+k2*n2
c O(n?
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Antag nu, at tilordningsseetningen i := 1+ 1 erstattes af ssetningen ¢ := 2:xi.
I sa fald udfgres der et antal iterationer i den yderste do-satning, der er
lig med det antal gange man skal multiplicere 1 med 2 for “at nd” n, dvs.
log(n) gange?. Vi far da

T[[Al]] ~ T[[Agﬂ(l) + ...+ T[[A2]](2log(n))
14+... +20 4. .. 4 2lsm

Q

l
DO
3

€ O(n)

hvor vi har brugt ~ til at angive, at vi regner med de tilnszermelser O(-)
tillader.

Vi kan praecisere denne brug af parametre i kompleksitetsmalet pa fglgende
made. Hvis A er en (stump af) en algoritme, betegner vi med

Al (n)

tidskompleksiteten af A, nar algoritmen startes i en tilstand, der er be-
stemt af den karakteristiske parameter n. Mere preecist skal der geelde, at
T[A](n) skal veere den mindste gvre graense for summen af stgrrelserne af
de veerdier, der udregnes under udfgrelser, der starter i tilstande, som er
karakteriseret af n. Vi skal ikke forsgge at formalisere hvad det i alminde-
lighed betyder, at en tilstand er karakteriseret af en parameter, idet dette
vil blive preeciseret i hvert enkelt tilfaelde. I de fleste tilfeelde angiver n
veerdien af en af algoritmens variabler (som p og ¢ ovenfor), og i sa fald
karakteriserer den enhver tilstand i hvilken den pageeldende variabel har
veerdien n.

Det skal understreges, at kompleksitetsmélet er pessimistisk, idet T'[A](n)
dominerer tidskompleksiteten for alle udforsler af A i alle starttilstande, der
karakteriseres af n. Dette kompleksitetsmal kaldes ogsa worst-case kom-
pleksitet, fordi det giver udfgrelsestiden for den veerst taenkelige beregning.
Et alternativt kompleksitetsmal er gennemsnitlig tidskompleksitet, hvor
man under mere eller mindre realistiske antagelser om fordelingen af data,

2Alle logaritmer i disse noter har, med mindre andet naevnes eksplicit, grundtal 2, dvs.
log(n) = log, (n).
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udregner det forventede antal primitive operationer, der udfgres i en bereg-
ning. Vi skal dog hovedsageligt interessere os for worst-case kompleksitet.

3.4 Analyse af nogle konkrete algoritmer
Vi anfgrer nu et antal eksempler pa simple analyser af nogle af algoritmerne
fra de foregaende afsnit.

I algoritmen Logaritmisk potensoplgftning er det igen klart, at alle fore-
kommende veerdier har stgrrelse 1, hvorfor vi kan vurdere dens tidskom-
pleksitet ved antallet af iterationer i do-lgkken. Her er det nemt at se, at
variablen ¢ halveres mindst hver anden gang lgkken gennemlgbes, hvorfor
antallet af iterationer ligger mellem log(p) og 2log(p). Altsa geelder der

T'[Logaritmisk potensopleftning](p) € ©(log(p))
[ algoritmen Binger sggning side 14 sker der en halvering af leengden af sg-
geintervallet i hver iteration, hvorfor vi igen har (n er antallet af elementer
i sggedomeenet)

T'[Bineer sggning](n) € O(log(n))

For algoritmen Indsaettelsessortering side 21 geelder der (n er leengden af
w og “sggning” angiver den inderste do-lgkke).

T'[Indsaettelsessortering](n) = Z T[segning] (1)
i=1

c Zou)
= 0(n’)

Vi viser nu, at disse graenser er “skarpe”; dvs. at man kan erstatte O med
O. For Indsaettelsessortering skal vi altsa vise, at

(*)  T[Indseettelsessortering](n) € Q(n?)
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Iflg. definitionen pa tidskompleksitet skal vi finde en starttilstand for algo-
ritmen, som er karakteriseret af n, og hvor der under udfgrelsen udregnes
af storrelsesordenen n? (simple) veerdier. Da n betegner leengder af S, skal
vi finde en liste af leengde n, for hvilken algoritmens udfgrelsestid er ca. n?.
Men det er en simpel sag at indse, at indseettelsessortering af den omvendt

sorterede liste

S=(nn—-—1n-2,...,2,1)

(n—1)%n

involverer ombytninger, og derfor er det klart, at (*) er opfyldt.

Det overlades til leeseren pa tilsvarende made at vise, at

T[Udvalgssortering](n) € Q(n?)

3.5 Analyse af en binser teeller

I dette afsnit vil vi analysere en algoritme, der simulerer optelling i et
teelleregister R, der svarer til en biner kilometerteeller. Vi vil benytte en
metode til vurdering af tidskompleksitet, som kan give skarpere analyser
end “lige ud ad landevejen” regningerne fra de foregaende afsnit. Metoden
bestar i en slags debet-kredit regnskab, og vil i kapitel 9 blive formaliseret
og generaliseret.

Algoritme: Opteclling
Stimulans : n:n >0
Respons : R : R er den binsre repraesentation af n
Metode : i, R:= 0, Vector( )
do {R er den bingre reprasentation af i og (0 < i < n)}
1<n—p:=0
do (p <|R|) A (R.(p) =1) =
R.(p),p:=0,p+1
od
if p=|R| - R := R+ +Vector(0) fi
R.(p) =1
=1+ 1

od
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Hvis f.eks. n har veerdien 14, vil algoritmen standse med folgende veerdi

for R
R=1(0,1,1,1)

hvilket passer med, at den bingere repraesentation af 14 er 1110.

En grov analyse af algoritmen giver, at den yderste do-lgkke gennemlgbes
praecis n gange. For hvert gennemlgb

e udfgres der hgjst |R| gennemlgb af den inderste do-lpkke
e udfgres seetningen R := R + +Vector(0) eventuelt.

Da R := R + +Vector(0) er den eneste s@tning i algoritmen, hvor der
udregnes en veerdi hvis stgrrelse er forskellig fra 1, og da denne stgrrelse er
|R| + 1, er det klart at

T[Opteelling](n) € O(nlog(n))

idet | R| hojst kan blive log(n).

M.h.t. den “dyre” seetning R := R+ +Vector(0) er dette imidlertid alt for
pessimistisk, fordi den faktisk udfgres ret sjeeldent. Man kan godt udregne
hvor sjeeldent, men tilbage star stadig at estimere det samlede antal gen-
nemlgb af den inderste do-lgkke. Her anvender vi nu debet-kredit teknikken
pa felgende made.

Vi vedtager, at det koster 1 krone hver gang vi ser pa et element i R, og
at det koster |R| kroner, hver gang R udvides (ved udfgrelse af ssetningen
R := R+ +Vector(0)). Vi kan nu “finansiere” hele algoritmen ved for hver
opteelling at betale 2 kroner samt ved for hver forlengelse af R at lane |R|
kroner.

De 2 kroner der betales for hver optealling er nemlig tilstraekkelige til at
overholde felgende bogforings-invariant:

“Hvert element i R med veerdi 1 er i besiddelse af 1 krone.”

Dette indses ved at observere, at en optelling bestar i at gennemlgbe et
antal elementer i R, der alle har vaerdien 1, indtil man nar et 0. 1’erne saettes
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til 0 og 0’et til 1. Hvis nu R allerede overholder bogfgringsinvarianten, kan
alle 1’erne selv betale prisen for at besgge dem. De 2 kroner kan sa bruges
til dels at betale for at besgge 0’et, og dels til at give denne (som jo nu bliver
en 1’er) den krone, den skal have for at overholde bogfgringsinvarianten.

Nar algoritmen standser, har de samlede udgifter vaeret

° 2n kroner for opteellingerne
° den geeld der er opbygget i forbindelse med forleengelserne
af R.

R er imidlertid vokset med 1 element ad gangen, fra laeengde 0 op til slut-
veerdien log(n), hvorfor geelden andrager

log(n)

Z i | ~log(n)?

1=1

De samlede udgifter belgber sig da til ~ 2n + log(n)? kroner, og da an-
tallet af kroner er proportionalt med summen af de udregnede vaerdier, er
tidskompleksiteten givet ved

T[Opteelling](n) € O(n)

dvs. algoritmen er linezer.

Det skal understreges, at denne bogfgringsinvariant er en teenkt invariant,
som kun anvendes i forbindelse med analysen, og som ikke direkte har
noget at ggre med invarianter der anvendes til korrekthedsargumenter.

3.6 Tidskompleksitet af procedurer

I dette og naeste afsnit vil vi se pa teknikker til at vurdere tidskomplek-
siteten af procedurer. Vi starter med ikke-rekursive procedurer.

Hvis P er en procedure, betegner vi med

T[proc P](n)



3.6 Tidskompleksitet af procedurer 33

tidskompleksiteten af at udfgre P’s krop?®, startende i en tilstand, der er
karakteriseret af n.

Betragt som fgrste eksempel fglgende to procedurer til binser spgning (jfr.
side 14), hvor det antages at argumentet S er en ordnet liste af leengde n.

Proc Bineer; (S: Vector, m: Int) — (Int)
(+ Var lav, hgj, midt: Int
lav, hgj:=0, | S|
do lav<hgj —
midt : = (lav+hgj) /2
if S.(midt) =m — return midt
| S.(midt) <m — lav:=midt+1
| m<S.(midt) — hgj:=midt
fi
od
return 7-Int
+)
end Bineser;

Proc Binaery [S: Vector] (m: Int) — (Int)
(+ Var lav, hgj, midt: Int
lav, hgj:=0, | S|
do lav<hgj —
midt : = (lav+hgj) /2
if S.(midt) =m — return midt
| S.(midt) <m — lav:=midt+1
| m<S.(midt) — hgj:=midt
fi
od
return 7-Int
+)

end Bineers
Det fglger af analysen af Binaer sggning, at

T[proc Biner](n) = T'[proc Bingrs](n) € O(log(n))

30mkostningerne ved parametermanipulation taelles altsa ikke med her.
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Hvis vi derimod ser pa kompleksiteten af kaldene
Bineer; (S, x) og Bineers[S](x)

er der forskel, fordi der gaelder

T[Bineer;(S,x)] = |S|+ T[proc Binaer{](|S|) € O(|S])
T'[Bingers[S] ()] 1 + T'[proc Binaers](|S]) € O(log(]S)))

Q

Dette skyldes, at for en verdiparameter (S) er det som bekendt selve vaerdi-
en (af sterrelse |S|) der skal udregnes, medens det for referenceparameteren

[S] kun er referencen til den relevante variabel (af stgrrelse 1), der skal fin-
des.

Vi ser altsa et eksempel pa, hvordan en uhensigtsmaessig parametermeka-
nisme kan “gdeleegge” en effektiv spgemetode.

3.7 Tidskompleksitet af rekursive procedurer

Nar procedurer er rekursive, kan vi ikke udregne deres tidskompleksitet helt
pa samme made som ovenfor. Betragt som eksempel fglgende to procedurer,
som spejler en liste L. Ideen i begge procedurer er, at der er fglgende
sammenhseng mellem L og dens spejlbillede L (7 er en vilkarlig veerdi med
0 <i<|L).

0 i—1 L] —1

Man kan spejle L ved at dele den i to, spejle hver del for sig og saette dem
sammen i omvendt rackkefglge — eller udtrykt mere kompakt

L

P e N

L= L(i..|L]) + +L(0..1)

Forskellen pa de to procedurer er valget af ¢
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Type liste = List (Char)

Proc Reverse; [L: liste]
(+ Var hlp: liste

if |[L|>1—
hlp, L:=L(0.. 1), L..|L D
Reverse; [L]
L:=L++hlp

fi

+)

end Reverse;

Proc Reverse, [L: liste]
(+ Var hlp: liste

if |[L|>1—
hlp, L:=L(0..|L|/2), L (JL|/2..]L])
Reverse, [hlp]
Reversey [L]
L:=L++hlp
fi

+)

end Reverse

Da begge procedurer er rekursive, resulterer deres analyse i rekursionslig-
ninger pa folgende made. For Reverse; gaelder der, idet n betegner laengden
af parameteren L,

T[proc Reverse (1) € O(1)
n + T[Reversei[L]][(n — 1) + n
n + T[proc Reverse;|(n — 1)

Q

T[proc Reverse;](n)

Q

hvilket folger af, at storrelsen af veerdierne af L(1..|L|) og L++liste(hlp)
begge tilhgrer O(n).

Det er nemt at se, at lgsningen til denne rekursionsligning er
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T'[proc Reversei](n) € ZO(Z)

For proceduren Reverse, geelder der fplgende analyse (for n > 1)

T[proc Reverses](n) ~ n+
T[Reverses|hip]] (g)
)

T[Reverses|L ]]](g +

n

2(n + T[proc Reverse,] (g))

Q

Q

2(n + 2(

A -

2 4

log n
= 2(n+n+...+n)
€ O(nlog(n))

+2( +...4+2(1)...)))

idet n “hgjst kan halveres log(n) gange”. Bemaerk, at det folger af analysen,
at for store vaerdier af n er Reverses vaesentlig mere effektiv end Reverse;
(der er stor forskel pa n? og nlog(n), nar n er stor). Det kan altsi betale sig
at opdele problemet i to problemer, som hver er af halv stgrrelse, i stedet
for at dele det i et stort og et lille.

Lad os for god ordens skyld ogsa analysere proceduren KochLine fra afsnit
12.3 i [TRINE]. Idet den karakteristiske parameter denne gang er ordenen
af den kurve der skal tegnes, skulle det veere klart, at vi far fglgende ligning

T[KochLine(n, r,1)] =~ T[proc KochLine](n)

samt at
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T[proc KochLine](0) € O(1)
T[proc KochLine](n) =~ 4 x T[proc KochLine](n — 1)

hvilket giver at

T'[proc KochLine](n) € O(4")

37
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4 Specifikationer

Nar algoritmer opbygges v.hj.a. ubestemte stumper, herunder nar der op-
treeder procedurer i algoritmerne, bliver der behov for at fa egenskaber ved
sadanne ubestemte stumper ind i korrekthedsbeviserne.

Betragt som eksempel fglgende situation, hvor K er en maengde af elemen-
ter af en eller anden type F.

Algoritme: Permutation
Stimulans: f: List(E), Vi,j € 0..|f] : f.(4) # f.(4)
Respons : f: permutation af listen
Metode : K,i:=10,0
doi<|f|—>ei:==f(i),i+1
Lindsaet e i K >

od

1:=0

do i < |f| — <udvaelg e fra K >
<fjern e fra K >
f(i),i:=ei+1

od

Hvis vi skal vise, at denne algoritme er korrekt, er det klart, at vi skal
bruge stumpernes egenskaber. Disse udtrykker vi nu v.hj.a. specifikationer
pa folgende made

(*) <indset e i K > sat K' = K U {e}

sat er en forkortelse for satisfies og angiver, at stumpen <indsaet e i K >
opfylder udsagnet K' = K U {e}. Dette udsagn adskiller sig fra de udsagn
vi hidtil har beskaeftiget os med ved at indeholde savel maerkede (K') som
umerkede (K e) variabelnavne. Meningen er den samme som i [TRINE,
kap. 8], at de umeerkede (merkede) navne refererer til variablernes veerdier
for (efter) udferelsen af stumpen. (*) siger sdledes, at veerdien af variablen
K efter udfgrelsen er lig med foreningsmeengden af {e} og veerdien af K
for kaldet.

Specifikationen af <fjern e fra K > er analog, hvorimod <udvalg e fra
K > har udseendet
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<udveelg e fra K > sat K #0) — (¢ € K) AN (K' = K)

Her har vi tilfgjet en betingelse (K # ), som angiver under hvilke om-
steendigheder det giver mening at udfgre stumpen.

Vi angiver nu den preaecise betydning af en specifikation. En sadan er i
almindelighed af formen

(**) < Stump> sat P — U

hvor der gaelder, at P kun indeholder umaerkede variabelnavne og U (kan)
indeholde savel umaerkede som meaerkede navne. Vi kalder U et blandet
udsagn.

I afsnit 2.1 blev det defineret, at en tilstand o opfylder et praedikat U,
hvis U (som jo er en logisk funktion) udregnet i tilstanden o, har veerdien
t. I analogi hermed definerer vi, at et par af tilstande (o, c’) opfylder et
blandet praedikat U, hvis U har vaerdien t, nar det udregnes i tilstandene o
og o', hvilket mere praecist betyder, at umeerkede (maerkede) variabelnavne
refererer til o (o).

Den formelle betydning af specifikationen (**) er nu som fglger

For enhver tilstand o som opfylder P galder, at enhver
udfgrelse af <Stump> med o som starttilstand ter-
minerer, og for enhver sluttilstand o’ geelder, at (o, 0")
opfylder U.

Med denne definition skulle det veere klart, at
<LStump> sat P — U

mekanismen ligger meget teet pa den hidtidige algoritmespecifikationsme-
kanisme. Ved at betragte definitionen pa korrekthed af en algoritme side 9,
er det nemt at se, at en algoritme af formen

Algoritme: Noget
Stimulans : P
Respons U

Metode : <Noget>>

er korrekt hvis og kun hvis der gaelder
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<Noget> sat P — U’

hvor U’ er identisk med U bortset fra, at alle variabelnavne er blevet maer-
ket.

Specifikationernes teknik til at udtale sig om sammenhaengen mellem vaer-
dierne af variabler fgr og efter udfgrelsen af algoritmestumper muligggr
opstillingen af fglgende bevisprincip, der giver grundlaget for savel kon-
struktion som korrekthedsbeviser for den type algoritmer, vi har beskaefti-
get os med i de foregaende to kapitler. Her er z = x4, ..., x, programmets
variabler, I er invarianten og p termineringsfunktionen.

Bevisprincip for do-satninger
Hvis der for saetningen
do B —-< Krop > od
geelder
< Krop > sat (B(z) A(z)) = 1(Z') A (u(z) > p(x') > 0)
sa geelder der ogsa

do B —< Krop > od sat I(z) — I(Z') AN ~B(Z')

Preaecis ligesom vi udtrykker ubestemte stumpers egenskaber ved specifika-
tioner, kan vi ogsa udtrykke egenskaber ved procedurer. Dette beskrives
narmere i kapitel 10.
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5 Stakke og kdger

I dette og de folgende tre kapitler ser vi pa de mest fundamentale data-
strukturer.

Vi minder om, at en datatype er defineret til at veere en vaerdimaengde, der
er udstyret med en samling karakteristiske vaerdi- og variabeludtryk.

En datastruktur vil vi i denne sammenhaeng definere til at vaere en konkret
implementation af en abstrakt datatype. Forskellige datastrukturer for den
samme datatype vil fore til forskellige effektivitetsegenskaber.

I adskillige tilfeelde vil vi observere, at de indlysende implementationer
giver lineere udfgrelsestider, men at vi ved at introducere trestrukturer
kan opna logaritmiske tider.

I kapitel 2 er der vist et eksempel pa anvendelsen af en abstraktionsfunk-
tion («), der forbinder veerdien af en konkret variabel i en algoritme (r)
med dens abstrakte betydning (en meengde, der evt. kan veere tom). Vi har
i princippet ogsa brug for abstraktionsfunktioner nar vi angiver specifika-
tioner af datstrukturernes operationer men af hensyn til at holde symbol-
meaengden under kontrol vil disse kun forekomme implicit i det fglgende.
En specifikation som

Insert|[P](z) sat P' = PU{z}
skal saledes leeses som
Insert[P](z) sat «(P') = «a(P)U{a(x)}

Denne oversaettelse er altid entydig, da programvariabler kun giver mening
i abstraheret form (dvs. som argument til «) til hgjre for sat.

5.1 Stakke

Vi er givet en elementtype E. En stak over E er en datatype, hvis veerdi-
maengde er fglger af F-veerdier. Lad S veere en stakvariabel, og lad x vaere
af type E. Sa har stakken fglgende udtryk
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Init[S] sat S’ = ()
Push[S](z) sat S = (ep,e1,...,e,1) = S = (eg,e1,...,60-1,7)
Pop[S,z] sat (S = (e, e1,...,en1)) A(n>0)—

Empty][S]

(S" = (eg,e1,...,en2)) A (2 =e, 1)
sat (' = 5) A (Empty’ = (5 = ())

En stak med fast gvre stgrrelse kan implementeres ved hjeelp af en liste, sa
alle operationer finder sted i optimal tid. En polybox, der implementerer

en stak med plads til NV elementer, ser ud som fglger

Box S(Element)
Type Elist = List (Element)
Type Stack =Prod (high: Int, data: Elist)

Proc Init [S: Stack] (n: Int)
S:=Stack (0, Elist (?-Element | n))
end Init

Proc Push[S: Stack] (x: Element)
if S.high<| S.data | —
S.data. (S.high) :=x
S.high:=S.high+1
fi
end Push

Proc Pop [S: Stack, x: Element]
if S.high>0 —
S.high:=S.high-1
x:=95.data. (S.high)
fi
end Pop

Proc Empty [S: Stack] — (Bool)
return S.high=0
end Empty
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end S

Vi far med denne datastruktur felgende kompleksiteter

T[Init[S](N)] € O(N)
T[Push[S](z)] € O(1)
T[Pop[S](z)] € O(1)
T[Empty[S]] € O(1)

5.2 Koger

En kg over en elementtype E er en datatype, hvis veerdimeengde er fglger
af F-veerdier. Lad () veere en kgvariabel, og lad = veere af type E. Sa har
kgen fglgende udtryk

Init[Q] sat Q' = ()
Enter[Q](z) sat Q = (ep,e1,...,en1) = Q = (eg,€1,...,€4-1,T)
Remove|Q, z] sat (Q = (ep,e1,...,6,-1)) A(n>0) —
(Q = (e1,...,en 1)) A (2 = ¢e)
Empty[Q] sat (Q' = Q) A (Empty’ = (Q = ()))

En kg med fast gvre stgrrelse kan implementeres ved hjelp af en cyklisk
liste, sa alle operationer finder sted i optimal tid. En polybox, der imple-
menterer en kg med plads til N elementer, ser ud som fglger.
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Box Q(Element)
Type Elist = List (Element)
Type Queue = Prod (low, high, size: Int, data: Elist)

Proc Init [Q: Queue] (n: Int)
Q:=Queue(0, 0, 0, Elist (7-Element | n))
end Init

Proc Enter [Q: Queue] (x: Element)
if Q.size<| Q.data | —
Q.data. (Q.high) :=x
Q.high: = (Q.high+1) mod | Q.data |
Q.size:=Q.size+1
fi
end Enter

Proc Remove [Q: Queue, x: Element]
if QQ.size>0 —
x:=Q.data. (Q.low)
Q.size:=Q.size-1
Q.low:= (Q.low+1) mod | Q.data |
fi

end Remove

Proc Empty [Q: Queue] — (Bool)
return Q.size=0

end Empty
end Q)

Vi far med denne datastruktur fglgende kompleksiteter

T[Init[Q](N)] € O(N)
T[Enter[Q](z)] € O(1)
T[Leave[Q,z]] € O(1)
T[Empty[Q]] € O)
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5.3 Implementationsovervejelser

Hvis vi ikke gnsker at (eller ikke kan) angive den maksimale stgrrelse,
sa kan stakke og kger implementeres ved hjeelp af pointere, sa samtlige
operationer far udfgrelsestider i O(1). Vi viser implementationen af en stak

Box S (Element)
Type Stack = Pointer (Node)
Type Node = Prod (first: Element, next: Stack)

Proc Init [S: Stack]
S:=nil
end Init

Proc Push[S: Stack] (x: Element)
S:=Stack (Node(x, S))
end Push

Proc Pop [S: Stack, x: Element]
if S # nil —
x:=ref (S) first
S:=ref(S) .next
fi
end Pop

Proc Empty [S: Stack] — (Bool)
return S =nil

end Empty
end S

5.4 En anvendelse: beregning af postfix udtryk

Regneudtryk kan skrives pa andre mader end med operatoren imellem
argumenterne. I de sakaldte postfix udtryk skrives begge argumenterne for
operatoren. Dette kendes blandt andet fra HP-lommeregnere, og kaldes
ogsa for omwendt polsk notation. Postfix udtryk har den fordel, at man
aldrig far brug for parenteser. Fx vil regneudtrykket (2+3)*7-4 i postfix
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notation skrives som 2 3 + 7 * 4 -. Fglgende program benytter en stak
af heltal til at beregne veerdien angivet af et postfix udtryk; vi antager for
simpelheds skyld, at talkonstanter kun har et enkelt ciffer.

Process Postfix
(+ Q"stack.tri"

Box R
S(Int)
end R

Var T: Text
Var Z: R’ Stack

R’ Init [Z]
read [T]
(+ Var i, r: Int
i:=0
do i<|T|—
if 70’ <T.(1) <°9” — R’Push[Z] (ci(T.(1))-ci(’0’))
& true —
(+ Var x, y: Int
R’Pop[Z, y]
R’Pop[Z, x]
if T.(i) =’*> — R’Push[Z] (x*y)
| T.(i) =’+> — R’Push[Z] (x+y)
| T.(i) =’-> — R’Push[Z] (x-y)
| T.(1) =’/> — R’Push[Z] (x/y)
fi
+)
fi
i:=i+1
od
R’Pop[Z, r]
write (r)
+)
+)

end Postfix
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6 Prioritetskger

Vi er givet en elementtype FE, hvis vaerdier har en total ordning C. En
prioritetskg over E er en datatype, hvis veerdimeengde bestar af endelige
multimeengder af veerdier af type F.

En multimengde er ligesom en maengde, bortset fra at den kan indeholde
gentagelser af elementer.

Lad P veere en prioritetskgvariabel, og = af type E. Sa skal prioritetskgen
have fglgende operationer

Init[P] sat P’ =)
Empty[P] sat (P'= P) A (Empty’ = (P =0))
Insert|[P](z) sat P' = PU{z}
DeleteMin[P, z] sat P # () —
(' eP)N(P'=P—{2'}) N(Na€P:2'C a)

Vi kan taenke pa dette som en “udemokratisk” kg, hvor ankomster er vil-
karlige, men hvor man altid lader den “fineste” ventende forlade kgen fgrst.

Prioritetskgen omfatter flere andre datatyper. Man kan fa en almindelig
stak over E ved at knytte tidsinformation til elementerne og definere e; C
€9, hvis e; ankom efter e;. Omvendt kan man konstruere en kg ved pa
tilsvarende made at definere e; C eo, hvis e; ankom for es.

Vi ved, at disse to specialtilfzelde kan implementeres optimalt ved hjeelp
af lister. I det generelle tilfeelde er det vanskeligere. Der er to indlysende
mader at bruge en liste i den generelle situation. For det fgrste kan man ved
indsaettelse blot anbringe det nye element bagest i listen og ved fjernelse
lede efter det mindste element. Det fgrer til folgende kompleksiteter (N er
igen det maksimale antal elementer).

T[Init[P](N)] € O(N)
T[Empty[P]] € O(1)
T[Insert[P](z)] € O(1)
T[DeleteMin[P, z]] € Q(|P|)

Omvendt kan man sgrge for hele tiden at have det mindste element forrest
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i listen. Sa bliver fjernelsen billig og indsaettelsen tilsvarende dyr

T[Init[P](N)] € O(N)
T[Empty[P]] € O(1)
T[Insert[P|(x)] € Q(|P|)
T[DeleteMin[P, z]] € O(1)

I mange situationer har man brug for en bedre balance mellem operatio-
nerne. Dette kan opnas ved hjeelp af en traestruktur.

6.1 Bunker

En bunke over E er et (balanceret) bineert tree, hvis knuder indeholder
veerdier af type E. Endvidere gaelder det for enhver knude, med indhold
e1, at hvis den har en efterfglger, med indhold es, sa er e; C ey. Det vil
sige, at elementerne pa enhver vej fra roden er i ikke-aftagende orden. Det
fglger umiddelbart, at roden af bunken indeholder det mindste element.
Det fglgende er en bunke af heltal

Lad os se hvordan man kan indsaette i en bunke. Fx kan vi indsaette tallet 4
i ovenstaende eksempel. For det fgrste skal traeet have en ny knude. Dette
kan klares ved at tilfgje et blad, det fgrste sted der “mangler” et.
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Desveerre kan vi ikke blot indsaette det nye element her. Det kan jo, som i
dette tilfeelde, veere for lille. Denne skavank er dog meget let at udbedre.
Nar vi har indsat det nye element, kan vi ombytte det med dets far, saleen-
ge sgnnen er mindre end faderen. Pa denne made bliver det nye element
“skubbet op” i bunken, indtil det falder pa plads. Hvis det nye element er
mindre end alle de gamle, vil det ende i roden af bunken. Indsaettelsen af
tallet 4 vil fortseette i fglgende skridt

4-tallet er endnu ikke pa plads, da dets far er et 5-tal.
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Til sidst har vi faet 4-tallet anbragt, hvor det hgrer hjemme. Bemeerk, at vi
aldrig kan komme til at skubbe et element laengere end hgjden af bunken.

Fjernelsen af det mindste element foregar pa tilsvarende facon. Som sagt,
kan vi altid finde det mindste element i roden. Nar vi har fjernet det, star
vi desveerre med et “hul”, der skal fyldes ud

Nu er situationen ligesa slem som fgr: det nye element i roden er for stort.
Analogt med tidligere, kan vi dog “skubbe” 9-tallet ned i bunken, til det
kommer pa plads. Vi ombytter det med det mindste af dets sgnner
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Vi kan heller ikke have et 9-tal siddende her, sa vi ombytter igen med den
mindste sgn

Nu er situationen normaliseret. Som fgr kan vi aldrig skubbe elementet
leengere end hgjden af bunken.

Vi kan observere, at vores anstrengelser fgrer til, at bunken altid er et
perfekt balanceret bingert tree. Det vil sige, at traeet altid er helt fyldt ud,
undtagen maske i det nederste lag, der til gengaeld er udfyldt fra venstre.
Tracet har altsa folgende udseende

/ \
/

Hvis et perfekt balanceret tree har n knuder, sa er dets hgjde O(logn).
Antag nemlig, at treeet har hgjde h; sa ma det have mindst

20 ol 4 ol —9oh
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knuder. S& hvis traeet har n knuder, s& er 2" < n, det vil sige h < logn.
Kompleksiteterne bliver saledes i dette tilfeelde

T[Init[P](N)] € O(N)

T[Empty[P]] € O(1)
T[Insert[P|(z)] € O(log|P|)
T[DeleteMin[P, z]] € O(log|P|)

Da bunken er perfekt balanceret, kan man implementere den pa en saerligt
snedig made. Hvis

€p,€1,€92, ... ,€|p|_1
er en lag-for-lag udskrift af en bunke, gaelder det, at ey er roden, og hvis
e; er en vilkarlig knude, sa er dens to sgnner esg; 1 0g €9;19. Vi kan derfor
repraesentere bunken i en liste i den ovennaevnte lag-for-lag raekkefslge. Den
sidste version af vores eksempelbunke ovenfor ville blive repraesenteret som

(3,4,4,9,5,11,9, 15, 14)

Denne repraesentation er mere kompakt end en rekursiv traestruktur. Des-
uden kan det sidste element findes i konstant tid, hvilket ikke er tilfaeldet
for traeer.

En box med en prioritetskg af heltal ser med dette valg af datastruktur ud
som fglger
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Type Element = Int

Box Pri
Type Elist = List (Element)
Type Queue = Prod (size: Int, data: Elist)

Proc Init [Q: Queue] (N: Int)
Q:=Queue (0, Elist ("—Element | N))
end Init

Proc Empty [Q: Queue] — (Bool)
return ().size =0
end Empty

Proc Insert [Q: Queue] (x: Element)
(+ Proc Up[Q: Queue] (n: Int)
(+ Var father: Int
father:= (n-1)/2
if (n>0) A (Q.data.(father) > Q.data.(n)) —
Q.data. (father) :=:Q.data. (n)
Up [Q] (father)
fi
+)
end Up

if Q.size < | Q.data | —
Q.data. (Q.size) :=x
Q.size:=Q.size+1
Up[Q] (Q.size-1)
fi
+)

end Insert

53
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Proc DeleteMin [Q: Queue, x: Element]
(+ Proc Down [Q: Queue] (n: Int)
(+ Var son: Int
son:=2*n+1
if son < Q.size —
if (son < Q.size-1) A (Q.data.(son+1) < Q.data.(son)) —
son:=son+l
fi
if Q.data.(n) > Q.data.(son) —
Q.data. (n) :=:(Q.data.(son)
Down [Q] (son)
fi
fi
+)
end Down

if Q.size>0 —
x:=Q.data.(0)
Q.size:=Q.size-1
if Q.size>0 —
Q.data. (0) :=Q.data. (Q.size)
Down [Q] (0)

fi
fi
+)
end DeleteMin
end Pri

6.2 En polymorf prioritetskg

I dette afsnit beskrives en mere generelt anvendelig prioritetskg. Den im-
plementeres som en polybox, saledes at elementerne kan have vilkarlige
typer. Da man skal have en ordning mellem elementer, sa kraever vi, at
man sammen med et element angiver en nggle, som er et heltal der angiver
elementets prioritet. Til gengeeld kan man ved initialisering, foruden kg-
ens maksimale stgrrelse, ogsa angive hvilken vej ordningen pa nggler skal
vende; DeleteMin er defor omdgbt til DeleteBest.



6.2 En polymorf prioritetskg

Box PolyPri(E)
Type Element = Prod (val: E, key: Int)
Type Elist = List (Element)
Type Queue = Prod (size: Int, data: Elist, less: Bool)

Proc Init [Q: Queue] (N: Int, less: Bool)
Q:=Queue (0, Elist (7-Element | N), less)
end Init

Proc Order [Q: Queue] (i, j: Int) — (Bool)
if ~Q.less —»i:=:jfi
return ).data. (i) .key < Q.data. (j) .key
end Order

Proc Empty [Q: Queue] — (Bool)
return Q.size=0
end Empty

Proc Insert [Q: Queue] (val: E, key: Int)
(+ Proc Up[Q: Queue] (n: Int)
(+ Var father: Int
father:= (n-1) /2
if (n>0) A Order[Q] (n, father) —
(Q.data. (father) :=:Q.data.(n)
Up[Q] (father)
fi
+)
end Up

if Q.size <|Q.data | —
Q.data. (Q.size) : = Element (val, key)
Q.size:=Q.size+1
Up[Q] (Q.size-1)
fi
+)

end Insert



o6 6 PRIORITETSKOER

Proc DeleteBest [Q: Queue, val: E, key: Int]
(+ Proc Down [Q: Queue] (n: Int)
(+ Var son: Int
son:=2*n+1
if son < Q.size —
if (son < Q.size-1) A Order [Q] (son+1, son) —
son :=son+1
fi
if Order [Q] (son, n) —
Q.data. (n) :=:Q.data.(son)
Down [Q] (son)
fi
fi
+)

end Down

if Q.size >0 —
val:=(Q.data. (0).val
key:=Q.data.(0) .key
Q.size:=Q.size-1
if Q.size>0 —
Q.data. (0) := Q.data. (Q.size)
Down [Q] (0)
fi
fi
+)
end DeleteBest
end PolyPri

Boxen Pri kan nu fas som

Box Pri
PolyPri(Int)
end Pri

hvor man skal initialisere med

Pri’ Init [P] (N, true)
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En prioritetskg uden maksimal stgrrelse kan som i de andre tilfaelde imple-
menteres ved hjeelp af polyboxen Sequence.

6.3 En anvendelse: traesortering

En indlysende anvendelse af en sadan prioritetske er til sortering. Man
indsaetter fgrst alle tallene og fjerner dem derefter et ad gangen i stgr-
relsesorden. Fglgende program indlaeser en vektor og udskriver den igen i
sorteret orden.

Process Treesort
(+ @Q"pri.tri"

Var S: Vector
Var H:Pri’Queue
write("Indl®es vektor: ")
read [S]
Pri’Init [HI (| S |)
(+ Var i:Int
i:=0
do i<|S| —
Pri’Insert [H] (S.(1))
i:=i+1
od
+)
(+ Var i:Int
i:=0
do i<|S| —
Pri’ DeleteMin [H.,S. (i) ]
i:=i+1
od
+)
write (S)
+)

end Treesort



o8 6 PRIORITETSKOER

Hvis vi indleeser n tal, sa far vi

n—1
T'[Treesort](n Z T[Proc Insert] (i) + Z T[Proc DeleteMin])(4)
1=0 1=1

hvor T'[Proc Insert] (i) (T[Proc DeleteMin](7)) betegner udfgrelsestiden
for indseettelse (fjernelse) i (fra) en k¢ med i elementer. Heraf fas

T'[Treesort](n Z O(log 1) Z logi) C O(nlogn)

=1

hvilket kan vises at veere optimalt blandt sorteringsalgoritmer, der kun ma
sammenligne og ombytte elementerne.

Den fgrste del af denne algoritme, indsaettelsen af de n tal i bunken, kan
gores mere effektivt. Man kan starte med at bygge et perfekt balanceret trae
med tallene i tilfeeldig orden. De mindste undertraeer, bladene, er jo allerede
sma bunker i sig selv. Hvergang man har gjort to undertraeer til bunker,
kan man bygge dem sammen til en stgrre bunke, ved at skubbe deres fzelles
rod pa plads i bunken. Dette kan ggres med fglgende forblgffende simple
procedure, som vi kan tilfgje til boxen Pri:

Proc Build [Q: Queue] (v: Vector)
Q:=Queue(| v, v)
(+ Var i: Int
i:=(Q).size
do i>0 —
i:=i-1
Down [Q] (1)
od
+)
end Build

Det skulle veere klart, at udfgrelsestiden for Build er givet ved

n—1

T[Proc Build](n ZT[[Proc Downl](n, i)
1=0

hvor n er antallet af elementer i Q og ¢ er veerdien af parameteren i kaldet
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Down [Q] (i). For selve proceduren Down gaelder der

1 hvis ¢ > 5

T'[Proc Down](n, 1) ~ { 1+ T[Proc Down](n,2i + 1) ellers

Lgsningen til denne ligning er

n
1+ 1

T[Proc Down](n,i) ~ log( )

hvorfor vi far

T[Proc Build](n Z log

Denne sum kan “deles op i bidder” pa f@lgende made

" 3-1
Z log(%) + Z log( - - Z log )+ log(n)

—4
< 2-1+g-2+g-3+---+2-(10g(n)—1)+1-10g(n)
123 log(n)
—n(2+4+8+- +— )
< nzlg—%z
=

Vi kan saledes opbygge en bunke med n elementer i tid O(n). Sorteringen
er dog selvfglgelig stadig i O(nlog(n)), fordi elementerne skal tages ud af
bunken igen.

Et sorteringsprogram, der benytter Build, ser ud som fglger

Process BTreesort
(+ Q"pri.tri"

Var S: Vector

Var H:Pri’Queue
write("Indl®es vektor: ")
read [S]

Pri’ Build [H] (S)

(+ Var i: Int
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i:=0
do i<|S| —
Pri’ DeleteMin [H,S. (i) ]
i:=1+1
od
+)
write (S)
+)
end BTreesort

6 PRIORITETSKOER
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7 Ordbgger

Vi er givet en elementtype F. En ordbog over E er en datatype, hvis vaerdi-
meengde bestar af endelige maengder af veerdier af type E. Lad D vaere en
ordbogsvariabel og x en veerdi af type E. Sa skal ordbogen have fglgende
operationer

Init[D] sat D' =0

|(z) sat D'= DU {z}

Member|[D](xz) sat (D' = D) A (Member’ = (z € D))
|(z) sat D'=D — {x}

Den simpleste datastruktur for en ordbog ville igen vaere en liste, der in-
deholdt dens elementer. Det vil dog give fglgende kompleksiteter

T[Init[D]] € O(N)
T[Insert[D](z)] € O(1)

T[Member|[D](z)] € Q(|D|)
T[Delete[D|(x)] € Q(|D|

Man kan under specielle omsteendigheder klare sig langt bedre.

7.1 Bitvektorer

Hvis E er intervallet 0..N hvor N er et passende lille heltal, sa kan man
repraesentere en ordbog over E som en bitvektor, der er en tabel af sand-
hedsveerdier. Man kunne bruge typen

Type Dictionary = List (Bool)

Hvis D er en variabel af denne type, er maengden den repraesenterer

{i €0..N | D.(i) = true}
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Med denne datastruktur opnar vi naturligvis optimale kompleksiteter

T[Init[D]] € O(N)
T[Insert[D](z)] € O(1)
T[Member[D](z)] € O(1)
T[Delete[D](z)] € O(1)

Vi skal jo blot inspicere og opdatere en enkelt indgang i bitvektoren i hvert
af disse tilfeelde.

En box med en ordbog, implementeret som en bitvektor, ser i dette tilfselde
saledes ud

Type Element = Int

Box B
Type Dictionary = List (Bool)

Proc Init [D: Dictionary] (N: Int)
D :=Dictionary (false | N)
end Init

Proc Insert [D: Dictionary] (x: Element)
if 0<x<|D| — D.(x) :=true fi
end Insert

Proc Member [D: Dictionary] (x: Element) — (Bool)
if 0<x<|D| — return D.(x) fi
end Member

Proc Delete [D: Dictionary] (x: Element)
if 0<x<|D| — D.(x) :=false fi
end Delete
end B

Desveerre vil grundmeengden FE' i realistiske sammenhaenge sjeldent veere
tilstreekkeligt lille til, at man kan bruge bitvektorer.
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7.2 Hash-tabeller

Selv om E er for stor til bitvektorer, kan man opna en lignende effekt, hvis
selve de meengder, man gnsker at behandle, ikke er for store.

En hash-funktion pa E er en atbildning
h:E—0.M

for et passende M, der angiver stgrrelsordenen af kardinaliteten af de
meaengder, vi gnsker at behandle. Hash-funktionen har til opgave at “spre-
de” E-veerdierne over hele tabellen. Da |E| > M kan flere elementer blive
sendt til samme indgang i tabellen. Vi ma samle disse op i en liste, sa vi
kan definere

Type Elist = List (Int)
Type Dictionary = List (Elist)

Hvis D er en variabel af denne type, sa er maengden den repracsenterer
{e€e E|3i,j:D.(1,j) =e}
Hvis elementerne er heltal, sa er en typisk hash-funktion
h(e) = e mod M
Bemeerk, at hvis 0 < p < M er divisor i M og divisor i alle e € E, sa vil vi
kun kunne bruge M /p indgange i tabellen. Ved at veelge M som et primtal

minimaliserer vi risikoen for dette. Det praecise valg af hash-funktionen
afhaenger helt af den aktuelle anvendelse.

Hvis M = 17, sa vil en hash-tabel med h(e) = e mod 17, der indeholder
elementerne

{0,3,9,11,12,17,24, 28, 31, 43, 55, 68, 71, 88, 101}

have fglgende udseende
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En box, der implementerer denne hashtabel, ser ud som fglger

Box H

Type Dictionary = List (Elist)
Type Elist = List (Int)

Proc Hash(e: Int) — (Int)
return e mod 17
end Hash

Proc Init [D: Dictionary]

D :=Dictionary (Elist () | 17)

end Init
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Proc Insert [D: Dictionary] (x: Int)
if = Member[D] (x) —

(+ Var h:Int
h:=Hash (x)
D.(h) :=D. (h)++Elist (x)
+)
fi
end Insert

Proc Member [D: Dictionary] (x: Int) — (Bool)
(+ Var h,i: Int
h,i:=Hash(x),0
doi<|D.(h) | —
if x=D.(h,i) — return true fi
i:=i+1
od
return false
+)

end Member

Proc Delete [D: Dictionary] (x: Int)
(+ Var h,i: Int
h,i:=Hash(x),0
do (i<|D.(h) DA x#D.(h,i)) —i:=i+1 od
ifi<|D.Ch) | —
D.(h):=D.(h) (0..0)++D.(h) G+1..| D.(h) |)
fi
+)
end Delete
end H

I veerste fald, hvor hash-funktionen sender alle elementer til samme vaerdi,
vil dette degenerere til kompleksiteterne

T[Init[D]] € O(M)
T[tsert(D)()] € (D)
T[Member[D](z)] € Q(|D|)
T[Delete[D](x)] € Q(|D|)
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men med en rimelig fordeling af elementerne i tabellen, sa vil alle de sma
lister kun have fa elementer, og kompleksiteterne bliver

T[Init[D]] € O(M)
T[Insert[D](z)] € O(1)
T[Member[D](x)] € O(1)
T[Delete[D](z)] € O(1)

7.3 Sogetreeer

Hvis E har en total ordning C, sa kan vi igen fa fordel af en treestruktur. Et
sogetree over I er et bineaert tree med F-veerdier i knuderne. Hvis en knude,
med indhold e, har en efterfglger i dens venstre undertrae, med indhold a,
sa skal det gaelde, at a T e; hvis knuden har en efterfglger i dens hgjre
undertrae, med indhold b, sa skal det gelde, at e T 0. Et sggetrae over
heltallene kan se ud som fglger

Det er meget let at finde et element i et sggetrae. Man sammenligner med
veerdien i den aktuelle knude. Hvis den er lig med den sggte veerdi er man
feerdig. Hvis den er stgrre end den sggte veerdi skal man lede videre i venstre
undertrae, og hvis den er mindre fortsaettes sggningen i hgjre undertree.

Indsaettelse er ligesa simpel. Fgrst leder man efter det aktuelle element, da
det jo ikke skal indsaettes to gange. Hvis man ikke finder det, er man til
sidst i et blad, hvor det aktuelle element kan indssettes enten til hgjre eller
til venstre.

Hvis vi indsaetter tallet 7 i ovenstaende sggetrae far det udseendet
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Man kan ogsa fjerne et element e fra sggetracet. Hvis den ugnskede knude
hgjst har et enkelt undertrae er det ligetil. S& kan man blot erstatte knuden
med roden i dens undertree. I ovenstaende eksempel kan vi fjerne tallet 9
og opna traeet

Hvis knuden har to undertraeer er det knap sa simpelt. Hvis man blot ud-
tager knuden med elementet, sa efterlader man et uklaedeligt hul i traeet.
Ligesom ved bunken skal vi finde en passende erstatning. Det er heldigvis
let at gore. Sggetraeets invariant bliver nemlig overholdt, hvis man erstatter
elementet e med dets umiddelbare forgenger. Dette er det storste element,
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der er mindre end e, og det findes i den hgjreste knude i e’s venstre un-
dertrae. Denne knude kan ikke have noget hgjre undertrae og er saledes let
at fjerne. Hvis vi fjerner tallet 6 fra eksempeltracet, observerer vi fgrst, at
dets umiddelbare forgaenger er 5. Derfor bliver det nye trae som fglger

Man kunne naturligvis ogsa have valgt den umiddelbare efterfalger, hvilket
er det mindste element, der er stgrre.

Alle disse operationer tager tid proportionalt med traeets hgjde. For et tree
D med hgjde h fas derfor

T[Init[D]] € O(1)
T[Insert[D](z)](h) € O(h)
T[Member[D](x)](h) € O(h)
T[Delete[D](x)](h) € O(h)

Man kan bevise, at hvis elementerne bliver indsat og fjernet i helt tilfeeldig
orden, sa er det rimeligt at antage, at h er proportional med log|D|. Men
hvis elementerne fx bliver indsat i sorteret orden, vil man fa den veerst
teenkelige situation, hvor traeet bliver lineert.

I dette triste tilfaelde far vi disse deprimerende kompleksiteter

T[Init[D]] € O(1)
T[Insert[D](z)] € Q(|D])
T[Member|[D](z)] € Q(|D|)
T[Delete[D](x)] € (|D|)

I naeste afsnit skal vi betragte en variant af sggetracer, der med garanti
forbliver paene og balancerede.
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En ordbog af heltal, implementeret som sggetraeer, ser ud som falger

Type Element = Int

Box Search
Type Tree =Prod (val: Element, left, right: Tree)

Proc Init [T: Tree]
T:=7-Tree
end Init

Proc Member [T: Tree] (x: Element) — (Bool)
if =is(T) — return false
& true —
if T.val=x — return true
| T.val>x — return Member [T left] (x)
| T.val<x — return Member [T.right] (x)
fi
fi
end Member

Proc Insert [T: Tree] (x: Element)
if —=is(T) — T:=Tree(x, 7-Tree, 7-Tree)
& true —
if T.val>x — Insert [T .left] (x)
| T.val<x — Insert [T.right] (x)
fi
fi

end Insert

Proc Delete[T: Tree] (x: Element)
(+ Proc DeleteMax [T: Tree, m: Element]
if —is(T.right) —

m:="T.val
T:=:T.left
& true — DeleteMax [T.right, m]

fi
end DeleteMax
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if is(T) —
if T.val=x —
if —is(T.left) — T:=:T.right
| —is(T.right) — T:=:T.left
& true — DeleteMax [T .left, T.val]
fi
| T.val>x — Delete[T.left] (x)
| T.val<x — Delete[T.right] (x)
fi
fi
+)
end Delete
end Search

Denne datatype kan naturligvis ggres polymorf i lighed med prioritetskgen.

7.4 Rad-sorte traeer

Problemet med ubalancerede sggetraeer kan afhjeelpes pa mange mader. I
alle tilfeelde styrker man den invariant, som traeerne skal opfylde. Udfra
denne ekstra information skal man sa kunne slutte, at treeerne har logarit-
misk hgjde.

Et radt-sort tre er et sggetrae, hvori alle knuderne er farvet enten rgde eller
sorte. Roden kan kun vaere sort, og en rgd knude kan aldrig have en rgd
sgn. Herudover kreeves det, at der er samme antal sorte knuder pa alle veje
fra roden til en knude med 0 efterfolgere (blade) eller 1 efterfolger.

Af typografiske arsager vil vi angive en rgd knude som

O

og en sort knude som

O
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Det folgende er et eksempel pa et rgdt-sort tree

Da mindst hveranden knude pa en vej skal vaere sort er den leengste vej til
en knude med 0 eller 1 efterfglger hgjst dobbelt sa lang som den korteste.
Det fglger deraf, at alle veje i tracet har logaritmiske leengder: Lad traeet
have n knuder, og lad antallet af knuder i den korteste og leengste vej vaere
henholdsvis ki 08 Kz Det folger, at

2km7,n S n _|_ 1 S kaaa:
og dermed

kmm S 10g(”fl + 1) S kmax

Da ke < 2k, far vi, at

og til sidst
1
3 log(n + 1) < kpin < log(n+1)

sa den korteste vej er logaritmisk. Da den leengste vej hgjst er dobbelt sa
lang, er den (og dermed enhver anden vej) ogsé logaritmisk.

Vores problem er nu at skrive operationerne, sa de overholder den rgd-sorte
invariant. Init og Member kraver ingen sendringer; et rgdt-sort tree har jo
samme struktur som et almindeligt sggetrae. Problemerne ligger ved Insert
og Delete; her kan de hidtidige implementationer fore til overtraedelser af
den rgd-sorte invariant.
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7.5 Indsaettelse i rod-sorte traeer

Nér vi har indsat en ny knude (som et nyt blad), har vi samtidigt foroget
en vej i treeet med en ekstra knude. Vi kan ikke umiddelbart farve denne
knude. Hvis den bliver rgd kunne det veere, at den havde en rgd far. Hvis
den bliver sort risikerer vi, at fa en sort knude for meget pa en vej.

Vi kan imidlertid altid slippe afsted med enten at farve knuden eller at
sende problemet hgjere op i treeet. Det fglgende er et transitionssystem,
der for forskellige situationer viser, hvordan vi skal baere os ad. Pa hver
side af transitionsrelationen > er der et rgdt-sort tree. Ideen er, at hvis vi
kan genkende en venstreside som et undertreae, sa kan vi erstatte det med
hgjresiden. Den “besveerlige” knude, der skal farves, betegnes som

Algoritmen for indsaettelse er nu, at vi forst indseetter elementet som i et
normalt sggetrae. Derefter meerker vi den nye knude som besveerlig og an-
vender reglerne i fglgende transitionssystem pa treeet. Hvis vi betegner den
besvaerlige knude som en rgd uegte knude (de gvrige knuder er @gte) vil
fglgende veere en invariant for det “forfalskede” rgd-sorte trae under udfg-
relsen af transitionssystemet: (en egte rod er sort) og (en &gte rgd knude
har en sort far) og (alle veje far roden til en knude med 0 eller 1 efterfglgere
indeholder lige mange sorte knuder). Da vi altid ggr fremskridt i transi-
tionssystemet (fordi vi enten eliminerer den besveerlige knude eller skubber
den hgjere op i treeet) og da mindst en af reglerne (eller de symmetriske
tilfeelde) altid kan anvendes, folger det at transitionssystemet er korrekt.

Det letteste tilfeelde er hvis den besveerlige knude er roden i traeet.

’ : ot
7\ "

T1 T2 T1 T2

I sa fald star det os frit at farve den sort og dermed forgge antallet af sorte
knuder i samtlige veje.



7.5 Indssettelse 1 rod-sorte traeer 73

Hvis faderen er sort, kan vi uden videre farve knuden rgd. Bemeerk, at hvis
T1 og T2 er tomme, svarer dette til situationen, hvor vi har indsat den nye
knude som sgn af en sort far.

R 2
<l T3 > T3

T1 T2 T1 T2

Hvis faderen er rgd, er der fire tilfaelde. Hvis farbroderen eksisterer og er
rgd har vi situationerne 3.1 og 3.2.

3.1) (») A
(2) () B c

T3 T4 TS < T3 T4 T

X

[\
L T

2 T1 T2

Da B og C skifter farve fra rgd til sort, har vejene gennem dem en oversky-
dende sort knude. Den kan vi slippe af med, mod til gengeeld at ggre A til
en “besveerlig” knude.

3.2) (1) A
(2) () B c

T4 TS T1 % T4 T

T1

T2 T3 T2 T3

Her kan vi igen ngjes med at sende Rgd-Sorteper videre.
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Hvis farbroderen er sort eller ikke-eksisterende har vi tilfaeldende 4.1 og
4.2.

4.1) (1)
() ©

T3 T4 T5

X

[\
L T2 T4 T5

Bemeerk, at traeet bliver “roteret” omkring linjen x-B-A. En sadan rotation
vil altid bevare den basale ordnings-invariant. Det er let at se, at ogsa den
rgd-sorte invariant er bevaret.

4.2) (8)

T2 T3 T4 T5

Bemeerk, at denne omfattende transformation lader ordnings-invarianten
intakt. Her kan vi tillade os at farve x sort uden at spolere den rgd-sorte
invariant.

7.6 Fjernelse fra rgd-sorte traeer

Nar vi fjerner en knude fra et sggetrae, sa har den altid hgjst ét undertree.
Hvis den havde to undertraeer, sa ombytter vi den jo fgrst med dens umid-
delbare efterfglger (eller dens umiddelbare forgzenger), der jo ikke kan have
noget venstre (hgjre) undertree. Nar vi fjerner elementet i knuden, s& star
vi med et “hul”, der skal fjernes. Hvis hullet er rgdt, sa kan vi umiddelbart
fjerne det. Hvis hullet er sort, men dets eneste sgn er rgd, sa kan vi retab-
lere invarianten ved at fjerne hullet og farve sgnnen sort. Hvis sgnnen ogsa
er sort, s ma vi benytte os af et transitionssystem, ligesom vi gjorde ved
indseettelsen. Vi angiver det som
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og betegner det i analogi med ovenfor som en uegte sort knude (alle gv-
rige knuder er @gte). Vi eliminerer nu knuden ved hjalp af nedenstaende
transitionssystem. Invarianten er denne gang: (roden er sort) og (en rgd
knude har en sort far) og (alle veje fra roden til en segte knude med 0
eller 1 efterfglgere indeholder lige mange sorte knuder). Da vi igen kan
vise, at der altid ggres fremskridt og da der altid findes en regel der kan
anvendes salsenge traeet indeholder usegte knuder, er transitionssystemet
igen korrekt.

Transitionssystemet ser ud som felger; igen geelder det, at hullets sgn er
enten sort eller ikke-eksisterende.

Hvis hullet er ved roden, er sagen ganske enkel.

1) *
| > T
T

Hvis faderen er rgd, er der to tilfeelde. Nevgen eksisterer og er rgd.

2.1) A (c)

N—

* B - o (5)

T1 C T4 T1 T2 T3 T4

T2 T3

Her kan vi slippe af med hullet, ved at omarrangere traeet. Det ses let, at
invarianten respekteres.

Nevgen er sort eller ikke-eksisterende.

2.2) A

T1 ) T4

T2 T3
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Hvis faderen er sort, er der tre tilfeelde. Broderen er sort og nevgen eksi-
sterer og er rgd.

3.1) A ()
* : - () 5

T1 C T4 T1 T2 T3 T4

T2 T3
Her forsvinder hullet ved omarrangering.

Broderen er sort og nevgen er sort eller ikke-eksisterende.

3.2) A *

* B > (4)
T1 C T4 T1 @
T2 T3 (c) T4

T2 T3

Bemeerk, at vi roligt kan farve B rgd, da roden af T4 ma veere sort. Ellers
ville vi jo have det symmetriske tilfaelde af 3.1).

Broderen er rgd.

3.3) A (B)
x B > @ (C)

T1 T2 C «] T2 T3 T4

|
T3 T4 T1

Denne transition ligner ikke ngdvendigvis et fremskridt, men da roden af
T2 ma veere sort, kan vi ggre os feerdige med enten regel 2.1 eller 2. 2.

Det overlades til den interesserede laeser at realisere disse manipulationer
i et TRINE-program.
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7.7 Andre hgjdebalancerede traeer

R@d-sorte traeer er kun ét eksempel pa hgjdebalancering. Der findes utallige
andre. Et andet eksempel er fglgende, hvor man kraever, at for ethvert

undetree af formen

T1 T2

skal det galde, at
|hgjde(T1) — hojde(T2)| < k

for en konstant k. Hvis £ = 1 benytter man ogsa navnet AVL-treer. Li-
gesom med de rgd-sorte treeer kan man “rydde op” efter indssettelser og
fjernelser og bevare invarianten.

Lad os her blot se, at denne invariant ogsa fgrer til logaritmiske hgjder. Vi
prover at bygge et AVL-trae sa magert, som vi kan. Definer M, til at veere
et AVL-tree af hgjde h med sa fa knuder som overhovedet muligt. Det er

let at se, at
[Mo| =1 og M| =2

I det generelle tilfeelde er My, et tree af hgjde h. Det ene undertrae ma derfor
veere af hgjde h — 1. Vi tager selvfglgelig M 1. Hvor lille kan det andet
undertrae veere? Invarianten siger, at det ma have hgjde mindst h — 2. Vi
veelger derfor Mj,_». Men sa kan vi slutte, at

|Mp| = |Mp1| + |Mp 2| +1

En simpel induktion viser, at |M},| > Fj42, hvor F), er det n’te Fibonacci-
tal, defineret som

Fi=1
Fr=1
Fp=F, 1+ F, 2

Da det yderligere vides, at

V5 +1
9

F, € ©(¢"), hvor ¢ =
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kan vi slutte, at det for ethvert AVL-trae T geelder, at
hgjde(T) € O(log, |T'|) = O(log |T|)

sa alle hgjder er logaritmiske.

7.8 Vaxgtbalancerede traeer

I stedet for eksplicit at sesette begraensninger pa tracernes hgjder, sa kan
man forlange, at stgrrelserne af en knudes undertraeer ikke ma veere alt for
forskellige. Et eksempel herpa er de sikaldte BB[a]-traeer. Her star BB for
Bounded Balance, og « er et reelt tal i intervallet 0 < a < % Et bingert
tree tilhgrer BB[a| safremt der for enhver knude geelder, at forholdet mel-
lem antallet af knuder i dens undertracer er begraenset af o. Mere praecist
forlanges det for et tree af formen

at
i) |7 <1, eller

i) a< ‘E}N_—"__ll <1 — « og bade T7 og T tilhgrer BB[a].

Det er nemt at indse, at denne definition er symmetrisk imellem de to
undertraeer, fordi det af ii) folger, at der ogsa geelder

T3 + 1
a < <1l-—-«
T +1

At BB[a]-treeer ogsa har logaritmiske hgjder folger af, at der for et vilkarligt
BB|a]-tree T geelder

log(|T|+1) -1
log(1/(1 — a))

Dette vises ved induktion efter |T'| pa fglgende méade.

(%) hojde(T) <
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Basis |T| = 1: Nar 7" kun indeholder en enkelt knude er hgjde(T") = 0. Men
da log betyder 2-talslogaritmen er log(1 + 1) — 1 ogsa lig med 0.

Induktionsskridt |T'| = n + 1: T" har formen

- A

T

hvor |T1] < n og |Ty| < n, dvs (x) kan antages at geelde for T} og T. T's
hgjde er givet ved

hgjde(T) =1+ max{hgjde(T}), hojde(T3)}

log(|Th| +1) — 1 log(|To[ +1) — 1}
log(1/(1 —a)) " log(1/(1 —a))

pa grund af induktionsantagelsen. Da savel T; som T, er BB|a]-treeer, og
mindst et af dem er ikke-tomt, folger det at

< 1+ max{

log(|T1| +1) =1 log(|To[ +1) — 1
log(1/(1 —a)) " log(1/(1 —a))

log((1 —a)(IT]+1)) -1

max{ log(1/(1 — a))

} <

hvorfor
log((1 —a)(|T]+1)) —1
log(1/(1 — a))
log(l —a) +log(|T|+1) —1
log(1/(1 — a))
log(IT)4+1) -1
- log(1/(1 — o))

hojde(T) <1+

=1+

hvilket skulle vises.

Vi skal ikke komme yderligere ind pa BB[a]-traeers egenskaber, men blot
bemaerke, at det, i lighed med hgjdebalancerede traeer, er muligt at opret-
holde BB[a] egenskaben under indsattelse og og fjernelse med en omkost-
ning der er proportional med traeets hgjde. Dette sker for savel BB|a]-treeer
som for de hgjdebalancerede treeer ved hjeelp af rotationer og dobbeltrota-
tioner, som er omorganiseringer af tracet svarende til reglerne 4.1 og 4.2 for
rgd-sorte treeer.
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7.9 Tider for balancerede sggetraeer

Det fglger af ovenstaende, at hvis en ordbog implementeres ved hjeelp af
balancerede sggetreacer, sa fas fglgende kompleksiteter

T[Init[D]] € O(1)
T[Insert[D](z)] € O(log|D|)
T[Member[D](z)] € O(log|D|)
T[Delete[D](x)] € O(log|D|)

Leeseren vil ogsa have opdaget, at vi kan benytte (balancerede) sggetracer
til en effektiv implementation af prioritetskoer. Som naevnt kan de eks-
treme veerdier findes som de yderligste knuder i sggetracet. Det leder til en
version af prioritetskger, hvor man kan fjerne bade det stgrste og mindste
element med kompleksiteter

T[Init[P]] € O(1)
T[Insert[P](x)] € O(log|P|)
T[DeleteMin[P, z]] € O(log|P|)
T[DeleteMax|P, z]] € O(log|P|)

Forskellige udvidelser af sggetraeer kan realisere mange andre operationer
i logaritmisk tid.
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8 Akvivalensrelationer

Lad E vere en type med endelig (og lille) veerdimeengde. En @kvivalens-
relation over E er en datatype, hvis vaerdimaengde bestar af klassedelinger
af E’s veerdimaengde.

En klassedeling af en maengde S er en samling af klasser {S;}, sdledes at

e J;Si=5
e i£j=5NS =10

En klassedeling repraesenterer en matematisk aekvivalensrelation, hvor to
elementer er relaterede, hvis og kun hvis de tilhgrer den samme klasse.

Denne datastruktur finder som regel anvendelse, nar elementerne kan num-
mereres pa en enkel made. Vi vil derfor fremover antage, at

E=1{0,1,2,...,N -1}

Lad R veere en variabel af type ackvivalensrelation og lad x1,79 veere veerdier
af type E. Der skal veere fglgende udtryk

Init[R] sat R = {{0},{1},...,{N —1}}
Equiv[R]|(z1,72) sat (R = R) A (Equiv'= (3K € R: 1,79 € K))
Join[R|(z1,2) sat R' = R\ {K;, Kb} U{K; U K>}
hvor z1 € K1 € Rog xo € Ko € R

Man starter med den diskrete aekvivalensrelation, som man kan ggre grove-
re og grovere. Undervejs kan man spgrge, om to elementer er relaterede.

8.1 Kanoniske repraesentanter

En simpel implementation far man, hvis man indfgrer kanoniske represen-
tanter for klasserne, i.e. et specielt element fra hver klasse, der repraesen-
terer denne.
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En klassedeling over F kan nu repraesenteres ved hjeelp af en afbildning,
p: E — E, hvor p(e) er den kanoniske repraesentant for den klasse som e
tilhgrer. Vi kan repraesentere p ved hjeelp af typen

Type EqRel = List (Int)

Hvis P er en variabel af denne type, der repraesenterer en skvivalensre-
lation over E, sa er |P| = N og den kanoniske repraesentant for e € E
er P.(e). Init[P] skal saette P til identitetsafbildningen, Equiv[P](x1, z)
skal teste om P.(x1) = P.(z3), og Join|P|(x1, x2) skal szendre alle elementer
med veerdi P.(z1) til at have veerdi P.(x2) (eller omvendt). Vi far fglgende
kompleksiteter

T[Init[P]J(N) €
T[Equiv|[P](z1,z9)[(N) € O(1)
T[Join[P](x1,z2)](N) €

Som saedvanligt kommer traeerne os til undsaetning ved at tillade en mere
effektiv implementation.

8.2 Inverse traeer

Et inverst tre (I-tre) er enten tomt, eller det er en knude, der bliver peget

pa af et antal inverse traeer

I Iy - I

Vi kan repraesentere en klassedeling af £/ som en skov af I-traeer med FE-
vaerdier i knuderne. Hvert I-trae svarer til en klasse, der bestar af elemen-
terne i knuderne.

Ideen er, at man udnsevner veaerdien i roden til kanonisk element for den
tilsvarende klasse. Hvis vi kan holde I-traeerne rimeligt balancerede, kan
logaritmiske udfgrelsestider skimtes i horisonten.
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Det er let at udfere Join. Vi skal blot lade roden i det ene I-trae pege pa
roden af det andet. En indlysende optimalisering er at lade roden af det
letteste I-trae pege pa roden af det tungeste, hvor vi med vegt teenker pa
antallet af knuder. Vi ma saledes holde rede pa antallet af knuder i hvert
[-tree.

Vi far brug for fglgende observation: Et I-tree af hgjde h, opbygget ved
hjeelp af Join-operationer, indeholder mindst 2" knuder.

Dette kan vises ved induktion i hgjden. For h = 0 er antallet af knuder lig
med 1 = 2°. Antag nu, at egenskaben geelder for I-tracer med hgjde mindre
end h. Betragt et generelt I-trae af hgjde h. Det ser ud som fglger

//Q\

I I, - I
Da I-treeet har hgjde h, sa ma mindst ét undertree have hgjde h—1. Antag,

uden tab af generalitet, at I;’erne er ordnet efter den reekkefglge, som de
er blevet Join’et pa, og at I,,, har hgjde h — 1. Kald I-traeet

for I'. S& har vi Join’et

hvor I’ sa har flere knuder end I,,. Induktionsantagelsen giver os, at I,
indeholder mindst 2"~! knuder, og da I’ har mindst lige s& mange, har vi

ialt mindst
2h—1 + 2h—1 — 2h
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knuder. Vores oprindelige I-tree har alle disse knuder, plus hvad der blev
Join’et til yderligere, nemlig I,,.1, ..., I}.

Det er nu let at se, at alle I-traeerne i repraesentationen af en klassedeling
har logaritmiske hgjder. Antag, at vi har N forskellige elementer, og at et
af I-traeerne har hgjde h > log(V). S& ma dette I-tree indeholde mindst

210g(N)+1 — 2(210g(N)) — 9N

knuder, hvilket er dobbelt s& mange som vi har. Derfor er hgjden af ethvert
[-tree logaritmisk. Vi far saledes fglgende kompleksiteter

T[Init[P]J(N) € O(N)
T[Equiv|[P](z1,x2)](N) € O(log N)
T[Join[P](z1,z5)](N) € O(log N)

En box, der implementerer sekvivalensrelationer af heltal, ser ud som fglger

Box Eq
Type Rel = List (Data)
Type Data= Prod (father: Int, weight: Int)

Proc Init [R: Rel] (n: Int)
R:=Rel(Data(0,0) | n)
(+ Var i: Int
i:=0
doi<n — R.(i),i:=Data(i,1),i+1 od
+)
end Init

Proc Root [R: Rel] (e:Int) — (Int)
do R.(e).father #e — e:=R.(e) .father od
return e

end Root
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Proc Equiv[R:Rel] (x1,x9:Int) — (Bool)
return Root [R] (x;) = Root [R] (x3)
end Equiv

Proc Join[R: Rel] (x1, x9: Int)
if “Equiv[R] (x1,x2) —
(+ Var ry,ro: Int
r1,T9:=Root [R] (x1), Root [R] (x3)
if R.(r1) .weight > R. (r9) .weight — ry:=:15 fi
R.(ry) .father:=ry
R. (r3) .weight : = R. (r1) .weight+R. (r2) .weight

+)
fi

end Join
end Eq

8.3 Vejforkortning

Man kan foretage en yderligere optimalisering af denne implementation.
Nar man har fundet roden for en knude, kan man uden yderligere omkost-
ning lade alle knuderne pa vejen pege direkte til roden. Det vil jo forkorte
vejen ved senere rodsggninger. Man transformerer altsa et tree af formen

til et af formen
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Man kan (med noget besveer) vise, at en vilkarlig sekvens af Join- og
Equiv-operationer af l&engde m nu kan udfgres i tid

O(mlog"(N))

hvor vi definerer

log*(z) = min{i | log'(z) < 1}
logé(:c) =z |
log'(z) = log(log™(x))

Intuitivt er log™(x) det antal gange man skal tage logaritmen for at komme
fra x til 1. Dette er bedre end kompleksiteten

O(mlog(N))

som vi uden vejforkortning ville opna for sekvensen af operationer. Faktisk
er log"(z) sa langsomt voksende, at den ikke overstiger 5, selv om z er langt
stgrre end antallet af elementarpartikler i universet.

Vi kan implementere vejforkortningen ved blot at sendre rodsggningen sa-
ledes

Proc Root [R: Rel] (e:Int) — (Int)
if R.(e).father #e —
R.(e) .father:=Root [R] (R. (e) .father)
fi
return R.(e) .father
end Root

Vejen, der skal forkortes, ligger implicit gemt pa rekursionsstakken. Be-
maerk, at proceduren repraesenterer et eksempel pa en veerdiprocedure med
en hensigtsmaessig sideeffekt.
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9 Amortiseret analyse

I de foregaende kapitler har vi set en lang rackke eksempler pa analyser af en
datastrukturs operationer. Feelles for disse har veeret, at vi som seedvanligt
har interesseret os for worst-case udfgrelsestiderne. I dette kapitel skal
vi betragte en anden type udfgrelsestid, nemlig den sakaldte amortiserede
udfgrelsestid. Dette er en formel made at udtrykke, at en operation med hgj
worst-case udfgrelsestid godt kan veere effektiv, hvis “worst-case optraeder
tilstraekkeligt sjeeldent”.

9.1 Bineer kilometertaeller som datastruktur

Betragt som eksempel fglgende datastruktur, der indeholder en binger teel-
ler, som kan nulstilles, aflaeses og teelles op med én. Dette er en datastruktur
variant af algoritmen Opteelling side 31.

Box Counter
Type Bcounter = Vector

Proc Init [R: Bcounter]
R :=Vector ()
end Init

Proc ReadOut [R: Bcounter] — (Int)
(+ Var i, x, r: Int
i, x,r:=0,1,0
do (i<|R|) —
r:=r+R. (1) *x
X, 1:=2%x, i+1
od
return r
+)
end ReadOut
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Proc Inc[R: Bcounter]
(+ Var i: Int
i:=0
do(i<|RPDAR.G) =1) - R.(1),i:=0, i+1 od
if i=|R| — R:=R++Vector(0) fi
R.G):=1
+)
end Inc
end Counter

Det er klart, at de tre procedurer har fglgende worst-case udfgrelsestider

T[Init[R]] e O(1)
T[ReadOut|R]] € O(|R|)
T[Inc|R]] € O(|R|)

Vi kan imidlertid i lighed med algoritmen Opteelling argumentere for, at
det er sjeeldent, at vi i proceduren Inc skal overfgre menten hele vejen
igennem R. Faktisk kunne vi gentage argumentet med bogfgringsinvari-
anten og vise, at hvis vi betaler (noget der er proportionalt med) 2 kr.
for hvert kald af Inc, sa kan samtlige kald af Inc finansieres ad denne vej.
Vi siger, at den amortiserede udfgrelsestid for Inc er konstant, hvilket vi
skriver som

TA[[IHC[RH] € O(l)

9.2 Potentialfunktion

Pa basis af ovenstaende datastruktur kan vi nu pa én og samme tid prae-
cisere begrebet amortiseret kompleksitet og generalisere idéen med bogfs-
ringsinvarianter. Midlet er begrebet potentialfunktion, som er en funktion,
der er knyttet til en datastruktur (som Counter ovenfor), og som udtrykker,
hvor megen “potentiel energi”, der er opsparet fra tidlige operationer til
brug for senere operationer. En potentialfunktion, ®, afbilder (i lighed med
en termineringsfunkion) datastrukturen ind i de hele (eller maske reelle)
tal. Den anvendes i fglgende generelle ssmmenhaeng.
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Vi betragter en datastruktur D, som har startveerdi Dy og “udsaettes” for
en fglge af n operationer (som kald af procedurerne Init, ReadOut og Inc),
som resulterer i, at den gennemlgber veerdierne

D07D17D27“'7Di7"'7Dn

hvor den i’te operation transformerer D; ; til D;.

Hvis ¢; er den reelle omkostning ved den i’te operation, definerer vi den
amortiserede omkostning ved den i’te operation som

C; = ¢ + CI)(DZ) — (I)(Dz_l)

dvs. som summen af den reelle omkostning og stigningen i potentialet.
Hvis man nu sgrger for at vaelge ® sa den opfylder

() ®(Do) < @(Dy)

geelder der

n n

Zcz- = Z(@ + ®(D;-1) — ®(Dy))

1=1 1=1

n
< Z@'

dvs. at summen af de amortiserede omkostninger er en gvre graense for
summen af de reelle omkostninger. (I praksis opfyldes (*) ofte ved at sgrge
for, at ®(Dy) < ®(D;) for alle i < n.)

Anvendelsen af potentialfunktionen pa datastrukturen Counter er som fgl-
ger. Selve datastrukturen er vektoren R, pa hvilken vi definerer potential-
funktionen ved

®(R) = a = (antallet af 1’ere i R)

hvor « er en proportionalitetsfaktor, vi bestemmer senere. Idet vi gar ud
fra, at Ry er tom, er det klart, at ®(Ry) < ®(R;) for alle i > 0.
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Den amortiserede omkostning for en operation P er nu
Ta[P[R]] = T[P[R]] + ®(R') — ®(R)

hvor R’ (i lighed med anvendelsen i specifikationer) angiver veerdien af R
efter kaldet af P.

De amortiserede omkostninger ved operationerne Init, ReadOut og Inc er
som fglger.

Init
Ty[Init[R]] = T[Init[R]] — ®(R)
< T[Init[R]]
e 0O(1)
idet R = 0.
ReadOut

ReadOut eendrer ikke pa R, dvs.
T4[ReadOut[R]] = T[ReadOut|R]] € O(|R|))

Inc
Antag, at R har udseende

R = (1,1,1,...,1,0,7,...,7)
—————
T
Sa er
R = (0,0,0,...,0,1,7,...,7)
—————
T
hvorfor

P(R)—®(R)=a—axr=a(l —x)
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Men nu felger det af kroppen af proceduren Inc, at udfgrelsestiden for
Inc[R] er proportional med = + 1, dvs. at der findes en konstant (3, sa

T[nc[R]] < Bz +1)
Vi har da

Ta[lnc[R]] = T[Inc[R]] + ®(R') — ®(R)
< Blr+1)+a(l-2)

Hvis vi nu veelger a = 8 far vi

Ta[Inc[R]] < 2a € O(1)

9.3 En monoton Sequence

Lad os som et mere interessant eksempel betragte box’en Sequence(T) fra
afsnit 10.5 i [TRINE]. Vi ser forst pa folgende “monotone delbox”, hvor vi
har fjernet Lpop og Rpop.

Box SS(T)
Type Tlist = List (T)
Type Seq= Prod (low, high: Int, 1: Tlist)

Proc Init [s: Seq]
s:=Seq(0, 0, Tlist())
end Init

Proc Len[s:Seq] — (Int)
return s.high-s.low
end Len

Proc Lpush [s: Seq] (t:T)
if |s.l|=0— s:=Seq(0, 1, Tlist(t))
& slow>0 —
s.low:=s.low-1



92 9 AMORTISERET ANALYSE

s.l.(s.low) :=:¢
& true — s, slow, s.high:=Tlist (t | | s.1|)++s.], | s.1|-1, s.high+| s.1 |
fi
end Lpush

Proc Ltop[s:Seq] — [T1]
if Len[s] =0 — abort("Ltop on empty sequence") fi
return s.l. (s.low)

end Ltop

Proc Rpush[s: Seq] (t:T)
if |s1|=0 — s:=Seq(0, 1, Tlist(t))
& s.high<|sl| —
s.l. (s.high) :=:t
s.high:=s.high+1
& true — sl s.high: tt =s.1++Tlist(t | | s.1]), s.high+1
fi
end Rpush

Proc Rtop[s:Seq] — [T]
if Len[s] =0 — abort("Rtop on empty sequence") fi
return s.l. (s.high-1)

end Rtop

Proc Sel[s:Seq] (i:Int) — [T]
if 0 <i<Len[s] — return s.l.(s.low+i)
& true — abort("Seq index out of range")
fi

end Sel

Proc Print [s: Seq]
write (s.1(s.low .. s.high) )
end Print
end SS

Det er klart, at der for procedurerne Init, Len, Ltop, Rtop og Sel gelder,
at de har konstante udfgrelsestider. Det er ogsa klart, at Print har lineser
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udfgrelsestid.

Med hensyn til Rpush (og Lpush), kan vi udtrykke udfgrelsestiden pa fgl-
gende made. Typen Sequence er implementeret som en liste

L/ | T////////

low high

hvor det skraverede er “spild”. Rpush foretager sig kun noget “dyrt”, nar
high peger pa enden af listen, og i sa fald er omkostningen proportional
med leengden af listen. Det er derfor relevant at udtrykke kompleksiteten
af Rpush v.hj.a. fglgende tre karakteristiske parametre n, m og k.

L 77777777 | T////////
low high

Hermed bliver tidskompleksiteten af Rpush

O(1) hvis k£ > 0

Tlproc Rpush](n,m, k) € { On+m+1)* hvisk =0

dvs. der findes en konstant o sa

«Q hvis &k > 0

<
Tlproc Rpush(n, m, k) < { an+m+1) hvisk=0

Som potentialfunktion veelger vi nu

() B m,k) = o(3m — (n+ k)

Vi far da fglgende, idet vi betegner sendring i potentialet ®(n',m/ k') —
®(n,m, k) med AP

T4[proc Rpush] = T'[proc Rpush] + Ad

41’tallet skyldes, at udsagnet ogsé skal gaelde, ndr n = m =0
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Vi ser nu pa hvert af de to tilfeelde .

E>0
Saern =n,m'=m+1ogk =k — 1, hvorfor

AP =aBm+1)—(n+k—-1) —alBm—(n+k)) =4a
Men sa er

T4[proc Rpush](n,m, k) < ba
e 0O()

k=20
I dette tilfeelde fordobles listen, dvs. n’ =n, m'=m+1og k' =n+m—1.
Vi har da

AP = a(B(m+1)—2n+m—1)) —a(3m —n)
= a4 —(n+m))

Sa er

Ts[proc Rpush](n,m, k)

T[proc Rpush](n,m, k) + Ad
< an+m+1)+ad—(n+m)) =5«
e O(1)

Hvis vi nu ogsa kan vise, at ®(n, m, k) > 0 har vi altsa, at
Ts[proc Rpush] € O(1)

Det er klart, at der tilsvarende gaelder, at
T4[proc Lpush] € O(1)

For at vise, at ®(n,m,k) > 0, bemaerker vi fgrst, at initialveerdien er lig
med 0, fordi

®(0,0,0) =0
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Dernaest observerer vi, at potentialfunktionens veerdi wvokser, nar Rpush
udfgres for k£ > 0. Tilbage er da kun at vise, at ®’s veerdi ogsa er ikke-
negativ efter en udfgrelse af Rpush, hvor k£ = 0. Efter en sadan udfgrelse
er veerdien af @

d(n,m+1,n+m—1)=2(m—n)+4

At den er ikke-negativ fglger nu af den simple observation, at det midterste
element i listen aldrig er spild. Nar k = 0 betyder dette, at m > n, hvorfor
2(m —n)+4>0, dvs.

¢(n,m+1,m+n—1)>0.

9.4 Datatypen Sequence

Hvis vi betragter den “totale” box Sequence(T"), dvs. den box vi far ved at
tilfaje Lpop og Rpop til S.9, er det intuitivt klart, at de amortiserede udfg-
relsestider for Lpush og Rpush vedbliver at veere konstante. Begrundelsen
er, at anvendelser af Lpop og Rpop blot betyder, at der gar endnu laengere
tid mellem de “dyre” operationer Rpush og Lpush. Heraf fglger det imid-
lertid ikke formelt, at Rpush og Lpush ogsa har konstante amortiserede
udfgrelsestider i box’en Sequence(T). Problemet er, at det ikke lsengere er
rigtigt, at potentialfunktionen (*) er positiv, nar vi ogsa ma anvende Lpop
og Rpop.

Da vi kun kan have én potentialfunktion tilknyttet en datastruktur, skal vi
derfor finde et alternativ til ® ovenfor, som pa samme tid er ikke-negativ og
fgrer til konstante amortiserede udfgrelsestider for bade Rpush og Lpush
samt Rpop og Lpop. Betragt nu fglgende inddeling af listen

/ 2

n m m m_ k
/777NN N\\//7/7

hvor det skraverede stadig er spild, men hvor det nu er inddelt i “jomfrue-
ligt” spild (n og k) og “almindeligt” spild (m' og m”). Forskellen pa de to
typer spild er, at jomfrueligt spild aldrig har indeholdt et “rigtigt” element,
hvorimod almindeligt spild pa et tidspunkt har indeholdt noget, som senere
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er blevet pop’et. Hvis vi nu som alternativ definerer potentialfunktionen
ved

S(n,m',m,m" k) =aB(m+m'+m") - (n+k))
kan vi stort set gentage argumenterne ovenfor, dvs. vi kan dels vise, at
®(n,m',m,m" k) >0

og dels at de amortiserede udfgrelsestider for savel Rpush (Lpush) som
Rpop (Lpop) er konstante.

Som afslutning pa dette kapitel bemeerker vi, at vi bade her og i forrige
afsnit har en oplagt analogi med “opsparingsfilosofien” fra bogfaringsinva-
rianten (jfr. afsnit 3.5). Nar vi udfgrer en Rpush i en situation, hvor k& > 0
(og m” = 0), forer dette til en stigning i potentialfunktionens veerdi pa 4o
Dette svarer til at spare 4 kr. op til brug for at betale kommende “dyre”
Rpush’er.

Bemaerk ogsa, at vi med potentialfunktioner har indfgrt endnu en maleme-
kanisme, der hjaelper os med at raesonnere om algoritmer og datastrukturer.
En potentialfunktion er, i lighed med termineringsfunktioner og udsagn, en
funktion, hvis domeaene er algoritmers eller datastrukturers tilstand, og som
bruges i forbindelse med argumentation for korrekthed og/eller effektivitet.
Bemeerk ogsa, at disse funktioner kun anvendes til at madle pa tilstande, de
pavirker dem ikke, dvs. hverken udsagn eller terminerings- eller potential-
funktioner har nogen indflydelse pa beregningerne.
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10 Korrekthed af procedurer

Nar man har behov for at argumentere for korrekthed af algoritmer, der
indeholder procedurekald, rejser der sig spgrgsmalet om, hvordan man kan
fa procedurekaldenes egenskaber passet ind i korrekthedsbeviserne.

10.1 Ikke-rekursive procedurer

Vi kan igen betragte algoritmen Permutation fra kapitel 4, men denne
gang skrevet v.hj.a. procedurer pa fglgende made. (S er en maengdetype
med elementer fra F).

Algoritme: Permutation
Stimulans : f: List (E), Vi,5 € 0..|f] : f.(1) # f.(4)
Respons : f: permuteret
Metode  : proc insert [s: S](e: F)
<indsaet e i s >
end insert

proc delete [s: S](e: E)
<fjern e fra s >
end delete

proc select [s: S, e: E|
if s # ) -< e := element i s >
& true —abort

fi
end select
K,i:=10,0
doi < |f] — insert [K](f.(7))
=1+ 1
od
1:=20

doi < |f| = select [K, K]
delete [K](k)
f(i),i:=ki+1

od
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Procedurernes (eller rettere procedurekaldenes) egenskaber vil igen blive
angivet v.hj.a. specifikationer pa fglgende made

insert [s|(e) sat s’ = sU{e}
delete [s](e) sat ' = s\{e}
select [s,e] sat s £ ) — (¢/ € s) A (s = &)

og betydningen er praecis den samme som i kapitel 4.

Der kan ogsa blive behov for at specificere en veerdiprocedure som fglgende
alternative udgave af select

proc select[s : S| = (F)
if s # () -><returner et e i s >
& true — abort
fi

end select

I sadanne tilfaelde bruger vi selve procedurenavnet til at angive veerdien af
procedurekaldet, dvs. vi far en specifikation af folgende form

select [s] sat s # ) — (select’ € s) A (s = §).

Procedurekaldenes egenskaber beskrives altsa v.hj.a. specifikationer, og dis-
se kan sa pa saedvanlig vis anvendes i reesonnementer om de algoritmer el-
ler programmer, hvori kaldene optraeder. Spgrgsmalet er nu, hvordan man
baerer sig ad med at vise, at et procedurekald opfylder en specifikation.
Svaret er, at det ggr man ved at vise, at procedurekroppen opfylder den
givne specifikation. Dette forudsaetter imidlertid, at specifikationen er ud-
trykt i termer af procedurens formelle parametre, sa nar den skal bruges i
forbindelse med et kald, skal specifikationens formelle parametre erstattes
af de aktuelle parametre fra kaldet. Vi kan udtrykke dette mere praecist pa
fglgende made.

Betragt en proceduredefinition af formen

proc p[r: R|(v:V) — (E)
<L Krop>
end p
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Hvis man kan vise, at kroppen opfylder specifikationen
<Krop> sat P(r,v) — U(r,r",v,p)

hvor P(r,v) (U(r,7’,v,p")) er preedikater med frie variabler r, v (r, 7, v, p'),
sa geelder der, at p[r|(v) opfylder specifikationen

plr](v) sat P(r,v) — U(r,r',v,p')
Herudover geaelder der for et vilkarligt andet kald
plaj(e)

hvor a er en variabel af type R og e er et veerdiudtryk af type V', at dette
kald opfylder den specifikation, der opnas ved i P og U at erstatte de
formelle parametre med de aktuelle, dvs.

pla](e) sat P(a,e) = Ul(a,d,e,p")

Vi kan angive dette mere skematisk v.hj.a. fglgende sakaldte bevisprincip

Bevisprincip for ikke-rekursive procedurer

Hvis der for proceduren

proc p[r: R](v:V) — (E)
< Krop>
end p

geelder
<Krop> sat P(r,v) — U(r,r",v,p)
sa geelder der for ethvert kald pla](e) at

pla](e) sat P(a,e) — Ula,d’ e, p’)

Princippet geaelder ogsa for procedurer med flere parametre forudsat at
ingen aktuel [ ]-parameter er identisk med eller delvariabel af andre aktuelle
[ |-parametre.
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Betragt som eksempel pa en anvendelse af bevisprincippet fglgende algo-
ritme til sakaldt geometrisk sggning, der anvender en kvadratrodsalgorit-
me. Algoritmen er neesten identisk med Binger Sggning side 14. Forskellen
er kun, at i stedet for at beregne kandidatmaengdens midtpunkt som det
aritmetiske gennemsnit (lav+hgj)/2, bruges nu det geometriske gennemsnit
V1av * hgj. Kvadratroden udregnes v.hj.a. en procedure, der returnerer hel-
talskvadratroden af sit argument.

Algoritme : Geometrisk sggning
Stimulans : S : List (Int), ordnet sggedomaene
m : Int, malelement
Respons @ r:S(a(r)) =S5 (S71(m))
Metode  : proc sqrt(n : Int) — (Int)
(+Var r : Int

ri=n
don<r*—=r:=r—1od
return r

+)
end sqrt

lav,hgj,r := 0, S|, Res(tom : #)
do
(lav < hgj) A is (r,tom) —
midt := sqrt(lav x hgj)
if S.(midt) =m — r:= Res(z : midt)
| S.(midt) < m — lav := midt + 1
| m < S.(midt) — hgj := midt
fi
od

Vi beviser nu, at proceduren sqrt tilfredsstiller specifikation
(*) sqrt(n) sat n > 0 — (sqrt’)? < n < (sqrt’ + 1)2
Iflg. bevisprincippet er det nok at vise, at

ri=n

don<r’?—=r:=r—1lod psatn>0— (sqrt')> <n < (sqrt’ + 1)?
return r
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hvilket — da sqrt’ betegner den returnerede veerdi og det er r der returneres
— er det samme som at vise

ri=n

> 12< / 12
d0n<7’2—>7’::7’—10d}Satn—o_wr) <n<(r+1)

At dette er rigtigt, indses ved at observere, at nedenstaende invariant er
gyldig og at beregningen standser

ri=n
do {n < (r +1)%}

n<r’—=sr:=r—1
od

Altsa kan vi konkludere, at (*) er opfyldt.

I et bevis for korrekthed af Geometrisk Sggning skal vi bruge kvadratrods-
procedurens egenskaber til at bevise terminering. Termineringsfunktionen
er hgj — lav — |a(r)|, og for at sikre at den aftager, skal vi vise, at der efter
udfgrelse af tilordningen

midt := sqrt(lav x hgj)
geelder

lav < midt < hgj
Beviset gar som folger. Fra (*) og bevisprincippet fas

midt? < lav * hgj < (midt + 1)
og vi ved yderligere at

lav < hgj

for ellers var vi ikke kommet ind i lgkken.

Vi skal derfor blot vise, at
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(midt? < lav * hgj < (midt 4 1)?) A (lav < hgj)
(**) Y

lav < midt < hgj

Vi fgrer beviset indirekte. Antag fgrst at midt < lav. Sa er midt + 1 < lav,
hvoraf

(midt + 1)* < lav? < lav * hgj

hvilket giver modstriden. Hvis vi omvendt antager, at hgj < midt fas ana-
logt

midt? > hgj® > lav * hoj

som igen giver modstrid. Herefter er (**) vist, og vi konkluderer, at Geo-
metrisk S@gning er korrekt.

10.2 Rekursive procedurer

Nar man skal bevise, at en rekursiv procedure tilfredsstiller en specifika-
tion, er situationen pa en vis made analog til at analysere dens tidskom-
pleksitet. Man ma ogsa her udtrykke en sammenhaeng mellem proceduren
selv og de rekursive kald. I forbindelse med korrekthedsbeviser har denne
sammenhaeng dog ikke form af en rekursionsligning med derimod af en im-
plikation, hvor praemissen er en antagelse om, at de rekursive kald allerede
har den gnskede egenskab.

Mere praecist gaelder der fglgende bevisprincip for rekursive procedurer®

Funktionen p er en seedvanlig termineringsfunktion, som skal bruges til at
sikre, at rekursionen ikke bliver ved i det uendelige.

®Udvidelsen til at betragte vaerdiprocedurer er helt analog til sidste afsnit.
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Bevisprincip for rekursive procedurer

Hvis der for den rekursive procedure

proc p[r: R|(v:V)
pls](u) <Krop>
end p
geelder

o P(r,v) = pu(r,v) > u(s,u) > 0 for alle rekursive kald p[s](u)

e p[s](u) sat P(s,u) — U(s, s, u)

U
<Krop> sat P(r,v) — U(r,1",v)

sa geelder der for ethvert kald pla](e)

pla](e) sat P(a,e) — U(a,d,e)

Princippet geelder igen for procedurer med flere parametre og under samme
forudseetning som for de iterative procedurer, dvs. der ma ikke vaere overlap
mellem forskellige aktuelle [ ]-parametre.

Lad os som eksempel pa en anvendelse af princippet betragte proceduren
Reverse;. Hvis w er en Text-variabel, vil vi gerne vise at

Reverse [w] sat w' = w

Iflg. princippet ovenfor skal vi sa

e finde en termineringsfunktion u

e bevise at

Reverse,[L] sat L' = L

U
<Krop> sat L' = L
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Termineringsfunktionen er simpel, idet vi blot tager

w(r) = ||

Med hensyn til at vise implikationen er sagen klar i det tilfeelde, hvor
|L| < 1. Hvis |L| > 1 skal vibevise fglgende

hip, L := L(0..1), L(1..|L|) )
Reverse;y [L] sat ' = L
L := L++ hip

Hvis vi bruger indicering til at betegne vaerdierne af variablerne for og efter
de enkelte saetninger, far vi

hlp() =7 LO = L
hips = hip; Ly = L (p.gr.a. antagelsen om det lokale kald)
hlp' = hips L' = Lo++hips

som ved simpel udregning giver L' = L.

Det skal afslutningsvist bemaerkes, at der er en ngje sammenhaeng mellem
det der i analyseafsnittet hedder karakteristisk parameter og den her an-
vendte termineringsfunktion. De har begge til formal at finde et aftagende
mal for de tilstande, hvori proceduren kaldes rekursivt, og det vil ofte veere
sadan, at karakteristisk parameter og termineringsfunktion er identiske.
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11 Eksempel: Erathostenes Si

I dette kapitel gennemgas et eksempel, som illustrerer de fleste af de be-
greber, der er introduceret i det foregaende.

Eksemplet er den klassiske algoritme til at finde samtlige primtal mindre
end eller lig med et givet tal n > 2, som gar under navnet Erathostenes Si.

11.1 Den abstrakte algoritme

Fremgangsméaden kan illustreres pa folgende made for n = 9.

Vi opererer med to maengder P og K, som begge er delmaengder af {2,...,n}.
P bestar af de hidtil fundne primtal, og K bestar af tal, der er kandidater
til at blive indlemmet i P. Nar beregningen starter, er situationen

Py=10
Ky=1{2,3,4,5,6,7,8,9}
Det er klart, at K’s mindste tal er et primtal, og det er ogsa klart, at alle

tal i K, der har dette tal som divisor, ikke er primtal. Fgrste skridt bestar
derfor i at flytte 2 over i P og at fjerne alle lige tal fra K, dvs. vi far

P = {2}
K, = {3,5,7,9}

K’s mindste tal er igen et primtal, hvorfor vi far

P, ={2,3}
Ky ={5,7}

Gentagelse af dette skridt giver

Py ={2,3,5}
Ky = {7}

og endelig far vi
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Py ={2,3,5,7}
Ky=10

hvorefter vi konkluderer, at 2, 3, 5 og 7 er primtallene blandt de fgrste 9
tal.

Eksemplet antyder, at algoritmen skal besta af en lgkke med en invariant,
som siger at P bestar af primtal, K af tal som ikke har divisorer fra P,
samt at P og K tilsammen indeholder alle primtal blandt de n fgrste tal.
Dette kan udtrykkes formelt, hvis vi med PRIM (n) betegner primtallene
blandt {2,...,n}, dvs.

PRIM(n)=A{p| (2 <p<n)ogper et primtal}

og ligesom i Euklids Algoritme betegner stgrste feelles divisor af to tal p og
q med sfd(p,q). Vi far fglgende abstrakte algoritme

Algoritme : Erathostenes Si
Stimulans : n:n > 2
Respons : P: P = PRIM(n)
Metode : P, K :=10,{2,3,...,n}
do {(P C PRIM(n) C PUK)A (sfd(P,K)=1)}°
K # 0 — h:=min(K)
P:=PU{h}
K:=K—-{ke K|hgaropik}

od

Vi interesserer os nu lidt naermere for denne algoritmes egenskaber, sa-
vel de kvalitative som de kvantitative. Vi viser gyldighed, terminering og
korrekthed pa seedvanlig vis:

Terminering
Folger direkte ved at betragte termineringsfunktionen u(K) = |K]|.

Gyldighed
Det er klart, at invarianten tilfredsstilles af initialiseringen af P og K. At
invarianten bevares, reduceres til at bevise at

(P C PRIM(n) C PUK) A (sfd(P,K)=1) A (K # ()

6sfd(P,K) er et kompakt udtryk for preedikatet Vp € P :Vk € K : sfd(p, k) = 1.
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J
(P’ C PRIM(n) C P'UK') A (sfd(P',K') = 1)

hvor P'=PU{min(K)}
K'=K —{ke K |min(K) gar op i k}

Denne implikation fglger af at

a) min(K) ma veere et primtal, for ellers ville det have en mindre prim-
talsfaktor, men denne méatte veere med i P (fordi PRIM (n) C PUK),
hvilket er i modstrid med at sfd(P, K) =1

b) hvis min(K) indsettes i P og det selv og alle dets multipla fjernes
fra K, indeholder P’ og K’ de samme primtal som P U K, og vi har
stadig, at sfd(P', K') = 1.

Korrekthed
Nar algoritmen terminerer, gaelder der

(P C PRIM(n) C PUK) A (K = 0)
hvoraf det direkte folger, at P = PRIM (n).

11.2 Den konkrete algoritme

Vi kan ikke finde algoritmens udfgrelsestid ved at raesonnere direkte pa
den foreliggende version. Problemet er, at de operationer der udfgres pa
variablerne P og K ikke er primitive i kompleksitetsforstand. Vi ma derfor
realisere P og K (og deres operationer) pa en sadan made, at manipula-
tionerne kommer taettere pa de anerkendte primitiver. Dette kan ggres pa
fglgende made.

Variablen P skal kunne initialiseres til den tomme maengde, og derefter skal
man kunne tilfgje et element ad gangen. Begge disse operationer under-
stgttes automatisk, hvis vi realiserer P som en heltals-sekvens pa felgende
made



108 11 EKSEMPEL: ERATHOSTENES SI

Box ISq
Sequence(Int)
end [Sq

Variablen K er mere interessant. Vi kan se, at den skal kunne initialiseres
til {2,3,...,n}, man skal kunne finde dens mindste element, og man skal
kunne fjerne “hvert h’te” element. Da K er monoton — maengden bliver
aldrig stgrre — kan vi realisere den effektivt v.hj.a. en bitvektor (jfr. kapi-
tel 7), hvor vi yderligere vedligeholder en variabel, der indeholder antallet
af elementer i K, samt én der peger pa det sidst fundne primtal. Fglgende
tegning (B betegner bitvektoren, a antal elementer og p peger pa det sidst
fundne primtal) viser repraesentationen af meengden K ovenfor.

B o [ fIf|f|t]ft]f[t]f]t
a 4

p 2
Med disse realiseringer af P og M far den konkrete algoritme folgende
udseende.

Algoritme : Erathostenes

Stimulans : n:n > 2

Respons : P: P = PRIM(n)

Metode : ]Sq’ Inlt[P] } A
B,a,p:= List(f | 2) + +List(t | n —1),n — 1,0
doa>0—

do —-B.(p) > p:=p+1od } B
15¢’ Rpush[P](p)
=D
doi:<n—
if B.(i) —» B.(i),a := false,a—1fi
1:=1+Dp
od

od
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11.3 Kompleksiteten

Analysen af denne algoritme er mere kompliceret end de eksempler, vi
hidtil har set, bl.a. fordi det ikke er klart, hvor mange gange den yderste
lgkke gennemlgbes. Dette antal kan vi imidlertid finde i fglgende vigtige
seetning fra talteorien.

Primtalssaetningen
Lad 7(n) veere antallet af primtal i intervallet 2..n + 1.

Der gaelder”
n n

m(n) € In(n) i O(ln(n)2)

Vi kan nu finde algoritmens udferelsestid som summen af udfgrelsestiderne
for

a) initialiseringen A

c) lgkken C

)
b) lgkken B
)
d)

resten af algoritmen

Vi pastar, at disse er som folger (p; betegner det i’te primtal)

O(n)
O(n)
7T’I’L()

(1og72n )

a

U
M

)
)
c)
d)

©

Med hensyn til a) og b) skulle analysen veere oplagt. Med hensyn til ¢) fglger
resultatet af, at hver gang der er fundet et nyt primtal p, gennemlgbes K i
“spring af leengde p”. Endelig folger d) af primtalsssetningen og det faktum,

"In(x) er den naturlige logaritme.
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at den amortiserede kompleksitet af proceduren Rpush i Box’en Sequence
tilhgrer O(1) (jfr. 9.3).

Det er klart, at det dominerende led blandt a)-d) er ¢), som vi kan omskrive
til

Med hensyn til veerdien af denne sum, skal vi igen appellere til et resultat
fra talteorien, som siger

S L & tn(in(n))

im1 i
Vores analyse giver altsa fglgende samlede resultat

T[Erathostenes Si](n) € ©(nlog(log(n)))

11.4 TRINE programmet

Lad os slutte med at praesentere et fuldt feerdigt TRINE program, der fin-
der primtal v.hj.a. Erathostenes Si. Her har vi, for at gge laeseligheden og
modificerbarheden, realiseret variablen K som en box, hvor hjeelpevariab-
lerne B, a,p osv. er skjult, og hvor det blot er de ngdvendige procedurer,
der stilles til radighed. Boxen skal levere fglgende fire procedurer

Init[K](n)
Size[ K]
Min[K]
Delete| K] (k)

Selve maengden K realiseres som et produkt af type
Type Set = Prod(B : List (Bool),a,m : Int)

hvor B angiver bitvektoren, a angiver antallet, men m nu angiver det mind-
ste element i den meengde K repraesenterer. Dette er en lille forskel fra for,
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hvor p angav det sidst fundne primtal. Denne sendring er en konsekvens af
at realisere K som box, fordi boxen skal have selvsteendig mening uathaen-
gigt af, hvad den bliver brugt til.

Denne selvsteendige mening udtrykker vi v.hj.a. en box-invariant (jfr. afsnit
10.2 i [TRINE]) pa folgende méade

I(B,a,m) : (a=|{i€0.|B]) | B.()) = t}) A (0 <m < |B|)A
(B0.m) = 1) A ((B.(m) = ) V (m = | B]))

Vi skal sa sgrge for, at boxens initialiseringsprocedure etablerer I, og at de
gvrige procedurer holder I invariant.

Vi gnsker imidlertid ogsa at angive specifikationer for Init, Size, Min og
Delete, og her far vi igen brug for en abstraktionsfunktion (jfr. side 12
og 41). Dette skyldes, at medens box-invarianten udtaler sig om de kon-
krete variabler (B, a og m), sa skal specifikationerne udtale sig om den
tilsvarende abstrakte variabel, som jo stadig skal angive en maengde. Det
er egenskaber ved denne, vi gnsker at se udefra, og hele pointen er jo netop
at holde egenskaberne ved B, a og m skjult. Korrespondancen mellem ab-
strakte og konkrete variabler udtrykkes ved fglgende abstraktionsfunktion
a, som afbilder variabler af type Set ind i maengder:

a(K) = {k € 0.|K.B| | K.B.(k) = t}

Ved hjelp af o kan vi nu angive fglgende specifikationer af boxens ope-
rationer

nit[K](n) sat n > 2 — a(K') ={2,...,n}

Size[K| sat (Size' = |a(K)|) A (a(K) = a(K"))

Delete[K](p) sat a(K') = a(K)\{p}

Min[K] sat a(K)#0 — (Min'=min(a(K))) A (a(K")=a(K))

Det feerdige TRINE program ser nu ud som fglger.
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Process FErathostenes
(+ @"sequence.tri"

Box PS
Type Blist = List (Bool)
Type Set = Prod (B: Blist, a, m: Int)

{I(B,a,m) }

Proc Init[K:Set] (n:Int)
K:=Prod (Blist (false|2) ++Blist (true|n-1) ,n-1, 2)
end Init

Proc Size[K:Set] — (Int)
return K.a
end Size

Proc Min[K:Set] — (Int)
return K.m
end Min

Proc Delete[K: Set] (k: Int)
if 0 <k<|KB|l —
if K.B.(k) — K.B.(k),K.a:=false,K.a-1 fi
do (Km < |[K.B) A (= KB.(Km)) - Km:=K.m+1 od
fi
end Delete
end PS

Box ISq
Sequence (Int)
end ISq

Var P:1Sq’Seq
Var K:PS’Set
Var n:Int
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write("n=")

read [n]

do n<2 —
write("n=")
read [n]

od

ISq’ Init [P]

PS’ Init [K] (n)

do { Erathostenes-invariant }

PS’Size[K] >0 —

(+ Var p,i:Int

p:=PS’Min [K]
ISq’ Rpush [P] (p)
1:=p

do i <n —
PS’ Delete [K] (1)
1:=1+p
od
+)
od
write("Primtal: ")
ISq’ Print [P]
+)

end Erathostenes

11.5 Kompleksiteten af TRINE programmet

Efter at have introduceret datastrukturen PS skal vi naturligvis argumen-
tere for, at analysen fra afsnit 11.3 stadig holder.

Det er nemt at se, at dette er tilfaeldet safremt savel Rpush som Delete har
konstante amortiserede udfgrelsestider.

Dette ved vi allerede for Rpush, medens vi for Delete er ngdt til at finde
en nyttig potentialfunktion, der kan knyttes til PS.

Det fglger af box invarianten, at alle veerdier i B(0..m) er lig med f, medens
B.(m) =t (med mindre m = |B|). B har altsa udseendet
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B [E1€]. [£1t]7]7].-]7
/[\

m

Det er klart, at udferelsestiden for Delete er konstant, men mindre det
er elementet m, der fjernes; i sa fald er den proportional med leengden af
den leengste ubrudte sekvens af f’er, der star umiddelbart til hgjre for m.
Inspireret heraf definerer vi fglgende potentialfunktion

®(B,m) = a x (antal f'er i B(m..|B]))

hvor a er den “saedvanlige” proportionalitetsfaktor.
Betragt nu kaldet Delete[K|(m) og antag, at B har udseendet

B [E[E]. E| 6| E[E][E[t]7]7 ]|
T——
m e

Efter kaldet vil vi da have

CANNT A0 PO B S o R O D ¢
— 1
r+1 m

hvoraf det fglger, at
T[Delete[K](m)] < a(x + 1)
Samtidig geelder der
Ad = —ax
hvorfor

Ta[Delete[K|(m)] = T[Delete[K](m)] + Ad
< alz+1)—ar =«
e 0O()

Alt 1 alt har Delete altsa konstant amortiseret udfgrelsestid.
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