


PROGRAMMERINGSTEORI I

Erik Meineche Schmidt



INDHOLD

Indhold

0

1

Introduktion

Fundamentale begreber og notation

1.1 Mengder. . . . ... ... ... .....
1.2 Felger . . . ... ... ...
1.3 Funktioner . . . . . . .. ... ... ...
1.4 Preedikater . . .. ... ... ... ...

Elementare algoritmer

2.1 Notation . . . . . ... ... ... .. ..
2.2 Potensoplgftning . . . ... ... .. ..
2.3 Segning . ... ...
24 Fletning . . . . ... ... ... ...,
2.5 Flytning . . ... ... ... .. .....

Kompleksitet

3.1 Notation for stgrrelsesorden . . . . . . .
3.2 Definition af tidskompleksitet . . . . . .
3.3 Direkte analyse . . . . . ... ... ...
3.4 Analyse af nogle konkrete algoritmer . .
3.5 Analyse af en bineer teeller . . . . . . . .
3.6 Tidskompleksitet af procedurer . . . . .

3.7 Tidskompleksitet af rekursive procedurer
Specifikationer

Referencer

W Ww NN

Qo

10
11
15
20

23
24
25
26
29
30
32
34

38

41



0 Introduktion

Dette heefte indeholder sammen med heaeftet Programmeringsteori 11
vigtige elementer af den del af programmeringsteorien, der beskeeftiger sig
med konstruktion af korrekte, effektive og let forstaelige programmer.

Det konkrete indhold af dette heaefte er dels en introduktion til algoritmer,
som er en slags abstrakte programstumper med formaliserede egenskaber
og dels en introduktion til algoritmers og programmers kvantitative egen-
skaber, dvs. forst og fremmest deres udfgrelsestid.

Efter en kort repetition af begreberne gyldighed og korrekthed, praesenteres
de mest fundamentale algoritmer til sggning, fletning og sortering. Derefter
etableres grundlaget for analyser af tidskompleksitet, og dette anvendes pa
en raekke simple eksempler. Endelig introduceres specifikationer som et
veerktgj til at beskrive egenskaber ved ubestemte “algoritmestumper”.
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1 Fundamentale begreber og notation

[ dette afsnit repeteres/introduceres de grundleeggende matematiske be-
greber (med tilhgrende notation), der vil blive brugt i dette heefte.

1.1 Mangder

Vi bruger den ssedvanlige maengdenotation (M; og M, er maengder og e er
et element).

- eeM . e tilhgrer M

- e¢ M . e tilhgrer ikke M

— MyUDM, : foreningsmaengde

— MinN My : fellesmaengde

— M\ M, . differens

— My C M, : inklusion

- M; & My : eegte inklusion

- |M| . antal elementer i M

— 0 : den tomme meengde

De meaengder, vi betragter, vil altid veere delmaengder af en mere eller min-
dre eksplicit defineret grundmeengde G (G er ofte de hele tal, maengden
af tegnfolger fra et givet alfabet o.1.). Enhver delmeengde M af en grund-
maengde G er entydigt bestemt af sin karakteristiske funktion, som er en
boolsk funktion (vi bruger t og f for de to Boolske veerdier true og false)

XM : G — {L7£}
defineret ved

t hvisee M
f ellers

wrle) = {

Vi benytter fglgende betegnelser for de mest almindelige maengder
IN : de naturlige tal, N = {1,2,3,...}
INy : de ikke-negative hele tal, Ny = {0,1,2,...}
Z : deheletal, Z={...,-2,-1,0,1,2,...}
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Da vi ofte far brug for at tale om maengder af heltal, hvori elementerne
udgoer et “interval”, indfgrer vi fglgende betegnelse

I 0 hvis n > m
T U n,n+1,...,m— 1} ellers

Bemeerk, at n..m er “halvabent”, idet n er med, men m er ikke med.

1.2 Fglger

Hvis M er en mangde, betegner M* maengden af folger af elementer fra
M. Fglger er allerede introduceret i [TRINE] side 30 — vi bruger fglgende
yderligere notation

e den tomme folge () betegnes ogsa med A

e hvis f = (mg,my,...,m,_1) er en folge, betegner vi med hd(f) (head)
elementet my, og med tl(f) (tail) folgen (mq, ..., my,_1). Savel hd(f)
som tl(f) er udefineret, hvis f = A

o hvis [/ = (mg,my,...,ml,_q) og f" = (mg,...,m}_,) er to folger,
betegnes deres sammensaetning (eller konkatenation) med
f=r-7r=mg....m,_;,mg,...,m{4)

1.3 Funktioner

Givet meengder A og B, betegner
A— B

mangden af funktioner fra A til B. Vi angiver, at f er en sadan funktion
ved enten at skrive

feA—B
eller det mere konventionelle

f:A—B
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Hvis A" C A, betegner vi billedet af A" med

fA) ={f(a) | a € A}
og hvis B’ C B, er urbilledet af B’

fHB)={a€ Al f(a) € B}

1.4 Pradikater

Begrebet (program) udsagn er introduceret uformelt i kapitel 8 i [TRI-
NE]. Formelt er et udsagn et predikat, dvs. en Boolsk funktion skrevet pa
“ligningsform”. Praedikatet

r+y==z
angiver den Boolske funktion F'

thvisx+y =2
f ellers

Flons) = {

Praedikater bygges op v.hj.a.

konstanter 0,1,...,t,f

variable z,y, z, . ..

funktionssymboler +, —, <, =, ...

konnektiver A,V, -, =, &

kvantorer V, 4

Vi skal ikke formalisere de praecise regler for preedikaters udseende, men
ngjes med at angive og diskutere fglgende eksempler
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1) Po:(z—2x%y)>0

2) Ph:(x<y)A(z=0)

3) P5:(b<3)=Vrel.l:x=y

4) Py:VrxeZ:xxx >0

5) Ps:dveZ:(VyeZ:xxy=2)
6) Ps:Vre0.10: (Iy€0..11: 2 <y)

) Pro(z<y)V(VzeN:2>0)A(y=23))

De variabler, der forekommer i et praedikat, deles op i frie og bundne va-
riabler. De bundne variabler er alle de variabler, der er “knyttet til” en
kvantor (V eller 3). De spiller nogenlunde samme rolle som lokale variabler
(i indskudte seetninger) i et TRINE program, og de har ogsa samme virke-
felter. De variabler, der ikke er bundet, kaldes frie, og et pradikat er en
Boolsk funktion af sine frie variabler.

Vi angiver de frie variabler i eksemplerne ovenfor ved for hvert preedi-
katsymbol P; eksplicit at angive dets argumenter pa den seedvanlige form

Pi(x,y,...)

W N =

S Ot

3 e~
N N N e N N N

Py og Py er altsa Boolske funktioner af 0 variabler, dvs. de er konstanter.
En konstant Boolsk funktion er enten lig med t eller f (fordi der ikke er
andre Boolske vaerdier).

Py siger, at “kvadratet pa ethvert heltal er positivt”, hvilket er forkert,
fordi 0x0 = 0. Altsa er P, = 1.

Py siger, at “for ethvert element i 0..10 findes der et stgrre element i 0..11,
hvilket unsegteligt er rigtigt. Altsa er P = t.

For de gvrige preedikater geaelder, at veerdierne afheenger af veerdierne af
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deres argumenter. Vi viser nogle eksempler

Pi(6,2) = (6—-4)>0=t
P2 = (5<3)=Vre0.l:x2=2
= = 0=2)A1=2)
=t
(fordi f implicerer hvad som helst)
P(0) = 3dxe€Z:VyeZ:xxy=0)

|
e+

(fordix =0 giver Vy € Z: 0xy =0,
hvilket er rigtigt)
P5y) = <y V({(VxeN:2>0)A(y=3))
— 5<yViy=3)
(fordi alle naturlige tal er stgrre end 0)

Som disse eksempler viser, finder man veerdien af et preedikat pa givne
argumenter ved at erstatte forekomster af de frie variabler med de tilsva-
rende veerdier, og derefter regne v.hj.a. de seedvanlige aritmetiske og logiske
regler. Regnereglerne for A, V,— er som bekendt givet ved fglgende tabel:

PlolPrQlPvQ|-P
tlt] ¢ t | f
t]f] f t f
flt f t t
)t f f t

Betydningen af = og < er nu som fglger:

e P=Q=-PVQ

e PQ=(P=Q) N Q=P

Betydningen af kvantorerne V og 3 kan defineres pa flere mader — vi vaelger
at ggre det rekursivt:

t hvis X =)

Vee X :Plx) =
P(z) N (Vo € X\{zo}: P(x)) for zp € X
fhvis X =0

dre X :P(x) =

P(x) vV (3x € X\{xo} : P(x)) for xyp € X
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Heraf folger den nyttige regneregel for negation
—~(Vx e X :P(z)) =3z e X:-P(x)

Bemerk ogsa, at universel (eksistentiel) kvantificering over den tomme
maengde altid er sand (falsk).
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2 Elementsere algoritmer

I dette kapitel konstruerer vi et antal simple algoritmer, som i forskellige
ikleedninger optraeder igen og igen i praktisk programmering.

2.1 Notation

Vi skal anvende en notation for algoritmer, der er lidt mere abstrakt end
fuldt feerdige TRINE programmer og som illustreres af fglgende udgave af
Euklids algoritme (jfr. [TRINE] s. 93).

Algoritme : Euklid
Stimulans : n,m: (n > 1) A (m > 1)

Respons : r: stgrste feelles divisor af m og n
Metode : p,q:=n,m
do {I}

p>q—=pi=p—gq
l¢g>p—=q:=q—p
od

ri=mp

Denne notation vil blive brugt systematisk i det fglgende til beskrivelse
af abstrakte programmer, eller dele heraf, og er i det generelle tilfaclde af
formen

Algoritme : | \

Stimulans : | \

Respons | \
Metode

hvor stimulans og respons beskriver omgivelsernes pavirkninger af algorit-
men og dennes reaktion herpa. Metodedelen er en abstrakt beskrivelse af
algoritmen, normalt i stil med kroppen af en proces. Nar vi bruger ordet
algoritme i stedet for program, proces eller lignende, skyldes det at sidst-
navnte indeholder en del elementer i form af erklseringer, initialiseringer,
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ind- og udlaesning osv., som vi ofte vil veere interesseret i at abstrahere
vaek fra. Der vil ogsa veere situationer, hvor vi gnsker at udtage en mindre
del af en proces eller et system og betragte denne i isolation, og i sadanne
tilfaelde er det ogsa hensigtsmaessigt med et nyt navn for beskrivelsen.

Vi anvender begreberne udsagn (som nu er praedikater), invariant og ter-
mineringsfunktion pa preecis samme made som i [TRINE]. Vi kan dermed
tale om at (dekorerede) algoritmer er gyldige og korrekte pa folgende made.

En tilstand i en algoritme er (i lighed med en TRINE tilstand) en tilknyt-
ning af vaerdier til algoritmens variabler. En tilstand o opfylder et praedikat
P (hvis frie variabler er programvariabler), safremt P har veerdien t an-
vendt pa de frie variablers veerdier i o.

Et udsagn i en algoritme er gyldigt for en udforelse, safremt udsagnet op-
fyldes af algoritmens tilstand, hver gang det nas under den pagseldende
udfgrelse.

En algoritme er gyldig, safremt alle dens udsagn er gyldige for alle de ud-
fgrelser der starter med en tilstand, som opfylder algoritmens stimulans-
praedikat.

Vi kan nu preaecisere kravene til algoritmers korrekthed pa fglgende méade.

En algoritme er korrekt safremt enhver udfgrelse, der
starter i en tilstand der opfylder stimulanspraedikatet,
er endelig, og slutter i en tilstand der opfylder respons-
praedikatet.

Med disse definitioner skulle det veere klart, at hvis invarianten i Euklid
ovenfor er

I:(sfd(p,q) =sfdim,n))AN(n>1)A(m>1)A(p>1)A(¢g>1)

sa er algoritmen bade gyldig og korrekt. Termineringsfunktionen (som vi
skal betegne med ) er

wp,q) =p+q
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2.2 Potensoplgftning

Potensoplgftningsprogrammet side 96 i [TRINE] kan formuleres som fgl-
gende algoritme

Algoritme : Potensoplgftning
Stimulans : n,p:p >0
Respons : r:r=nf
Metode  : <lInitialiser r og ¢ >
do {r xn? =n’}
qg # 0 — <Opdater r og ¢ >
od

og vi har allerede set, at fglgende konkretiseringer giver en gyldig algoritme,
som ogsa standser.

< Initialiser r og ¢ > isr,q:=1,p
<Opdater rog q¢q> isr,qg:=rx*xn,q—1

Det er ogsa neevnt, at denne metode involverer et antal multiplikationer,
der er proportionalt med p. Vi kan finde en vaesentlig mere effektiv potens-
oplgftningsmetode ved at sendre invarianten pa folgende made (h er en ny
variabel)

< Initialiser r, ¢ og h >
do {r x h? = n}

q # 0 — <Opdater r, ¢ og h >
od

og samtidig observere, at nar g er lige, kan invarianten opretholdes ved at
kvadrere h og samtidigt halvere q. Den konkrete algoritme kan nu skrives
pa folgende made
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Algoritme : Logaritmisk potensoplgftning
Stimulans : n,p:p >0
Respons : r:r=n’
Metode : r,q,h:=1,p,n
do {r *x h? = nP}
qg#0— if qulige >r,q:=rxh,q—1
| ¢ lige — h,q:=hxh,q/2
fi

od

Argumentet for at invarianten er gyldig kan sammenfattes i fglgende to
ligninger, som viser, at hvis invarianten er opfyldt inden et gennemlgb af
lgkken, sa er den ogséa opfyldt efter dette gennemlgb.

q ulige: 7' * W7 = (r* h) x 7!
q lige : 7" % W7 =1 x (h?)9/?

Laeseren opfordres til at undersgge, hvor mange multiplikationer der udfe-
res af denne algoritme.

2.3 Sdgning

Enhver sggning er karakteriseret ved, at man blandt en samling af ele-
menter leder efter ét eller flere med bestemte karakteristika. Samlingen af
elementer der ledes i, kalder vi sggedomenet, og de elementer der ledes
efter kalder vi malgruppen.

Vi skal betragte det pa samme tid simple og forholdsvis generelle tilfaelde,
hvor sggedomeenet er en funktion fra en indeksmeengde X ind i en element-
mangde F, og hvor malgruppen bestar af et enkelt element af type E. Vi
gnsker at afggre om dette element forekommer i funktionens billedmaengde
og i sa fald gnsker vi at returnere (et af) dets indeks.

I felgende algoritme er S sggedomaenet, m er malelementet, og K afgreen-
ser den del af S’s indeksmeengde, hvis funktionsveerdier stadig er malgrup-

pekandidater. Resultatet angives i maengden R, som enten er tom eller
indeholder et indeks x, for hvilket S(x) = m.
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Algoritme : Sggning
Stimulans : S : X — FE, sggedomeene
m : FE, malelement
Respons : R:S(R)=S(S7Ym))A (R <1)
Metode : <lInitialiser R og K >
do {(R C S7'(m) C K) A (IR < 1)}
(K #0)AN(R=0) »><Opdater R og K >
od

Denne algoritme er forholdsvis abstrakt og dens anvendelse i konkrete til-
feelde forudsaetter realiseringer af variablerne S, K og R. Det er imidlertid
interessant, at vigtige egenskaber ved algoritmen kan vises selv pa dette
abstraktionsniveau. Mere praecist kan vi argumentere for, at hvis algorit-
men er gyldig og den standser, s& er den ogsa korrekt. Argumentet er som
folger.

Hvis algoritmen standser, er den kontrollerende betingelse falsk, dvs.
(K=0)V(R#0)
og der geelder yderligere at invarianten er opfyldt. Men sa er responsud-
sagnet ogsa opfyldt, fordi
K =10 : Responsudsagnet folger trivielt fra invarianten.
R#0 : DaRC S Y(m) gelder der S(R) C S(S7(m)) C {m},

men da R # (), ma S(R) indeholde mindst ét element,
hvorfor der ogséa geelder, at {m} C S(R).

Vi viser nu to nyttige realiseringer af denne algoritme. I begge tilfeelde
realiseres de abstrakte variabler pa fglgende made
e S er en liste af elementer af type F

e K repracsenteres som et interval lav..hgj hvor lav og hgj er to konkrete
variable

e IR repraesenteres som en variabel r af type Int. Sammenhaengen mel-
lem R og r angives af R = a(r)
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hvor « er folgende sakaldte abstraktionsfunktion

a(r) = @ hvis r = ?—Int
| rellers

Den fgrste realisering er som fglger

Algoritme : Lineser sggning
Stimulans : S : List(FE), spgedomeene
m : F, malelement
Respons : 7:S(a(r)) = S(S7m))
Metode  : lav,hgj,r :=0,]|S]|, 7-Int
do {I}
(lav < hgj) A(r = ?-Int) —
if S.(lav) = m — r:= lav
& true — lav:= lav +1
fi

od

Invarianten, I, den konkrete invariant, fas ved at indssette a(r) for R og
lav..hgj for K i den abstrakte invariant ovenfor. Dette giver

I : a(r) C S71(m) C lav..hg;j
(idet det jo er klart, at |a(r)| < 1).
Det er nemt at se, at de to konkretiseringer af
< Initialiser K og R > og <Opdater K og R >

sorger for at holde I opfyldt, dvs. at algoritmen er gyldig. At algoritmen
terminerer indses ved at betragte folgende termineringsfunktion

p(lav hoj.x) = hoj-lav-|a(r)|

Pointen er nu, at nar den konkrete algoritme saledes er gyldig og terminerer,
sa folger det af argumentet ovenfor (for den abstrakte algoritme), at den
konkrete ogsa er korrekt.

I det naeste eksempel antager vi, at veerditypen E er ordnet og at listen
S er ordnet i ikke-aftagende orden, dvs. at S opfylder preedikatet Vi, ; €
0.1S] : i < 5 = S.(i) < S.(j). I dette tilfzelde kan vi anvende biner
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sogning, dvs. en sggestrategi der bestar i at udveelge det midterste element
i kandidatintervallet lav..h@j for derefter at bruge ordningen til at halvere
kandidaterne, hvis det inspicerede element ikke er det, der ledes efter.

Idet repraesentationen er den samme som for (og vi for simpelheds skyld
antager, at E er heltallene), far vi folgende algoritme, hvor invarianten [
er den samme som ovenfor.

Algoritme : Binger sggning
Stimulans : S : List (Int), segedomaene
m : Int, malelement
Respons : 7 :S(a(r)) = S(S~Y(m))
Metode  : lav,hgj,r :=0,|S], ?-Int
do {I}
(lav < hgj) A (r="7-Int) —
midt := (lav + hgj) /2
if S.(midt) =m — r := midt
| S.(midt) < m — lav := midt + 1
| m < S.(midt) — hgj := midt
fi

od

Det er nemt at vise, at denne algoritme ogsa er gyldig. Med hensyn til
terminering kan vi ogsa genbruge termineringsfunktionen fra fgr. Her er
det imidlertid ikke helt oplagt, at den altid aftager. Det detaljerede bevis
herfor er som fglger

e S.(midt) =m : p(lav’ hgj’,r') = hgj —lav' — |a(r’)| = hgj —lav —1
hgj — lav = hgj — lav — |a(r)| = p(lav, hej, r)

e S.(midt) <m : p(lav’ hgj,r') = hej’ — lav’ = hgj — (midt + 1)
hgj — ((lav+hgj) /24 1) < hgj— (lav+1) < hgj—lav
p(lav, hgj, ) fordi lav < (lav 4 hgj) /2 nar lav < hgj

e m < S.(midt) : p(lav' hgj’ r") = hgj’ — lav’ = midt — lav = (lav
hgj)/2 — lav < hgj — lav = pu(lav, hej, r) fordi (lav
hgj)/2 < hgj nar lav < hgj.

<

+
+
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2.4 Fletning

Vi betragter nu en anden problemstilling, hvis Igsning til en vis grad kan
“standardiseres”. Problemet bestar i at flette to ordnede fglger og kan illu-
streres v.hj.a. folgende eksempel. Fletningen af fglgerne

(3,5,9,10,15)
0g

(1,5,8,13,13,16)
er fglgen

(1,3,5,5,8,9,10,13,13,15,16)

[ almindelighed er fletningen af to ordnede folger en ordnet fglge, som
indeholder praecis de elementer, der findes i de to fglger.

Vi betegner fletningen af fglgerne f; og fo med
FLET(f1, f2)

Vi far nu fglgende algoritme for fletning, hvis idé er, at elementerne fra de
to fglger behandles ét for ét ved et symmetrisk sekventielt gennemlgb af de
to folger.

Algoritme: Fletning
Stimulans : f1, fo : £, ordnede fglger
Respons : f: E*, f = FLET(f1, f2)
Metode : f,g1,92 := A, f1, f2
do {f- FLET(g1,92) = FLET(f1, f2)}
G FEANG =\ =< Flyt, >
| g1 =AA g £\ o< Flyty >
| g1 £ ANgo # XN — if hd(g1)< hd(ge) =< Flyt; >
| hd(g1)> hd(ge) =< Flyty >
fi

od

hvor < Flyt; > og < Flyty > er

<L Flyty > is f, g1 := f - hd(g1),tl(g1)
< Flth > is fa g2 ‘= f : hd(92)7t1(92)

Vi overlader det til laeseren at argumentere for at algoritmen er korrekt
(argumentet bestar hovedsageligt i at observere, at invarianten er gyldig).
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Folgende TRINE program viser en konkretisering af algoritmen, hvor de ind-
gaende folger er lister af heltal. Sequence.tri indeholder Boxen Sequen-
ce(T) (jfr. afsnit 10.5 i [TRINE]).

Process Fletning

(* Programmet indlaeser to lister af heltal og kontrollerer
at de er ordnede i ikke-aftagende orden. Derefter flettes
de under anvendelse af flettealgoritmen. *)

(+ @"sequence.tri"

Box ISq
Sequence (Int)
end ISq

Proc Indlees[f: Vector]
(+ Proc check[vec: Vector] — (Bool)
(+ Var i:Int (*x Sggning efter i med vec.(i-1) > vec.(i) *)
i:=1
do i< |vec|—
if vec.(i-1) <vec.(i) — i:=1i+1
& true — return false
fi
od
return true
+)

end check

write("Liste: ")
read [{]
do —check[f] —
write(eol, "Om igen: ")
read [{]
od
+)

end Indlees
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Var f;, f5: Vector

Indlaes [f;]
Indlees [fo] (* f1 og {2 er ordnede *)
(+ Var f, g1, g2:1Sq’Seq

ISq’ Con [f] (Vector ())

[Sq’ Con [g1] (f;)

[Sq’Con [go] (f5)

do (* flettealgoritme *)

(ISq’Len[gi] >0) A (ISq’Len[gy] =0 ) — < Flytl >
| (ISq’Lenl[g; verb:]: =0) A (ISq’ Len [goérb:]: > 0) — < Flyt2 >
| (ISq’Len[g; verb:]: >0) A (ISq’Len[gy] >0) —

if ISq’ Ltop[g1] <ISq’Ltoplgs] — < Flytl >

| ISq’Ltop [g1] > ISqérb:":Ltop [g2] — < Flyt2 >

fi

od
write (eol, "Resultat: ")
ISq’ Print [{]
+)
+)

end Fletning

where < Flytl > is
ISq’ Rpush [f] (ISq’ Ltop [g1]1)
ISq’ Lpop [g1]

where < Flyt2 > is
ISq’ Rpush [f] (ISq’ Ltop [g2]1)
ISq’ Lpop [g2]

Der findes en del algoritmer, som “naesten” er fletninger, dvs. de to fglger
gennemlgbes pa samme made som ovenfor, men det er ikke sikkert, at alt
kopieres “rat”. Her er flettealgoritmen ogsa nyttig, fordi det er nemt at
modificere den i det konkrete tilfaelde. Et eksempel er en algoritme, der
givet to ordnede fglger uden “dubletter” finder preecis de elementer, der
optreeder i dem begge. I dette tilfaelde skal algoritmen kun “producere”
noget, nar hovedet af de to folger er ens, og resten skal ignoreres.
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Process Snit

(* Programmet indlaeser to lister af heltal og kontrollerer
at de er ordnede i voksende orden. Derefter findes de
elementer der forekommer i dem begge. *)

(+ @"sequence.tri"

Box ISq
Sequence (Int)
end ISq

Proc Indlees[f: Vector]
(+ Proc check[vec: Vector] — (Bool)
(+ Var i:Int (*x Sggning efter i med vec.(i-1) > vec.(i) *)
i:=1
do i< |vec| —
if vec.(i-1) <vec.(i) — i:=i+1
ff true — return false
fi
od
return true
+)

end check

write("Liste: ")
read [{]
do —check[f] —
write(eol, "Om igen: ")
read [{]
od
+)

end Indlees
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Var f;, f5: Vector

Indlees [f;]
Indlees [fo] (* f1 og f2 er voksende *)
(+ Var f, g1, g2:1Sq’ Seq

ISq’ Con [f] (Vector ())

[Sq’ Con [gy] (f1)

ISq’ Con [gs] (f5)

do (x* flettealgoritme *)

(ISq’Len[g;]1 >0) A (ISq’Len[gs] =0 ) — < Flytl >
| (ISq’Len[g; verb:]: =0) A (ISq’Len [goérb:]: > 0) — < Flyt2 >
| (ISq’Len[g; verb:]: >0) A (ISq’Len[gy] >0) —

if ISq’ Ltop [g1] <ISq’Ltop[g] — < Flytl >

| ISq’ Ltop [g1] >1Sq’ Ltop [go] — < Flyt2 >

| ISq’Ltop [g1] =1Sq’Ltop[ge] — < Flyt12 >

fi

od
write( "Resultat: ")
ISq’ Print [{]
+)
+)

end Snit

where < Flytl > is
ISq’ Lpop [g1]

where < Flyt2 > is
ISq’ Lpop [g2]

where < Flyt12 > is
ISq’ Rpush [f] (ISq’ Ltop [g1]1)
ISq’ Lpop [gi]
ISq’ Lpop [g-]
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2.5 Flytning

Som den sidste problemstilling i dette kapitel betragter vi diverse former
for omflytningsalgoritmer. En omflytningsalgoritme er karakteriseret ved,
at den manipulerer elementerne i en struktur v.hj.a. ombytninger, dvs.
den hverken fjerner eller tilfgjer elementer, men ngjes med at flytte rundt
pa dem. Denstruktur, der er relevant for omflytningsalgoritmer er en liste
w, som indeholder elementer fra en ordnet meengde F, og som kun kan
manipuleres v.hj.a. fglgende operationer

|w] : antal elementer i w

w. (1) : det i'te element 1 w

w.(i) < w.(j) :sammenligning af i’te og j’te element i w
w. (1) :=: w.(j) : ombytning af i’te og j’te element i w

De vigtigste eksempler pa omflytningsalgoritmer er sorteringsalgoritmer,
som pa grund af deres udbredte anvendelse i praksis er et af de omra-
der inden for datalogien, der har vaeret undersggt mest intenst. Vi skal i
dette afsnit ngjes med at betragte to af de simpleste og mest ligefremme
sorteringsmetoder samt en omflytningsalgoritme, der bl.a. kan bruges som
hjeelpeprocedure i en mere interessant sorteringsalgoritme.

Det fgrste eksempel er sakaldt indsettelsessortering, som kan beskrives
pa folgende made (i resten af dette afsnit betyder sorteret, at vektoren er
sorteret i ikke-aftagende orden)

Algoritme: Indsaettelsessortering
Stimulans: w: vektor

Respons : w: sorteret
Metode :7:=0
do {(w(0..7) er sorteret)A(0 < i < |wl|)}
i < |w| = <indseet w.(i) i w(0..i) >
=141
od

Det skulle veere klart, at hvis denne algoritme er gyldig, sa er den ogsa kor-
rekt. Selve indsaettelsen kan beskrives som en (baglaens) sggning (ledsaget
af en “skubning”) efter det sidste element i w(0..7), som er mindre end eller
lig med w.(7). Dette kan ggres pa folgende made.
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Algoritme : Indseettelsessortering

Stimulans: w: vektor
Respons : w: sorteret
Metode :17:=0
do {(w(0..7) er sorteret) A(0 < i < |w|)}
i < |w| — j, fortset := i — 1true
do {segning efter j : w.(j) <w.(j + 1)}
(0 < j) A fortseet — if w.(j) < w.(j + 1) — fortseet := false
| w.(j) >w.(j+1) = w.(j) = w.(j+1)
ji=j—1
fi
od
1:=1+1
od

Det andet eksempel pa sortering er udvalgssortering, som kan beskrives
som fglger.

Algoritme : Udvalgssortering
Stimulans : w: vektor
Respons : w: sorteret
Metode : 7:=0
do {(w(0..7) er sorteret) A (w(0..7) < w(i..|w|) A (0 <i < |wl|)}
i < |lw| - <find det mindste element i w(i..|w|) og
ombyt det med w.(i) >
1i=1+1

od

Vi overlader det til leeseren at skrive <find det mindste ...>>, og ngjes
med at pege pa, at uligheden w(0..7) < w(i..|w|) betyder, at alle elementer
i w(0..7) er mindre end eller lig med alle elementer i w(i..|w]|).!

Det sidste eksempel pa omflytning er en algoritme, som deler en vektor i
to dele pa en sadan made, at alle elementer i den nedre del er mindre eller
lig med en veerdi e, og alle elementer i den gvre del er stgrre end eller lig
med e. Udover at foretage omflytningen, giver algoritmen ogsa besked om,
hvor delepunktet ligger.

Algoritmen ser ud som fglger.

Den praecise betydning af w(0..1) < w(i..|w|) er Vj € 0..i : (Vk € i..|w| : w.(5) < w.(k)).
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Algoritme : Opdel
Stimulans : w, e: w vektor, e element
Respons : w,r: (0 <r <|w|) A (w(0..r) < e < w(r.|w|))
Metode : lav, hgj := 0, |w|
do {(w(0.1av) < e < w(hgj..|w|)) A (0 < lav < hgj < |wl|)}
lav < hgj —if w.(lav) < e — lav:=lav +1
| w.(hgj — 1) < e < w.(lav) —ww.(lav) :=: w.(hgj — 1)
lav, hgj := lav 4+ 1, hgj — 1
| e <w.(hgj — 1) = hgj := hej — 1
fi

od

r:=lav

Vi kan illustrere invarianten for algoritmen v.hj.a. fglgende tegning

elementer<e elementer>e
w:
A A
lav hgj

Det skulle veere nemt at se, at algoritmen er gyldig. Laeseren opfordres til
at overbevise sig om, at den ogsa er korrekt.
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3 Kompleksitet

I de foregaende kapitler har vi beskaftiget os med de kvalitative aspek-
ter af programmering, dvs. spgrgsmal som korrekthed og simpelhed i de
anvendte algoritmer. Algoritmer har som bekendt ogsa kvantitative aspek-
ter, som det er ngdvendigt at beskeeftige sig med, og blandt disse er fgrst
og fremmest spgrgsmalet om, hvor lang tid det tager at udfgre dem. Selv
om moderne datamater er sserdeles hurtige, er der en mangfoldighed af
problemer, hvor det er afggrende, at det program, der lgser problemet,
er effektivt. Der er naturligvis mange eksempler pa sadanne programmer,
blandt hvilke sakaldte realtidsprogrammer er nogen af de bedste. Et sadant
program har til formal at reagere pa pavirkninger inden for en bestemt
maksimal tid, og det er steerkt generende, maske ligefrem meningslgst, hvis
det ikke sker. Et eksempel pa et meningslgst program af denne type er et
lgnudbetalingssystem for ugelgnnede, som bruger en maned pa at gennem-
fore de ngdvendige beregninger, eller (maske mere realistisk) en simulator
til treening af piloter, som er flere minutter om at beregne konsekvenser-
ne af en pilotreaktion, hvis resultat indfinder sig pa sekunder i en rigtig
flyvemaskine.

Omend programmers pladsforbrug ofte er lige sa afggrende en faktor som
deres tidsforbrug, skal vi i dette afsnit indskreenke os til at betragte sidst-
navnte. Vi definerer tidskompleksiteten af et program eller en algoritme,
som det antal primitive operationer, der udferes fra programmet (eller al-
goritmen) startes i en eller anden starttilstand og til det standser (hvis det
da overhovedet standser).

Ved en primitiv operation vil vi forsta en operation, som med rimelighed
kan siges at udggre en tidsmeessig enhed, nar et program afvikles pa en da-
tamaskine. Der er flere muligheder for at leegge sig fast pa en sadan enhed,
men det viser sig (jfr. kapitel 17 i [TRINE]), at disse alle mere eller min-
dre svarer til at definere en primitiv operation som en laesning, skrivning
eller kopiering af enten en simpel verdi eller af en reference til en variabel
(standardveerdier og pointerveerdier opfattes i denne sammenhaeng ogsa
som simple veerdier). Tidskompleksiteten af f.eks. et TRINE program defi-
neres saledes som det samlede antal laesninger, skrivninger og kopieringer
af standardvaerdier, pointerveerdier, veerdier fra Unit, Int, Bool, Char, Real
eller af variabelreferencer under programmets udfgrelse.
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At opgere denne tidskompleksitet eksakt er imidlertid, selv for sma pro-
grammer, en overveeldende sag, og vi skal derfor indskraenke os til at be-
tragte dens stgrrelsesorden. Betimeligheden heraf er der argumenteret ind-
gaende for i bl.a. [Bentley] — her skal vi praecisere den notation, der bruges
til at tale om stgrrelsesordener, ligesom vi skal se lidt pa teknikker til at
vurdere tidskompleksitet.

3.1 Notation for stgrrelsesorden

[ det folgende betegner IRy (IR) de ikke-negative (positive) reelle tal. Vi
betragter funktioner af formen

f : INy — IR
og definerer for en vilkarlig sddan funktion fglgende klasse af funktioner
O(f)={9:INg » Ry | Fk € R ,ng € IN :VYn>ng:g(n) < kf(n)}

O(f) er klassen af funktioner, der asymptotisk (dvs. for store veerdier af n)
er opadtil begraenset af f “pansger en konstant faktor”. Fglgende er eksemp-
ler pa anvendelse af notationen

4n® + 3n — 13 € O(n?)
sn++/n € 0(n)

35n +n(y/n+7) € O(n?)
2" +4nt € O(2")

Det er klart, at vi altid vil veere interesseret i at angive den mindst mulige
begraensende funktion. I den forbindelse skal vi lejlighedsvis ogsa anven-
de felgende notation, som i analogi med O(f) angiver funktioner, der er
nedadtil begraenset.

Qf):{g: Ny > Ry | Ik € Ry,ng € IN :¥n>ng:g(n) > kf(n)}

Vi kan ogsa tale om klassen af funktioner, der begreenses af f fra begge
sider

O(f) = O(f) N Q(f)
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Vi skal ikke beskaeftige os saerlig meget med regneregler for disse funktions-
klasser, men fglgende er nyttige at kende.

Lad g1 € O(f1),92 € O(f2). Der geelder da

e kg € O(fy) for alle k >0
®g1-92 € O(f1- fo)

® g1+ €O0(fi+ f2)

e f1€0(f2) = g1 € O(f2)

3.2 Definition af tidskompleksitet

Det fremgar af indledningen, at nar tidskompleksiteten af et program eller
en algoritme skal vurderes, skal man vurdere antallet af simple veerdier og
referencer, der “behandles” under programmets (algoritmens) udfgrelse.
Det er nemt at indse, at denne “behandling” sker i forbindelse med

tilordningssaetninger
betingelser
kommunikationsseetninger
procedurekald
variabelerklaeringer

Vi vil derfor veere godt hjulpet med at analysere omkostningerne for hver
af disse programelementer. Her kan der veere variationer fra sprog til sprog,
og felgende diskussion handler derfor om TRINE.

TRINE’s implementation pa en fysisk datamat er beskrevet i kapitel 17
i [TRINE], og der er her argumenteret for at det vi er interesseret i, er
summen af stgrrelserne af de veerdier, der udregnes under afviklingen af
programmet, eller algoritmen. Stgrrelsen af en TRINE vaerdi defineres som

folger (jfr. igen [TRINE])

e stgrrelsen af en simpel veerdi er 1

e storrelsen af en sekvens er 2 + summen af stgrrelserne af dens ele-
menter
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Folgende eksempler illustrerer denne definition

o stgrrelsen af Int-konstanten 17 er 1
e storrelsen af List-konstanten Vector (0/100) er 102
e storrelsen af Prod-konstanten Point(7,0) er 4

e storrelsen af Sum-konstanten Res(x:7) er 4

Baseret pa dette stgrrelsesmal, og pa den tidligere naevnte rimelighed af at
betragte manipulation af en simpel veerdi eller reference som en primitiv
operation, kan vi nu praecisere tidskompleksiteten af et TRINE program
eller algoritme pa fglgende made.

Tidskompleksiteten af et program (en algoritme) i TRINE er
summen af stgrrelserne af de veerdier, der udregnes under
udfgrelsen af programmet (algoritmen) med en starttilstand,
der opfylder stimulanspraedikatet. Safremt der findes flere sa-
danne udfgrelser, er tidskompleksiteten maksimum af sum-
men af stgrrelserne over samtlige udfgrelser.

3.3 Direkte analyse

Vi betragter nu nogle eksempler pa vurdering af tidskompleksitet. Af be-
kvemmelighedsarsager skal vi benytte notationen T[A] til at angive tids-
kompleksiteten af algoritmen (programmet A).

Betragt algoritmen til lineser potensoplgftning fra side 10.

Algoritme : Lineser potensoplgftning
Stimulans : n,p:p >0
Respons : r:r=nP
Metode : r,q:=1,p
do {r xn? =n’}
qg#+0—=>r,q:=r*xn,qg—1
od
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Det er klart, at alle vaerdier, der udregnes under udfgrelse af denne algo-
ritme, har stgrrelse 1, og da lgkken gennemlgbes p gange, fglger det at

T'[Lineger potensoploftning] € O(p)

Det er ogsa klart, at af de to stimulans-variabler til Lineser potensoplgft-
ning, n og p, er det p der betyder noget for kompleksiteten, medens veerdien
af n er ligegyldig. I sadanne situationer skal vi fremhaeve denne afthaengig-
hed eksplicit ved at tilfgje den relevante parameter til T[] pa felgende
made

T'[Linezer potensoploftning](p) € O(p)

Betragt nu som et andet eksempel pa denne parametrisering fglgende al-

goritmestump
A =1
do
1<n— j:=1
do
1<i—>j:=7+1 Ay
od
1:=1+4+1
od

Det er klart, at kompleksiteten af A; athaenger af n, og at kompleksiteten
af Ay athaenger af i. Dette kan tydeligggres pa fglgende made

T[A](n) € O(T[A](1) + ...+ T[A]() + ... + T[As](n))

n
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Antag nu, at tilordningsseetningen i := 1+ 1 erstattes af ssetningen ¢ := 2:xi.
I sa fald udfgres der et antal iterationer i den yderste do-satning, der er
lig med det antal gange man skal multiplicere 1 med 2 for “at nd” n, dvs.
log(n) gange?. Vi far da

T[A]] ~ T[A](1)+ ...+ T[A](2s™)
~ 14 ...+ 2 4. 2lsl)
~ 2n
€ O(n)

hvor vi har brugt ~ til at angive, at vi regner med de tilngermelser O(-)
tillader.

Vi kan praecisere denne brug af parametre i kompleksitetsmalet pa fglgende
made. Hvis A er en (stump af) en algoritme, betegner vi med

TAl(n)

tidskompleksiteten af A, nar algoritmen startes i en tilstand, der er be-
stemt af den karakteristiske parameter n. Mere preecist skal der geelde, at
T[A](n) skal veere den mindste gvre greense for summen af stgrrelserne af
de veerdier, der udregnes under udfgrelser, der starter i tilstande, som er
karakteriseret af n. Vi skal ikke forsgge at formalisere hvad det i alminde-
lighed betyder, at en tilstand er karakteriseret af en parameter, idet dette
vil blive preeciseret i hvert enkelt tilfaelde. I de fleste tilfeelde angiver n
veerdien af en af algoritmens variabler (som p og i ovenfor), og i sa fald
karakteriserer den enhver tilstand i hvilken den pagaldende variabel har
veerdien n.

Det skal understreges, at kompleksitetsmélet er pessimistisk, idet T'[A](n)
dominerer tidskompleksiteten for alle udfgrsler af A i alle starttilstande, der
karakteriseres af n. Dette kompleksitetsmal kaldes ogsa worst-case kom-
pleksitet, fordi det giver udfgrelsestiden for den vaerst taenkelige beregning.
Et alternativt kompleksitetsmal er gennemsnitlig tidskompleksitet, hvor

2Alle logaritmer i disse noter har, med mindre andet naevnes eksplicit, grundtal 2, dvs.
log(n) = log, (n).
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man under mere eller mindre realistiske antagelser om fordelingen af data,
udregner det forventede antal primitive operationer, der udfgres i en bereg-
ning. Vi skal dog hovedsageligt interessere os for worst-case kompleksitet.

3.4 Analyse af nogle konkrete algoritmer
Vi anfgrer nu et antal eksempler pa simple analyser af nogle af algoritmerne
fra de foregaende afsnit.

I algoritmen Logaritmisk potensoplaftning er det igen klart, at alle fore-
kommende veerdier har stgrrelse 1, hvorfor vi kan vurdere dens tidskom-
pleksitet ved antallet af iterationer i do-lgkken. Her er det nemt at se, at
variablen ¢ halveres mindst hver anden gang lgkken gennemlgbes, hvorfor
antallet af iterationer ligger mellem log(p) og 2log(p). Altsa geelder der

T'[Logaritmisk potensopleftning](p) € ©(log(p))

[ algoritmen til binger sggning side 14 sker der en halvering af leengden af
spgeintervallet i hver iteration, hvorfor vi igen har (n er antallet af elemen-
ter i spgedomaenet)

T'[Bineer sggning](n) € O(log(n))

For algoritmen Indsaettelsessortering side 21 geelder der (n er leengden af
w og “spgning” angiver den inderste do-lgkke).

T[Indsaettelsessortering](n) = ZT [sogning] (7)
i=1

c Zou)

- o)

Vi viser nu, at disse graenser er “skarpe”, dvs. at man kan erstatte O med
O. For indsaettelsessortering skal vi altsa vise, at



30 3 KOMPLEKSITET

(*) T[Indszettelsessortering] (n) € Q(n?)

Iflg. definitionen pa tidskompleksitet skal vi finde en starttilstand for algo-
ritmen, som er karakteriseret af n, og hvor der under udfgrelsen udregnes
af stgrrelsesordenen n? (simple) veerdier. Da n betegner laengder af w, skal
vi finde en liste af laengde n, for hvilken algoritmens udfgrelsestid er ca. n?.
Men det er en simpel sag at indse, at indsattelsessortering af den omvendt
sorterede liste

w=(nn—-1n—-2,...,2,1)

(n—1)*n

involverer ombytninger, og derfor er det klart, at (*) er opfyldt.

Det overlades til leeseren pa tilsvarende made at vise, at

T[Udvalgssortering](n) € Q(n?)

3.5 Analyse af en binaer taeller

I dette afsnit vil vi analysere en algoritme, der simulerer opteelling i et
teelleregister R, der svarer til en biner kilometerteeller. Vi vil benytte en
metode til vurdering af tidskompleksitet, som kan give skarpere analyser
end “lige ud ad landevejen” regningerne fra de foregaende afsnit. Metoden
bestar i en slags debet-kredit regnskab, og vil i heeftet Programmeringsteort
I1 blive formaliseret og generaliseret.

Algoritme: Optelling
Stimulans : n:n >0
Respons : R: R er den binere repraesentation af n
Metode : i, R := 0, Vector( )
do {R er den binsre repraesentation af i og (0 < i < n)}
1<n—>p:=0
do (p <[R[) A (R.(p) =1) —
R.(p),p:=0,p+1
od
if p=|R| - R:= R+ +Vector(0) fi
R.(p):=1
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=1+ 1
od

Hvis f.eks. n har veerdien 14, vil algoritmen standse med fglgende veerdi
for R

R=(0,1,1,1)

hvilket passer med, at den binaere repraesentation af 14 er 1110.

En grov analyse af algoritmen giver, at den yderste do-lgkke gennemlgbes
preecis n gange. For hvert gennemlgb

e udfgres der hgjst |R| gennemlgb af den inderste do-lpkke
e udfgres seetningen R := R + +Vector(0) eventuelt.

Da R := R + +Vector(0) er den eneste s@tning i algoritmen, hvor der
udregnes en vaerdi hvis stgrrelse er forskellig fra 1, og da denne stgrrelse er
|R| + 1, er det klart at

T[Opteelling](n) € O(nlog(n))

idet |R| hgjst kan blive log(n).

M.h.t. den “dyre” seetning R := R+ +Vector(0) er dette imidlertid alt for
pessimistisk, fordi den faktisk udfgres ret sjeeldent. Man kan godt udregne
hvor sjeeldent, men tilbage star stadig at estimere det samlede antal gen-
nemlgb af den inderste do-lgkke. Her anvender vi nu debet-kredit teknikken
pa folgende made.

Vi vedtager at det koster 1 krone hver gang vi ser pa et element i R, og
at det koster |R| kroner, hver gang R udvides (ved udfeorelse af seetningen
R := R+ +Vector(0)). Vi kan nu “finansiere” hele algoritmen ved for hver
opteelling at betale 2 kroner samt ved for hver forleengelse af R at lane |R|
kroner.

De 2 kroner der betales for hver optealling er nemlig tilstraekkelige til at
overholde folgende bogforings-invariant:
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“Hvert element i R med veerdi 1 er i besiddelse af 1 krone.”

Dette indses ved at observere, at en opteelling bestar i at gennemlgbe et
antal elementer i R, der alle har vaerdien 1, indtil man nar et 0. 1’erne saettes
til 0 og O’et til 1. Hvis nu R allerede overholder bogfgringsinvarianten, kan
alle 1’erne selv betale prisen for at besgge dem. De 2 kroner kan sa bruges
til dels at betale for at besgge 0’et, og dels til at give denne (som jo nu bliver
en 1’er) den krone, den skal have for at overholde bogfgringsinvarianten.

Nar algoritmen standser, har de samlede udgifter vaeret

° 2n kroner for opteellingerne
° den geeld der er opbygget i forbindelse med forleengelserne

af R.

R er imidlertid vokset med 1 element ad gangen, fra lsengde 0 op til slut-
veerdien log(n), hvorfor geelden andrager

log(n)

Z i | ~log(n)?

1=1

De samlede udgifter belgber sig da til ~ 2n + log(n)? kroner, og da an-
tallet af kroner er proportionalt med summen af de udregnede vaerdier, er
tidskompleksiteten givet ved

T[Opteelling](n) € ©(n)

dvs. algoritmen er linezer.

Det skal understreges, at denne bogfgringsinvariant er en teenkt invariant,
som kun anvendes i forbindelse med analysen, og som ikke direkte har
noget at ggre med invarianter der anvendes til korrekthedsargumenter.

3.6 Tidskompleksitet af procedurer

I dette og naeste afsnit vil vi se pa teknikker til at vurdere tidskomplek-
siteten af procedurer. Vi starter med ikke-rekursive procedurer.
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Hvis P er en procedure, betegner vi med
T[proc P](n)

tidskompleksiteten af at udfgre P’s krop?®, startende i en tilstand, der er
karakteriseret af n.

Betragt som fgrste eksempel fglgende to procedurer til binger sggning (jfr.
side 14), hvor det antages at argumentet S er en ordnet liste af leengde n.

Proc Bineer; (S: Vector, m: Int) — (Int)
(+ Var lav, hgj, midt: Int
lav, hgj:=0, | S|
do lav<hgj —
midt: = (lav+hgj) /2
if S.(midt) =m — return midt
| S.(midt) <m — lav: raisebox-1pt=midt+1
| m<S.(midt) — hgj: =midt
fi
od
return 7-Int
+)

end Binger;

Proc Bineers [S: Vector, m: Int] — (Int)
(+ Var lav, hgj, midt: Int
lav, hgj:=0, | S|
do lav<hgj —
midt: = (lav+hgj) /2
if S.(midt) =m — return midt
| S.(midt) <m — lav: raisebox-1pt=midt+1
| m<S.(midt) — hgj: =midt
fi
od
return 7-Int
+)

end Bineers

30mkostningerne ved parametermanipulation taelles altsa ikke med her.
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Det fglger af analysen af Binaer sggning, at

T[proc Bingr](n) = T[proc Bingers](n) € O(log(n))
Hvis vi derimod ser pa kompleksiteten af kaldene

Bineer; (S, x) og Bingers[S](x)

er der forskel, fordi der geelder

T[Bineer, (S, x)] =~ |S|+ T[proc Binger{](|S|) € O(|S])
T[Bineers[S](z)] 1 + T[proc Binary](|S|) € O(log(|S]))

Q

Dette skyldes, at for en verdiparameter (S) er det som bekendt selve veerdi-
en (af sterrelse |S|) der skal udregnes, medens det for referenceparameteren

[S] kun er referencen til den relevante variabel (af storrelse 1), der skal fin-
des.

Vi ser altsa et eksempel pa, hvordan en uhensigtsmaessig parametermeka-
nisme kan “gdelaegge” en effektiv sggemetode.

3.7 Tidskompleksitet af rekursive procedurer

Nar procedurer er rekursive, kan vi ikke udregne deres tidskompleksitet helt
pa samme made som ovenfor. Betragt som eksempel folgende to procedurer,
som spejler en liste L. Ideen i begge procedurer er, at der er fglgende
sammenhaeng mellem L og dens spejlbillede L (7 er en vilkarlig veerdi med
0<i<]|LJ]).

0 i—1 L] —1

L

e
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Man kan spejle L ved at dele den i to, spejle hver del for sig og saette dem
sammen i omvendt rackkefglge — eller udtrykt mere kompakt

P e N

L = L(i..|L]) + +L(0..7)
Forskellen pa de to procedurer er valget af i

Type liste = List (Char)

Proc Reverse; [L: liste]
(+ Var hlp: liste

if | L|>1—
hlp, L:=L(0..1), L(1..|L |
Reverse; [L]
L:=L++hlp

fi

+)
end Reverse;

Proc Reverse, [L: liste]
(+ Var hlp: liste

if |[L|>1—
hlp, L:=L(0..|L|/2), L (|L|/2..|L]
Reverses [hlp]
Reverses [L]
L:=L++hlp
fi

+)
end Reversesy

Da begge procedurer er rekursive, resulterer deres analyse i rekursionslig-
ninger pa folgende made. For Reverse; gaelder der, idet n betegner laengden
af parameteren L,

T[proc Reverse](1) € O(1)
T[proc Reversei](n) ~ n+ T[Reverse;[L]](n —1)+n
n + T[proc Reversei](n — 1)

Q
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hvilket folger af, at storrelsen af veerdierne af L(1..|L|) og L++liste(hlp)
begge tilhgrer O(n).

Det er nemt at se, at lgsningen til denne rekursionsligning er

T[proc Reverse]|(n) € ZO(Z)

For proceduren Reverses geelder der fglgende analyse (for n > 1)

T[proc Reverses](n) ~ n+
T [[Reversez[hlp]]](g)
)

T[Reverses|L ]]](g +

n

2(n + T[proc Reverse,] (g))

Q

Q

2(n + 2(

A -

2 4

log n
= 2(n+n+...+n)
€ O(nlog(n))

+2( +...+2(1)...))

idet n “hgjst kan halveres log(n) gange”. Bemeerk, at det folger af analysen,
at for store vaerdier af n er Reverses veesentlig mere effektiv end Reverse;
(der er stor forskel pa n? og nlog(n), nar n er stor). Det kan altsé betale sig
at opdele problemet i to problemer, som hver er af halv storrelse, i stedet
for at dele det i et stort og et lille.

Lad os for god ordens skyld ogsa analysere proceduren KochLine fra afsnit
12.3 i [TRINE]. Idet den karakteristiske parameter denne gang er ordenen
af den kurve der skal tegnes, skulle det veere klart, at vi far folgende ligning

T[KochLine(n,r,1)] = T[proc KochLine](n)
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samt at

T[proc KochLine](0) € O(1)
T[proc KochLine](n) ~ 4 x T'[proc KochLine](n — 1)
hvilket giver at

T[proc KochLine](n) € O(4")

37
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4 Specifikationer

Nar algoritmer opbygges v.hj.a. ubestemte stumper, herunder nar der op-
treeder procedurer i algoritmerne, bliver der behov for at fa egenskaber ved
sadanne ubestemte stumper ind i korrekthedsbeviserne.

Betragt som eksempel fglgende situation, hvor K er en maengde af elemen-
ter af en eller anden type F.

Algoritme: Permutation
Stimulans: f: List(E), Vi,j € 0..|f] : f.(4) # f.(4)
Respons : f: permutation af listen
Metode : K,i:=10,0
doi<|f|—>ei:==f(i),i+1
Lindsaet e i K >

od

1:=0

do i < |f| — <udvaelg e fra K >
<fjern e fra K >
f(i),i:=ei+1

od

Hvis vi skal vise, at denne algoritme er korrekt, er det klart, at vi skal
bruge stumpernes egenskaber. Disse udtrykker vi nu v.hj.a. specifikationer
pa folgende made

(*) <indset e i K > sat K' = K U {e}

sat er en forkortelse for satisfies og angiver, at stumpen <indsaet e i K >
opfylder udsagnet K' = K U {e}. Dette udsagn adskiller sig fra de udsagn
vi hidtil har beskaeftiget os med ved at indeholde savel maerkede (K') som
umerkede (K e) variabelnavne. Meningen er den samme som i [TRINE,
kap. 8], at de umeerkede (merkede) navne refererer til variablernes veerdier
for (efter) udferelsen af stumpen. (*) siger sdledes, at veerdien af variablen
K efter udfgrelsen er lig med foreningsmeengden af {e} og veerdien af K
for kaldet.

Specifikationen af <fjern e fra K > er analog, hvorimod <udvalg e fra
K > har udseendet
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<udveelg e fra K > sat K #0) — (¢ € K) AN (K' = K)

Her har vi tilfgjet en betingelse (K # ), som angiver under hvilke om-
steendigheder det giver mening at udfgre stumpen.

Vi angiver nu den preaecise betydning af en specifikation. En sadan er i
almindelighed af formen

(**) < Stump> sat P — U

hvor der gaelder, at P kun indeholder umaerkede variabelnavne og U (kan)
indeholde savel umaerkede som meaerkede navne. Vi kalder U et blandet
udsagn.

I afsnit 2.1 blev det defineret, at en tilstand o opfylder et praedikat U,
hvis U (som jo er en logisk funktion) udregnet i tilstanden o, har veerdien
t. I analogi hermed definerer vi, at et par af tilstande (o, c’) opfylder et
blandet praedikat U, hvis U har vaerdien t, nar det udregnes i tilstandene o
og o', hvilket mere praecist betyder, at umeerkede (maerkede) variabelnavne
refererer til o (o).

Den formelle betydning af (**) er nu som fglger

For enhver tilstand o som opfylder P galder, at enhver
udfgrelse af <Stump> med o som starttilstand ter-
minerer, og for enhver sluttilstand o’ geelder, at (o, 0")
opfylder U.

Med denne definition skulledet veere klart, at
<LStump> sat P — U

mekanismen ligger meget teet pa den hidtidige algoritmespecifikationsme-
kanisme. Ved at betragte definitionen pa korrekthed af en algoritme side 9,
er det nemt at se, at en algoritme af formen

Algoritme: Noget
Stimulans : P
Respons U

Metode : <Noget>>

er korrekt hvis og kun hvis der gaelder
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<Noget> sat P — U’

hvor U’ er identisk med U bortset fra, at alle variabelnavne er blevet maer-
ket.

Specifikationernes teknik til at udtale sig om sammenhaengen mellem vaer-
dierne af variabler fgr og efter udfgrelsen af algoritmestumper muligggr
opstillingen af fglgende bevisprincip, der giver grundlaget for savel kon-
struktion som korrekthedsbeviser for den type algoritmer, vi har beskaefti-
get os med i de foregaende to kapitler. Her er z = x4, ..., x, programmets
variabler, I er invarianten og p termineringsfunktionen.

Bevisprincip for do-satninger
Hvis der for saetningen
do B —-< Krop > od
geelder
< Krop > sat (B(z) A(z)) = 1(Z') A (u(z) > p(x') > 0)
sa geelder der ogsa

do B —< Krop > od sat I(z) — I(Z') AN ~B(Z')

Preaecis ligesom vi udtrykker ubestemte stumpers egenskaber ved specifika-
tioner, kan vi ogsa udtrykke egenskaber ved procedurer. Dette beskrives
naermere i Programmeringsteori I1.
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