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2 0 INDLEDNING

0 Indledning

Dette heefte introducerer grafer, de mest fundamentale begreber fra grafte-
orien, samt nogle af de vigtigste grafalgoritmer.

Grafer har en bred anvendelsesflade inden for beskrivelser af kombina-
toriske problemer, og det er derfor vigtigt at kende effektive algoritmer til
lgsning af de oftest forekommende grafproblemer. Grafalgoritmer er ogsa
gode eksempler pa systematisk anvendelse af ikke-trivielle datastrukturer.

Kapitel 1 og 2 introducerer grafer, deres repraesentation og den mest ngdvendige
terminologi.

Kapitel 3 behandler ikke-orienterede grafer med hovedveegt péa algoritmer
til grafgennemlgb og udspaendende traeer.

Kapitel 4 gentager historien fra kapitel 3 for orienterede grafer, dog ud-
videt med behandling af acykliske grafer og med korteste veje i stedet for
udspeendende traeer.



1 Basale grafteoretiske begreber

En graf er et par G = (V, E) bestaende af knuder V' og kanter E. Vi skal
for simpelheds skyld antage, at knudemaengden er

V={0,1,...,n—1}

Hvis G er en orienteret graf, bestar £ af en maengde af ordnede par af
formen [v, w], hvor v,w € V. Hvis G er en ikke-orienteret graf, bestar F af
en maengde af wordnede par {v,w} hvor v,w € V. Vi skal i begge tilfeelde
altid antage, at v # w.

Nar vi tegner grafer, vil kanterne i de orienterede grafer veere pile, medens
kanterne i de ikke-orienterede grafer blot er “streger”. Knuderne tegnes i
begge tilfaelde som cirkler.

Folgende tegning repraesenterer saledes den ikke-orienterede graf

G = ({0,1,...,7}, {{0,1},{0,2},{1,2},{1,3},{1,4} {2,4},
{3,4},{5,6},{5,7},{6,7}})

medens fglgende viser den orienterede graf

G, =({0,1,....7}, {[0,1],[0,7],[L,2],[3,1],[3, 4], [4,0], [4, 1],
[4,2],[4,3],5,7],[6,5], [7,6]})



4 1 BASALE GRAFTEORETISKE BEGREBER

Da det som regel vil fremga af sammenhaengen, om der er tale om en
orienteret eller en ikke-orienteret graf, skal vi bruge feellesbetegnelsen (u, v)
for [u,v] eller {u,v} og lade situationen afggre, hvilken der er tale om.

Hvis (u,v) er en kant, siges u og v at veere incidente med (u,v). (u,v) er
ogsa incident med u og v.

Hvis {u, v} er kant i en ikke-orienteret graf, er u og v naboer. En orienteret
kant [u,v| gdr fra u til v.

Hvis v er en knude i en ikke-orienteret graf, er v’s grad antallet af naboknu-
der. Hvis v er knude i en orienteret graf, er indgraden (udgraden) antallet
af kanter [u, v] ([v, u]).

En vej fra vy til vy er en liste af knuder (vg, vy, ..., v;), hvor k > 0, og hvor
der for alle 7 € 0..k geelder at (v;,v;11) er en kant. En vej er simpel, hvis
alle knuderne er forskellige.

I en orienteret graf kaldes en vej for en cykel, hvis k > 0 og vy = vg; vejen er
en simpel cykel, hvis der yderligere gaelder at vy, vy, ...,vr_1 er indbyrdes
forskellige.

I en ikke-orienteret graf er en vej en cykel, hvis k > 0, vy = vi, og ingen
kant gentages; vejen er igen en simpel cykel, hvis der yderligere gaelder, at
Vg, . .., U1 alle er indbyrdes forskellige.

Hvis Gi = (V1, Ey) og Gy = (Va, Ey) er grafer, er Gy en delgraf af G,
safremt Vi C V5 og By C Esy. Gy er en udspendende delgraf af G, hvis der
yderligere gaelder Vi = V5. (7 er den delgraf, der induceres af Vi, hvis E;
bestar af alle kanter (u,v) € Es for hvilke u € V; og v € 1].



2 Reprasentation af grafer

Nar grafer skal manipuleres af en algoritme, skal de naturligvis repraesenteres
pa en eller anden made. Dette kan i alt vaesentligt gares pa to mader, nem-
lig v.hj.a. kantlisterepresentation eller som incidensmatriz.

I en kantlisterepraesentation angives for hver knude, hvilke knuder den har
som naboer. Den relevante TRINE type er

Type Graf = List (Vector)

og udseendet vil for de to eksempelgrafer ovenfor veere som folger

Gi0: (

AN N AN AN AN AN TN /N

)

hvor altsa Gj,.(v) (Go.(v)) er en liste bestdende af de knuder w, for hvilke
{v,w} ([v,w]) er en kant. G,,.(v) og G,.(v) kan naturligvis ogsa veere
keedede (pointer) lister.

En incidensmatriz er en n x n Boolsk matrix, hvor den (v, w)’te indgang
er true, hvis {v,w} eller [v,w] er en kant og false ellers. Den relevante



TRINE type er her

Type Graf = List (Bits)
Type Bits = List (Bool)

2 REPRa&SENTATION AF GRAFER

og de to eksempler ser ud som fglger (vi bruger t for true og undlader at

angive false-vaerdier).

bt
bttt
bt
£
Gio: t ot ot
t
£
Go | ¢ ¢ ¢t

Bemeerk, at da kanterne i ikke-orienterede grafer er uordnede par, vil inci-
densmatricen for en sadan graf altid vaere symmetrisk.

Det skulle veere klart, at kantlisterepraesentationen er den mest gkonomiske
m.h.t. pladskrav, idet den fylder O(m), hvor m er antallet af kanter i
grafen. Incidensmatricen fylder altid O(n?) uanset antallet af kanter — til
gengaeld kan man afggre om et par (v, w) er en kant i tid O(1).

I det fglgende skal vi altid antage — med mindre det modsatte eksplicit
navnes — at grafer repraesenteres v.hj.a. kantlister, og vi skal ogsa system-
atisk betegne antal knuder med n og antal kanter med m.



3 Ikke-orienterede grafer

I dette kapitel betragtes algoritmer, der behandler fglgende problemstillin-
ger for ikke-orienterede grafer: gennemlgb, sammenhaeng, udspaendende
tracer.

3.1 Grafgennemlgb

En af de simpleste problemstillinger er at konstruere en effektiv algoritme
til gennemlgb af en graf, hvor der med gennemlgb menes, at samtlige kanter
og knuder har veeret “besggt” mindst én gang.

Algoritmen tager udgangspunkt i det transitionssystem for grafgennemlgb,
der blev introduceret i afsnit 5.4 i [Transitionssystemer]. Systemet ser ud
som fglger.

Transitionssystem: Graffarvning
Konfigurationer: Danske grafer

Transitioner : >

> hvis der ikke findes
lysergde knuder.

hvor en lysergd knude er en rgd knude () med mindste én hvid kant ().

Systemets egenskaber er karakteriseret i seetning 5.6 i [Transitionssystemer].

Vi gnsker nu at skrive en algoritme, der kan realisere dette transitionssy-
stem, og vi gnsker at ggre det pa en sadan made, at en graf gennemlgbes
under anvendelse af hgjst O(n+m) primitive operationer, hvor en primitiv
operation svarer til valg af en transitionsregel.
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Algoritmen konstrueres omkring en datastruktur, der indeholder de knu-
der, der har mulighed for at veere lysergde. Ideen er den simple, at
udfgrelsen af en af de to forste regler i transitionssystemet modsvares af
at udveelge en knude fra datastrukturen, farve alle udgaende hvide kanter
rgde og indsaette de tilhgrende naboer i datastrukturen, hvis de da ikke
allerede er der. I folgende algoritme er intuitionen, at H betegner de hvide
knuder og PLR de potentielt lysergde knuder.

Algoritme: Skitse af Graffarvning
Stimulans: G = (V, F) ikke orienteret “hvid” graf
Respons : G, hvor alle knuder og kanter er farvet rgde
Metode : PLR,H =0,V
do {I}
(H +0)V (PLR # 0) —
if PLR = () —»< veelg og fjern v fra H >
< farv v rgd >
< indseet vi PLR >
|IPLR # ) —» < veelg og fjern v fra PLR >
for w: (v,w) € E do
if we PLR —< farv (v,w) rgd >
lw e H—< fjern w fra H >
< farv (v, w) og w rod >
< indseet wi PLR >
& true — skip {(v,w) er rgd}
fi
od

fi
od

Algoritmens opfgrsel karakteriseres af folgende invariant:

I: (alle knuder i Her hvide) og

(alle knuder i V' — H er rgde) og

(alle lysergde knuder tilhgrer PLR) og
(

alle kanter der er incidente med to knuder i PLR er hvide)

At algoritmen er korrekt, vises ved som ssedvanligt at bevise, at invarianten
er gyldig, at beregningen terminerer og at invarianten implicerer respon-
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skravet, nar beregningen er standset. Vi overlader det til laeseren at vise, at
invarianten er gyldig, og ngjes med at anfgre resten af korrekthedsbeviset.

Som termineringsfunktion bruger vi to gange antallet af hvide knuder plus
antallet af knuder i PLR, dvs.

p=2|H|+ |PLR|

At alle kanter og knuder i grafen er farvede, nar beregningen standser,
folger af, at den kontrollerende betingelse er falsk, dvs. at H = PLR = ().
Dette betyder, at alle knuder er rgde (H = (), men sa er alle kanter
ogsa rgde, for ellers ville der veere en lysergd knude, hvilket er umuligt da
PLR = ().

Nar denne algoritme skal implementeres, far vi brug for datastrukturer til
H og PLR, der understatter fglgende operationer.

H: Init [H](n) sat H' ={0,1,...,n—1}
Empty [H] sat (Empty = (H=0))A(H' = H)
Member [H](v) sat (Member' =v e H)A(H = H)
Delete [H](w) sat H = H — {w}
DeleteSome [H, v] sat H#()— (Ve HYAN(H = H — {V'})
PLR: Init [PLR](n) sat PLR =1
Empty [PLR] sat som ovenfor
Member [PLR](v) sat som ovenfor
Insert [PLR](v) sat PLR = PLRU{v}

DeleteSome [PLR,v] sat som ovenfor.

En datastruktur som H kalder vi en monoton mengde (fordi der aldrig
tilfajes elementer til den), og en struktur som PLR betegner vi en nonde-
terministisk maengde, fordi vi kun kan fjerne elementer nondeterministisk
fra den.

Hvis H (PLR) er en monoton (nondeterministisk) meengde, der realiseres
v.hj.a. en box MS (NJS), kan vi skrive folgende algoritme.
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Algoritme: Graffarvning

Stimulans:  som ovenfor
Respons : som ovenfor
Metode : NS’Init[PLR] (n)
MS’Init [H] (n)
do — (MS’Empty[H] A NS’Empty[PLR]) —
if NS’Empty[PLR] —
MS’ DeleteSome [H, v]
<farv v rgd>
NS’ Insert [PLR] (v)
& true —
NS’ DeleteSome [PLR, v]
for (v,w) in E do
if NS’Member [PLR] (w) —
<farv (v, w) rgd>
| MS>Member [H] (w) —
MS’ Delete [H] (w)
<farv (v,w) og w rod>
NS’ Insert [PLR] (w)
& true — skip
fi
od

od

Det skulle vaere nemt at se, at vi har konstrueret en algoritme med den
gnskede egenskab, at antallet af kald til datastrukturens operationer er
proportionalt med O(n + m).

Mere preecist har vi fglgende udtryk for algoritmens udfgrelsestid

T'[Graffarvning] (n,m) =
T[NS' Init [PLR](n)] + T[MS' Init [H](n)]+

nx* ( T[NS" Empty [PLR]] + T[MS’" Empty [H]]+
T[NS' Insert [PLR](v)]+
T[NS’ DeleteSome [PLR, v]]+
T[MS’ Delete [H](w)])+
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m x (T[NS" Member [PLR|(w)] + T[MS" Member [H](w)])+
T'[samtlige kald af formen MS" DeleteSome [H, v]]

Hvis vi kan implementere monotone og nondeterministiske maengder, sa
alle operationerne har udfgrelsestid O(1), har vi opndet en optimal algo-
ritme. Dette kan (neesten) gores pa folgende made.

Den nondeterministiske maengde repraesenteres pa to mader, dels som en
bitvektor og dels som en liste. Bitvektoren tjener til at ggre Insert og
Member effektive, medens listen tager sig af DeleteSome.

Den monotone maengde repraesenteres som et par bestaende af en bitvektor
og en teeller, hvor bitvektoren ggr Delete og Member effektive, medens
teelleren ggr Empty effektiv. DeleteSome realiseres ved lineser sggning efter
“det fgrste element” i bitvektoren; hertil anvendes pegepinden start, som
angiver hvor den sidste sggning sluttede. Dette ggr ikke ngdvendigvis det
enkelte kald af DeleteSome effektivt, men i amortiseret forstand er sagen i
orden, fordi de samlede omkostninger ved alle kald af DeleteSome tilhgrer
O(n). Ideen er den samme som for boxen PS i programmet Erathostenes
i [Programmeringsteori].

De to boxe ser ud som fglger.

Box MS
Type Mset = Prod (size: Int, cont: Bits, start: Int)
Type Bits = List (Bool)

Proc Init[ms: Mset] (n: Int)
ms: = Mset (n, Bits(trueln), 0)
end Init

Proc Empty[ms: Mset] — (Bool)
return ms.size = 0
end Empty

Proc DeleteSome [ms: Mset, i: Int]
i:=ms.start
do — ms.cont.(i) — i:=i+1 od
ms.start, ms.cont. (i) : =1, false
ms.size:=ms.size-1

end DeleteSome
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Proc Delete [ms: Mset] (i: Int)
if ms.cont. (i) —
ms.cont. (i) : =false
ms.size:=ms.size-1
fi
end Delete

Proc Member [ms: Mset] (i:Int) — (Bool)
return ms.cont. (i)
end Member
end MS

Box NS
Type Nset = Prod (size: Int, Becont: Bits, Lcont: Vector)
Type Bits = List (Bool)

Proc Init[ns: Nset] (n:Int)
ns: = Nset (0, Bits (false|n), Vector (0|n))
end Init

Proc Empty[ns: Nset] — (Bool)
return ns.size = 0
end Empty

Proc DeleteSome [ns: Nset, i: Int]
i:=ns.Lcont. (ns.size-1)
ns.size:=ns.size-1
ns.Beont. (i) : =false

end DeleteSome

Proc Insert[ns: Nset] (i: Int)
if — ns.Beont.(i) —
ns.Lcont. (ns.size) : =1
ns.size:=ns.size+1
ns.Beont. (i) :=true
fi

end Insert

Proc Member[ns: Nset] (i:Int) — (Bool)
return ns.Bcont. (i)
end Member
end NS
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3.2 Anvendelse af grafgennemlgb

[ dette afsnit betragtes folgende tre anvendelser af algoritmen Graffarvning:

e sammenhaengskomponenter
e dybde-fgrst og bredde-forst nummerering

e udspaendende traeer

Sammenhangskomponenter

En ikke-orienteret grafs ssmmenhangskomponenter er en opdeling af grafens
knuder i klasser, hvor hver klasse bestar af samtlige knuder, der parvist er
forbundet af en vej i grafen. I eksempelgrafen G;, side 2 er der saledes
to sammenhaengskomponenter bestaende af hhv. knuderne {0, 1,2, 3,4} og
{5,6,7}. En mere praecis definition af sammenhgengskomponenter er som
folger. Hvis vi definerer en relation F' (for Forbundet) ved, at v star i
relationen F' til w, safremt der findes en vej fra v til w, sa er det nemt
at se, at F' er en &kvivalensrelation. Sammenhangskomponenterne er nu
simpelthen sekvivalensklasserne for F.

En algoritme, der finder sammenhangskomponenterne, kunne virke pa

fglgende made: Den tildeler, startende med 1, alle knuder i en sammenhaengskomponent
det samme nummer. I G;, vil knuderne {0, 1,2, 3,4} sdledes fa nummer 1

og knuderne {5,6, 7} vil f& nummer 2.

Hvis vi betragter algoritme Graffarvning er det klart, at hver gang PLR
er tom, begynder vi pa en ny sammenhangskomponent. Men sa kan vi
finde numrene pa sammenhangskomponenterne v.hj.a. fglgende konkreti-
sering. C'N er en vektor, der indeholder komponentnumrene, og N er en
heltalsvariabel, der holder styr pa det lgbende nummer.

< farv v rgd > is N:=N+1
CN.(v) == N
< farv (u,w) og wrod > is CN.(w) := N

Herudover skal fglgende initialiseringer tilfgjes
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CN, N := Vector(0|n), 0

Dybde-fgrst og bredde-fgrst nummerering

I dette eksempel bruges Graffarvning til at nummerere grafens knuder i
overensstemmelse med den raekkefglge i hvilken potentielt lysergde knuder
udveelges fra PLR, dvs. i overensstemmelse med hvordan DeleteSome re-
aliseres. Der er to hovedmetoder hertil: man kan veelge den sidst indsatte
knude eller man kan vaelge den fgrst indsatte knude. I det ene tilfeelde fun-
gerer PLR som en stak og i det andet som en kg, jfr. [Datastrukturer|. Nar
det er stakdisciplinen der anvendes taler man om dybde-forst nummerering,
og nar det er kgdisciplinen om bredde-forst nummerering. Navnene stam-
mer fra at man forsgger hhv. at komme sa dybt og bredt i grafen som
muligt. I felgende graf

giver en dybde-forst nummerering saledes
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medens en bredde-fgrst nummerering resulterer i

Selve realiseringen af Graffarvning gar som fglger (vi betragter kun dybde-
forst og overlader bredde-fgrst til leeseren).

Initialiseringen udvides med
DFN, N := Vector (0|n), 1

og da nummereringen som sagt skal forega, nar knuderne fjernes fra PLR,
forbliver farvningerne usendret, medens der efter kaldet
NS’ DeleteSome| PLR, v] indseettes seetningen

DFN.(v),N := N,N +1
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Herudover skal den monotone maengde PL R implementeres, sa DeleteSome
anvender stakdisciplinen, men det ggr implementationen af NS side 11
faktisk allerede.

Udspaendende traeer

Et tree T kaldes et udspendende tre for en graf GG, hvis T" er en udspaendende
delgraf for G, dvs. (jfr. side 3) hvis

e T har de samme knuder som GG

e 1"s kanter ogsa er kanter i G

Folgende er et udspaendende trae for grafen ovenfor (de af grafens kanter
der ikke tilhgrer T er stiplede).

Det skulle veere klart, at enhver sammenhaengende graf har et udspaendende
tree. Hvis grafen ikke er sammenhsengende, har den et antal traeer, der
tilsammen udspeender den — en sadan kaldes en udspendende skov.

Det er seerdeles nemt at modificere Graffarvning til at finde en udspaendende
skov. Hvis vi betragter realiseringen

< farv (v, w) rod > is skip

geelder det, at nar algoritmen standser, udggr de réde knuder og kanter
tilsammen en udspaendende skov for grafen.
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Det er klart, at forskellige valg af gennemlgbsstrategier fgrer til forskellige
udspaendende traecer. Man taler saledes bade om dybde-fgrst og bredde-
fgrst treeer, som er de udspaendende traeer, der fremkommer som resultat af
at anvende hhv. stak- og kg-disciplinen i DeleteSome. Det er ogsa klart, at
uanset hvilken strategi der bruges, sa har vi en optimal O(n+m) algoritme
til at finde udspsendende trecer.

3.3 Letteste udspaendende trae

I dette afsnit betragtes ogsa udspaendende traeer, men nu for vegtede grafer,
dvs. grafer hvor der til hver kant er knyttet en veegt. Fglgende er et ek-
sempel pa en vaegtet graf med heltallige vaegte.

Vaegtede grafer har adskillige anvendelser, hvoraf en af de mere oplagte er
som afstandskort. Her er knuderne byer, kanterne er veje, og veegtene er
leengden af vejene. En af de klassiske problemstillinger for veegtede grafer
er at finde letteste udspendende treer, som er udspeendende treeer, hvor
summen af kanternes veegte er mindst mulig. Grafen ovenfor har fglgende
letteste udspaendende trae med en kantsum pa 42.
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Man kan finde sadanne traeer pa en made, der minder om hvad vi sa i sidste
afsnit, blot skal man (naturligvis) veelge tree-kanterne med stgrre omhu. 1
stedet for at “ga direkte pa” en modifikation af Graffarvning til ogsa at
handtere letteste udspesendende tree, skal vi i neeste afsnit preesentere et
generelt transitionssystem, der kan konkretiseres til flere forskellige algo-
ritmer for letteste udspaendende traeer.

3.3.1 Transitionssystem for letteste udspsendende trae

Til beskrivelse af transitionssystemet far vi brug for endnu et grafteoretisk
begreb.

Et snit i en graf G = (V, F) er en opdeling af V' i to disjunkte maengder,
dvs. et par (V1,V3), hvor ViNVo =0 og V1 UV, = V. En kant {v, w} siges
at skere snittet, hvis v € V; og w € V5 (eller omvendt).

Graferne vil i det fglgende have kanter der er enten bla, rgde eller hvide,
hvorfor vi kalder dem norske grafer. Et snit i en norsk graf, der skeeres af
mindst én hvid kant og ikke af nogen bla kant, kaldes et dansk snit. En
simpel cykel i en norsk graf, der indeholder mindst én hvid kant og ingen
rgde kanter, kaldes en finsk cykel.

Intuitionen bag transitionssystemet er, at da et udspeendende tree for en
graf skal indeholde mindst en kant, der skaerer ethvert snit i grafen, sa skal
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det letteste udspaendende tree indeholde den letteste sadanne kant. Da
treeer ydermere ikke kan indeholde cykler, ma det letteste udspaendende
tree ikke indeholde den tungeste kant pa nogen cykel. Dette fgrer til tran-
sitionssystemet, der er konstrueret omkring fglgende egenskab, som vi skal
vise er en invariant.

I: Der findes et letteste udspaendende trae for grafen som inde-
holder alle de bla kanter og ingen af de rgde.

Transitionssystem: Letteste udspeaendende trae
Konfigurationer: Norske grafer

Transitioner  : Veelg et dansk snit og farv den letteste hvide
kant, der skaerer snittet, bla.

Veelg en finsk cykel og farv dens tungeste hvide
kant rgd.

Dette transitionssystem har folgende egenskab, som er i overensstemmelse
med intuitionen ovenfor:

Enhver proces for systemet, som starter med en hvid sam-
menhaengende vaegtet graf G, er endelig, og slutkonfigurationens
bla kanter udggr et letteste udspesendende tree for G.

Vi beviser denne pastand pa seedvanlig vis, dvs. vi viser, at der findes
en hensigtsmaessig termineringsfunktion, at invarianten er gyldig, og at
invarianten implicerer, at slutkonfigurationen har de gnskede egenskaber.

a) At alle processer er endelige folger af, at antallet af hvide kanter
formindskes med 1 hver gang en transition udfgres.

b) At invarianten er gyldig ses pa fglgende made (for simpelheds skyld
antager vi, at alle kantveegte er parvis forskellige).

Iflg. invarianten eksisterer der et letteste udspaendende tree for G, der
indeholder alle de bla kanter og ingen af de rgde. Lad os kalde det
T.

Betragt nu en udferelse af den “danske” transitionsregel, som farver
en hvid kant bla. Lad os kalde denne kant e. Umiddelbart fgr
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udfgrelsen er situationen som fglger (hvide kanter er stiplede, bla
kanter er fuldt optrukne og rgde kanter er dobbelte).

Vi pastar, at e ma veere med i T', og at vi altsa roligt kan farve den
bla. Argumentet er et indirekte bevis, dvs. vi antager at e ikke er
med i T' og etablerer en modstrid.

Betragt e’s endepunkter. Disse er forbundet af en vej i T (ellers ville
T ikke vaere noget udspaendende trae), og da de tilhgrer hver sin del af
det valgte snit, ma der veere en kant €' 1 T, der ogsa skeerer snittet.
¢/ har imidlertid stgrre veegt end e, fordi den er hvid, og e er den
letteste hvide kant der skeerer dette snit. Vi betragter nu fglgende
trae Ty. Ty er lig med T bortset fra at e er erstattet af e. Tp er
ogsa et udspaendende trae, og dets vaegt er lavere end 1’s, fordi e har
lavere veegt end €/. Men det er i modstrid med at T er et letteste
udspeendende tree.

Altsa kan vi konkludere, at e tilhgrer T', hvorfor invarianten ogsa er
opfyldt efter at e er farvet bla.

Hvis vi i stedet betragter en udfgrelse af den “finske” transition, hvor
e males rgd, skal vi vise, at e ikke kan tilhgre T'. Beviset er igen
indirekte, dvs. vi antager at e tilhgrer 1" og etablerer en modstrid.

Hvis vi fjerner e fra T, falder T'i to stykker, hvis knuder repraesenterer
et snit i grafen. Den finske cykel vi har valgt, ma foruden e indeholde
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endnu en kant €/, der skeerer dette snit. Iflg. invarianten er ¢’ hvid,
men sa er den lettere end e, fordi vi farvede den tungeste hvide kant
i cyklen. Hvis vi igen betragter traeet Tj, som er lig med 1" bortset
fra at e er udskiftet med €/, har vi atter en modstrid.

Altsa kan e ikke tilhgre T, hvorfor invarianten ogsa er opfyldt efter
at e er farvet rgd.

c) At slutkonfigurationen har de gnskede egenskaber fglger af invari-
anten, hvis vi kan vise, at alle grafens kanter er enten bla eller rgde.
Dette viser vi ved at bevise, at sa leenge der er hvide kanter tilbage,
kan en af transitionerne udfgres. Mere praecist beviser vi, at enhver
hvid kant i en graf, der tilfredsstiller invarianten enten tilhgrer et
dansk snit eller en finsk cykel. Argumentet er som folger.

Mengden af bla treeer (et tree der kun indeholder en enkelt knude
betragtes ogsa som blat) udger en udspaendende skov for grafen. Hvis
e er en hvid kant, er der én af folgende muligheder

e c’s endepunkter tilhgrer forskellige bla tracer

e ¢’s endepunkter tilhgrer samme bla tree.

I det forste tilfeelde skeerer e det danske snit, hvis knuder bestar af
hhv. det ene tree og resten af grafen. I det andet tilfselde udger e,
sammen med den vej i det bla tree, der forbinder e’s endepunkter, en

finsk cykel.

Alt i alt beviser a), b) og c) tilsammen, at transitionssystemet har de
gnskede egenskaber.

3.3.2 Realisationer af transitionssystemet

Som omtalt i indledningen til sidste afsnit, findes der flere mader at realisere
transitionssystemet Letteste udspeendende trae. I dette afsnit betragter vi
de to mest kendte metoder som leder til hhv. Kruskals og Prims algoritmer.
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Kruskals algoritme

Metoden minder en del om beviset for, at enhver hvid kant enten tilhgrer et
dansk snit eller en finsk cykel. Mere praecist gar algoritmen ud pa at lade en
udspaendende skov “gro op nedefra”. Dette sker ved successivt at kombinere
to mindre bla traeer til et stgrre ved at farve en af de hvide kanter der
forbinder dem bla. For at sikre, at man altid betragter den letteste sadanne
hvide kant behandles kanterne i voksende raekkefglge efter veegt. Givet en
hvid kant, skal man da afggre, om dens endepunkter ligger i to forskellige
bla treeer eller om de tilhgrer det samme bla trae. Hertil kan man passende
benytte typen akvivalensrelation (jfr. [Datastrukturer]), idet det skulle
veere klart, at relationen tilhgrer samme bla tre er en aekvivalensrelation
over grafens knuder.

I nedenstaende algoritme er P en prioritetskg, der indeholder grafens kan-
ter, og R er en variabel af type aekvivalensrelation. Kanterne er af fglgende

type
Type Edge = Prod(nl,n2,p: Int)

og T er en repraesentation af den letteste udspeendende skov. Vi kommer
ikke naermere ind pa denne repraesentation, men opfatter blot 7' som en
graf, dvs. et par bestaende af en mangde knuder og en mangde kanter.
Den anfgrte @ operation er folgende operation pa par af meengder

(V1, E1) & (Va, Ey) = (V1 U Va, By U Ey)

Algoritme: Kruskal

Stimulans: G = (V| E): vaegtet, sammenhaengende
ikke-orienteret graf

Respons: T letteste udspesendende tree for GG

Metode: < Indseet G’s kanter i P >
<T:=({0,1,....n—1},0)>

Init [R](n)
do - Empty [P] —
DelMin [P, e]

if = Equiv [R](e.nl,e.n2) —
(* e forbinder to forskellige bla traeer
og kan farves bla *)
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LT :=T®0,{e}) >
Join [R](e.nl,e.n2)
& true — skip
(* e’s ender tilhgrer samme tree.
e kan farves rod *)

od

Det er klart, at algoritmen er korrekt. Med hensyn til dens effektivitet far
vi fglgende

T[Kruskal](n,m) ~ m * log(m)+
T[nit[R](n)]+
m x (T [Empty[P]]+
T[DelMin[P, e]]+
T[Equiv[R](e.nl,e.n2)])+
* (T[Join[R](e.nl, e.n2)]+
T« T:=Ta® 0, {e})>])
Da vi ved, at P og R kan implementeres sa samtlige operationer har log-

aritmiske udferelsestider (og da det er nemt at se, at vi kan antage, at
T« T:=T® (0, {e}) >] € O(1)) giver dette alt i alt

T[Kruskal](n,m) € O(m x (log(n) + log(m)) + n * log(n))
hvilket, i det normale tilfeelde, hvor m > n, reduceres til
T'[Kruskal](m) € O(mlog(m)).

Folgende program viser en implementation af Kruskal’s algoritme i TRINE.
De relevante Boxe findes i [TRINE| og [Datastrukturer|. Da vi aldrig sendrer
pa T’s knudemaengde, kan vi ngjes med at interessere os for kanterne i T,
hvorfor T" kan implementeres som en fglge af kanter.

Process Kruskal
(+ Q"sequence.tri"
@"polypri.tri"
@"equiv.tri"
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Type Edge =Prod (ny, ny, p:Int)

Box ES
Sequence (Edge)
end ES

Box EP
PolyPri(Edge)
end EP

Var T:ES’Seq
Var P: EP’Queue
Var R:Eq’Rel
Var e: Edge

Var n, m: Int

write ("Antal knuder: ")
read [n]
Eq’Init [R] (n)
ES’Init[T]
write("Antal kanter: ")
read [m]
EP’Init [P] (m, true)
< Indlees kanter >
do - EP’Empty[P] —
(+ Var p:Int
EP’DeleteBest [P, e, p]
+)
if - Eq’Equiv[R] (e.ny, eny) —
ES’Rpush [T] (e)
Eq’Join[R] (e.ny, e.ny)
fi
od
write("Trzet er: ")
ES’Print [T]
+)
end Kruskal
where < Indlaes kanter > is
write("Angiv kanterne: ")
(+ Var i: Int
i:=0
doi#m —
read [e]
EP’Insert [P] (e, e.p)
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1:=1+1
od
+)

Prims Algoritme

Dette er den tidligere omtalte realisering, der minder om Graffarvning.
Her er der nu kun ét blat tree, som vokser skridt for skridt ved at det
udvides med den letteste kant, der forbinder det med resten af grafen.
Hvis vi sammenligner med Graffarvning, svarer det til, at det er den letteste
“lysergde” kant der tilfgjes.

Algoritmen konstrueres ved, at de lysergde kanter organiseres i en prior-
itetska, hvor de udvaelges efter stigende prioritet. En sadan organisering
kan imidlertid betyde, at prioritetskgen kommer til at indeholde helt op
til O(m) kanter, og hvis m er stgrre end n betyder det, at én og samme
knude er forbundet til det bla tree med mere end én kant. Det er ikke
ngdvendigt at have alle disse kanter i prioritetskgen, den letteste er fuldt
tilstrackkelig. Vi lader derfor i stedet kgen indeholde de knuder, der er
forbundet til traeet, hver med en prioritet der er lig med vaegten af den
letteste kant, der forbinder knuden til treeet. Vi kan illustrere det som
folger (kanterne i det bla tree er igen fuldt optrukket).
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Her tilhgrer v og w prioritetskden med prioriteter hhv. 5 og 6. Hvis v
fijernes og kanten {u, v} males bla, bliver situationen

w tilhgrer stadig prioritetskgen, men nu med prioritet 3, fordi {v,w} nu er
den letteste kant, der forbinder w til traeet.

Vi far derfor brug for en datastruktur, der tillader flere operationer end
normale prioritetskger. Hertil kommer at datastrukturen udover elementet
(knuden) og dets prioritet (veegten) ogsa skal indeholde selve kanten, for
ellers kan vi ikke konstruere det udspaendende tree.

Fglgende prioritetsmaengde er brugbar. Prioritetsmaengden kombinerer
egenskaber fra savel prioritetskger som meengder. Dens elementer er af
formen

(v, a,p)

hvor v er selve elementet, a er dets attribut, og p er dets prioritet. Vi
beskriver prioritetsmaengden som en box pa felgende made

Box PrioritySet (A)
Type Pset = <maengde af elementer af formen (v, a,p) >
Proc Init[ps: Pset]
Proc Empty|[ps: Pset] — (Bool)
Proc Insert[ps: Pset] (v: Int, a: A, p: Int)
Proc DelMin[ps: Pset, v: Int, a: A, p: Int]
Proc Member[ps: Pset] (v: Int) — (Bool)
Proc Change[ps: Pset] (v: Int, a: A, p: Int)
Proc Prty [ps: Pset] (v: Int) — (Int)
end PrioritySet.
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Init, Empty, Insert og DelMin virker pa samme made som for prioritetskger;
Member undersgger om et element tilhgrer prioritetsmaengden; Prty giver
elementets prioritet og Change bruges til at sendre bade prioritet og at-
tribut for et element. Formelt opfylder procedurerne fglgende specifika-
tioner

Init[ps] sat ps’ = ()
Empty[ps] sat (Empty’ = (ps = 0)) A (ps’ = ps)
Insert[ps](v, a,p) sat = Member|ps|(v) — ps’' = ps U {(v,a,p)}
DelMin[ps, v, a, p] sat ps # () — ((v a,p') € ps)A

(b5’ = ps \ (v, ) })A

(V(w,b,q) €ps:p' < q)
Member[ps](v) sat (Member'= (3 b,q: (v,b,q) € ps)) A (ps’ = ps)
Change|ps|(v,a,p) sat 3b,q : (v,b,q) € ps —

ps' =ps\{(v,0,¢)} U{(v,a,p)}
Prty[ps|(v) sat Member[ps|(v) — (3 b: (v,b, Prty’) € ps) A (ps’ = ps)

Vi kan nu realisere Prim’s algoritme pa folgende méade, de tre variabler U,
L og T er af folgende typer.

U : MS" Mset
L : PS' Pset
T : <reprasentation af traeet>

hvor PS er fglgende Box
Box PS

PrioritySet (Edge)
end PS

og U i analogi med Graffarvning er en monoton maengde.
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Algoritme: Prim
Stimulans:  som ovenfor

Respons :  som ovenfor
Metode : <T:= (0,0)>
PS’Init[L]

MS’ Init [U] (n)
do - (PS’Empty[L] A MS’Empty[U]) —
if PS’Empty[L] —
MS’ DeleteSome [U, v]
<T:=ToHv},0)>
for (v,w,p) in E do
MS’ Delete [U] (w)
PS’Insert [L] (w, Edge (v, w,p),p)
od
& true —
PS’DelMin[L, v, a, p]
LT:=ToHv} {a})>
for (v,w,p) in E do
if PS’Member[L](w) —
if PS’Prty[L]1(w)>p —
PS’>Change [L] (w, Edge (v, w,p), p)
fi
| MS’>Member [U] (w) —
MS’ Delete [U] (w)
PS’Insert [1.] (w, Edge (v, w,p), p)

od

od

Korrektheden er igen oplagt, og med hensyn til tidskompleksiteten haves
folgende (vi ignorerer alle de linesere led, som vi kender fra forudgaende
analyser af monotone maengder o.1.).

T[Prim](n,m) ~ nx ( T[PS" Empty[L]]+
T[PS" DelMin|L, v, a, p]]+
T[PS’ Insert[L)(w, Edge(v, w, p),p)])
m x (T[PS" Member|L](w)]+
T[PS' Priy[L](w)]+
T[PS’ Change[L](w, Edge(v, w,p),p)])

Vi skal nu overveje, hvordan en prioritetsmaengde kan implementeres ef-
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fektivt.

Det er klart, at operationerne Init, Empty, Insert og Delmin kan un-
derstottes af en bunke pa ssdvanlig vis (jfr. [Datastrukturer]). Det er
imidlertid ogsa klart, at bunken ikke kan understgtte Member, Change
og Prty, fordi de alle involverer en form for sggning. Member, Change
og Prty kan derimod implementeres effektivt som en “bitvektor”, hvor lis-
ten, i stedet for sandhedsveerdier, indeholder elementernes prioriteter og
attributter.

Baseret pa disse overvejelser konstruerer vi nu en hybrid datastruktur, der
bestar af savel en bunke som en “bitvektor”, forbundet pa passende vis.
Mere preecist indrettes datastrukturen som fglger.

Bunken indeholder elementerne pa saedvanlig vis, og “bitvektoren”s v’te
indgang indeholder en veerdi af formen

(. p,a)

hvor x er indeks for v’s placering i bunken, og p og a er hhv. prioritet og
attribut for v.

Elementet 5 med prioritet 9 og attribut a vil saledes veere repraesenteret
pa folgende made (hvor z er dets indeks i bunken).
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Det er ikke sveert at indse, at man kan vedligeholde begge datastrukturerne
med nogenlunde de samme omkostninger som i deres “rene” form. Hvis
man f.eks. under Insert skal ombytte et element i bunken med dets far, sa
skal man blot sgrge for ogsa at ombytte de to indices i bitvektoren, men
det er en operation, der ogsa tager konstant tid.

Den eneste operation, der er dyrere i den hybride datastruktur, er Change.
Det skyldes, at nar bitvektoren er opdateret med en ny prioritet og attribut
for et element, sa skal elementet bringes “pa plads i bunken”, dvs. placeres
i overensstemmelse med sin nye prioritet. Dette kan imidlertid ggres ved
at starte i den knude, elementet befinder sig i, og sa skubbe op eller ned
pa seedvanlig vis afthaengig af den nye prioritet. Da der aldrig skal skubbes
mere end bunkens hgjde, bliver udfgrelsestiden O(log(n)).

Vi kan altsa med denne repraesentation opna felgende udfgrelsestider.

T'[Init[ps]] e O(n)
T[Empty[ps]] € O(1)
T'[Insert[ps](e, a, p)] € O(log(n))
T[DelMin[ps,e,a,p]] € O(log(n))
T[Member|ps|(e)] e 0(1)
T[Change [ps|(e,a,p)] € O(log(n))
T[Prty [ps](e)] € 0()

Hvis dette indseettes i udtrykket ovenfor, bliver resultatet
T[Prim](n,m) € O((n + m) % log(n))
dvs. en udfgrelsestid, der i almindelighed er af samme st@rrelsesorden som

for Kruskals algoritme.

Det er imidlertid veerd at bemaerke, at Prims algoritme under visse omstaendigheder
kan “tunes”. Hvis der nemlig er tale om en graf med mange kanter, f.eks.
s& mange at m ~ n?, sa folger det ved indsaettelse af m = n?, at

T[Prim](n) € O(n*log(n))

Dette kan forbedres ved at observere, at der nu er rad til at bruge tid O(n)
pa DelMin og Insert forudsat at Change far udfgrelsestid O(1). Men det
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kan naturligvis klares ved blot at smide bunken veek og foretage lineser
sggning i bitvektoren, hver gang der indsattes og fjernes et element. Med
en sadan implementation bliver kompleksiteten af Prims algoritme for en
teet graf

T[Prim](n) € O(n?)

dvs. algoritmen bliver [lineer.

4 Orienterede grafer

Dette kapitel omhandler nogenlunde de samme problemstillinger som kapi-
tel 3, men denne gang for orienterede grafer. Da sammenhaengsbegrebet
er mere kompliceret for orienterede grafer end for de ikke-orienterede, er
letteste udspeendende traeer (eller skove) ikke af helt samme interesse i
denne sammenhaeng. I stedet betragter vi det tilsvarende problem, ko-
rteste veje, som gar ud pa at finde korteste afstande (eller veje) i veegtede
orienterede grafer.

4.1 Gennemlagb

Det er saerdeles simpelt at konstruere et transitionssystem til farvning af
orienterede grafer; vi kan simpelthen bruge det samme som pa side 6, bort-
set fra, at kanterne nu skal veere orienterede. Vi far fglgende alternativer
til de to gverste transitioner.

En réd knude kaldes nu lysergd, hvis den har mindst én udadgdende hvid
kant.

Med denne udvidelse er det nemt at se, at vi kan bruge den samme graf-
farvningsalgoritme for orienterede grafer som for ikke-orienterede grafer,
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jfr. side 7 og side 9. Heraf fglger sa, at vi ogsa for orienterede grafer kan
tale om dybde-fgrst og bredde-fgrst gennemlgb, nummerering osv.

4.1.1 Treeer og rekursive gennemlgb

En seerlig interessant delklasse af de orienterede grafer er treerne. Et tree,
mere praecist et rodtre, er en acyklisk orienteret graf, hvor praecis én knude
(roden) har indgrad 0 og alle andre knuder har indgrad 1. Et gennemlgb
af et sadant tree kan naturligvis foretages v.hj.a. graffarvningsalgoritmen,
men da der er tale om et trae, er det (ikke overraskende) mere hensigtsmeessigt
at formulere gennemlgbsalgoritmen rekursivt. Fglgende algoritme er den
rekursive analogi til algoritmen Skitse af Graffarvning side 8.

Algoritme: Farvning af tree
Stimulans : 7' = (V| F), hvidt tree med rod r
Respons : T, med alle knuder og kanter farvet rgde
Metode  : Proc Farv [T': Tree|(v: Int)
for w: (v,w) € F do
< farv (v, w) og w rgde >
Farv [T](w)
od
end Farv

< farv r rod >
Farv [T](r)

I et trae kan vi pa entydig vis knytte grafens kanter til dens knuder ved at
associere hver kant med den knude, den gar ind i. Hvis vi nu vedtager, at
kanter farves samtidig med “deres” knuder, kan vi ngjes med at interessere
os for at farve knuderne, dvs. vi kan erstatte

< farv (v, w) og w rode >
med

< farv w rod >
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Den resulterende algoritme farver alle grafens knuder rgde — men det ggr
folgende procedure ogsa, blot i en anden raekkefglge (farvningen af roden
og kaldet Vraf[T](v) skal ogsa byttes om).
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Proc Vraf [T : Tre|(v: Int)
for w: (v,w) € E do
Vraf [T](w)
< farv w rod >
od
end Vraf

Disse forskellige metoder til farvning af tracets knuder kan samles i fglgende
mere generelle algoritme, hvor vi taler om forfarve og efterfarve som beteg-
nelser for de farver vi tildeler knuderne pa de to tidspunkter den rekursive
algoritme besgger dem.

Algoritme: Tofarvning af tree
Stimulans : T = (V, E), hvidt tree med rod r
Respons : T, med alle knuder farvet
Metode  : Proc ToFarv [T : Tree](v : Int)

< forfarv v >

for w: (v,w) € F do

ToFarv [T : Tree](w)
od
< efterfarv v >
end ToFarv

ToFarv [T](r)

Et eksempel pa en anvendelse kan veere nummerering af et trae’s knuder.
Folgende repraesenterer hhv. en fornummerering og en efternummerering
af et tree.
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Disse to rackkefglger til besgg af et trae’s knuder benaevnes ogsa hhv. pre-
order og postorder.

4.1.2 Rekursivt dybde-fgrst gennemlgb

Det skulle veere klart, at den raekkefglge hvori et tree’s knuder forfarves
minder meget om et dybde-fgrst gennemlgb. Dette skyldes, at den kon-
trol der er indbygget i rekursionsmekanismen er en stakdisciplin, og det
kan derfor naeppe overraske, at man ogsa kan give en rekursiv formulering
af dybde-forst gennemlgb af generelle grafer. Metoden fungerer savel for
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orienterede som for ikke-orienterede grafer, og fglgende TRINE program
viser hvordan. Programmet indlaeser en kantlistereprasentation af en graf
med n knuder og foretager en dybde-forst nummerering i analogi med den
metode, der er beskrevet side 13.

Process DfsRec
(+ Type Graph = List (Vector)
Type Colour = Sum (red: Int, white: Unit)
Type NodeColours = List (Colour)

Proc Dfs[G: Graph, NC: NodeColours, N:Int] (v: Int)
NC.(v), N:=Colour(red:N), N+1
(+ Var w: Int
w:=0
do w<|G.(v) | —
if is(NC.(G.(v).(w)), white) — Dfs[G, NC, N] (G.(v).(w)) fi
w:i=w+l
od
+)
end Dfs

Var DFN: NodeColours
Var G: Graph
Var N:Int

write("Indlaes grafen: ")
read [G]
DFN, N:=NodeColours (Colour (white: #) | | G |), 1
(+ Var u:Int
u:=0
do u<| G| —
if is(DFN.(u), white) — Dfs[G, DFN, N] (u) fi
u:=u+l
od
+)
write("Dybde fgrst orden: ", DFN, eol)
+)
end DfsRec
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4.2 Sammenhangsegenskaber

Der findes flere forskellige definitioner pa, hvad det vil sige, at en orienteret
graf er ssmmenhaengende. Vi anfgrer blot fglgende to.

En orienteret graf G er svagt sammenhaengende, hvis den tilsvarende ikke-
orienterede graf G er sammenhaengende. Med den tilsvarende graf menes
den ikke-orienterede graf G, hvor {v, w} er en kant hvis enten [v,w] eller
[w,v] er en kant i G.

En orienteret graf GG er sterkt ssmmenhaengende, hvis der for ethvert par
af knuder v og w geelder, at der bade findes en vej fra v til w og en vej fra
w til v.

Det er et interessant faktum, at der findes lineere algoritmer til at afggre
savel svag som sterk sammenhaeng. Vi skal dog ngjes med at se pa det
simpleste problem, nemlig svag sammenhaeng. Her skal man blot finde en
metode til at konstruere den til G svarende graf G i lineeer tid, for si kan
man bruge den linezere algoritme Graffarvning pa G.

Fglgende algoritme viser hvordan grafen G kan konstrueres. (H er en
hjeelpevariabel.)

Algoritme: G til G
Stimulans : G: kantliste for den orienterede graf (V, E)
Respons : G: kantliste for den til G svarende ikke-orienterede graf.
Metode : H := Vector (Vector()|n)
for v € V do
for wi G.(v) do
if v < w =< tilfpj w til H.(v) >
| w < v o<k tilfg] v til H.(w) >
fi
od
od
for v € V do
<fjern eventuelle dubletter fra H.(v) >
od
G:=H
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for v € V do
for wi H.(v) do
< tilfgj v til G.(w) >
od
od

Det overlades til laeseren at argumentere for at algoritmen er korrekt, og
at

< tilfgj v til H.(w) >
<fjern eventuelle dubletter fra H.(v) >

kan implementeres pa en sadan made, at algoritmen far lineser udfgrelsestid.

4.2.1 Acykliske grafer

Blandt de orienterede grafer har vi allerede udpeget én interessant delk-
lasse, nemlig treeerne. Disse er igen en del af en stgrre interessant klasse,
de acykliske grafer. En orienteret graf er acyklisk, hvis den ikke indeholder
nogen cykel.

Et eksempel pa en anvendelse af acykliske grafer er som fglger. Hvis S =
(K, T) er et transitionssystem, kan vi betragte grafen Gg, hvis knuder
er konfigurationerne i K, og hvor (k,k’) er en kant, hvis (k, k') tilhgrer
transitionsrelationen T'. At GGg er acyklisk betyder, at transitionsystemet
er gentagelsesfrit, dvs. at man ikke kan komme tilbage til en konfiguration,
man har veeret i fgr.

Vi skal nu betragte en algoritme til at afggre om en graf er acyklisk. Vi
skal igen opfatte algoritmen som en farvningsproces, og vi formulerer den
fgrst i termer af et transitionssystem.

Farveterminologien er som i afsnit 3.1, og ideen i transitionssystemet er
enkel: en hvid knude uden indgaende hvide kanter kan farves rgd, og en
udgaende hvid kant fra en rgd knude kan farves rgd.
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Transitionssystem: Acyklisk farvning
Konfigurationer: Danske grafer
Transitioner

>

> hvis (O)’s hvide indgrad er 0

Transitionssystemet har fglgende relevante egenskaber:

e Enhver proces der starter med en hvid graf G' er endelig.

e Slutkonfigurationen er rgd hvis og kun hvis G er acyklisk.

Det er klart, at alle processer er endelige. Det er ogsa nemt at se, at hvis
G indeholder en cykel, sa kan de knuder der ligger pa cyklen ikke blive
farvet. Dette fglger af, at forudsaetningen for at en knude kan farves er,
at alle dens forgaengere er rgde, men sa er forudsasetningen for at farve en
knude der ligger pa en cykel, at den allerede er farvet.

Tilbage star at vise, at hvis G er acyklisk, sa kan vi blive ved med at
anvende transitioner, indtil alle knuder og kanter er farvet. Antag, at GG
pa et tidspunkt indeholder en hvid knude v. Vi starter med at anvende den
forst transitionsregel (den der farver kanter) sa leenge som muligt. Hvis v
nu ikke kan farves, er det fordi den har en indgaende hvid kant, som heller
ikke kan farves. Men det betyder at denne kant udgar fra en anden hvid
knude w. Hvis w heller ikke kan farves, kan vi gentage argumentet og
finde en ny hvid kant og knude. Dette kan vi blive ved med indtil vi finder
en hvid knude, der kan farves — dette ma ske, for ellers er grafen cyklisk.
Vi farver nu denne knude og har altsa vist, at sa leenge der findes hvide
knuder, kan en af dem farves.

Det er nemt at skrive en algoritme, der realiserer transitionssystemet, og
som dermed kan bruges til at afggre om en orienteret graf er cyklisk. Vi
overlader dette til laeseren og skriver i stedet en variant af algoritmen, som
foretager en sakaldt Topologisk Sortering af en acyklisk graf. En topologisk
sortering er en nummerering af grafens knuder, som er i overensstemmelse
med grafens struktur pa felgende méade
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TopSort.(v) < TopSort.(w) medfgrer at der ikke findes nogen
vej fra w til v i G.

Folgende algoritme sorterer grafen GG topologisk. Variablen R, som inde-
holder de rgde knuder, er en nondeterministisk meengde. Indegree er en
vektor, der indeholder knudernes hvide indgrader.

Algoritme: Topologisk Sortering

Stimulans : G = (V, E) orienteret acyklisk graf

Respons
Metode

: TopSort: Vector, indeholder topologisk sortering af G
: Kindlees grafen i G>

Indegree : = Vector (0|n)
for (v,w) in E do
Indegree. (w) : =Indegree. (w) +1
od
NS’ Init [R] (n)
for vin V do
if Indegree.(v) =0 — NS’Insert[R](v) fi
od
TopSort, N:=Vector(0[n), 1
do — NS’Empty[R] —
NS’ DeleteSome [R, v]
TopSort.(v),N:=N, N+1
for (v,w) in E do
Indegree. (w) : =Indegree. (w) -1
if Indegree.(w) =0 — NS’Insert[R] (w) fi
od
od

Da udfgrelsestiden for operationerne i den non-deterministiske maengde er
O(1), er det klart at vi har

T'[Topologisk Sortering](n, m) € O(m + n)
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4.3 Korteste veje

I dette afsnit skal vi igen betragte vegtede grafer, men nu er graferne
naturligvis orienterede. Fglgende er et eksempel pa en veegtet orienteret
graf med heltallige vaegte.

Intuitionen bag anvendelser af veegtede grafer kan igen vaere, at veegtene
betegner afstande, men nu er vejene “ensrettede”, og det problem vi skal
interessere os for er at finde korteste orienterede veje. Vi skal fgrst betragte
det sakaldte enkelt-kilde (eng.: single source) problem, der gar ud pa at
beregne leengden af den korteste vej fra en given knude (kilden) til alle de
gvrige knuder i grafen. Vi skal antage, at knude 0 er kilden, og skal altsa
beregne leengden af den korteste vej fra 0 til de gvrige knuder. 1 grafen
ovenfor er leengderne af de korteste veje som fglger:

D: (0,11,3,4,5,9,8)

Der findes flere metoder til at beregne korteste veje, vi skal veelge én,
der ligger meget taet pa Prims algoritme til at finde letteste udspaendende
tracer.
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4.3.1 Enkelt-kilde korteste veje

Algoritmen opbygger en meengde af bla knuder ved en for en at udvelge
kandidater fra en passende prioritetsmaengde. Alle knuder starter med at
veere hvide, og de farves bla, efterhanden som deres korteste afstand fra 0
bliver kendt.

Algoritmen ser ud som fglger. D er af typen
Type DistList = List (Sum (blue: Int, white: Unit)

og L er en prioritetsmeengde, hvis elementer er af formen (v, w, p).

En knude v bliver bla, nar D.(v)’s variant skifter fra white til blue. At-
tributterne i prioritetsmeengden er knuder (hvor der i Prims algoritme

var tale om kanter). Denne sendring skyldes udelukkende gnsket om en
passende simplificering, idet vi blot har erstattet den lidt redundante repraesentation
(v, Edge(w,v,p),p) med den simplere (v, w,p). Det skulle veere klart, at

vi stadig har samme information til radighed.

Algoritme: Dijkstra
Stimulans : G = (V, F) orienteret graf med ikke-negative vaegte
Respons is (D.(v),blue) = D.(v).blue
D: er leengden af den korteste vej fra 0 til v
is (D.(v), white) = v kan ikke nas fra 0
Metode : PS’Init [L]
MS’Init [U] (n)
D :=DistList (Dist (white: #)|n)
MS’Delete [U] (0)
D.(0) : = Dist (blue: 0)
for (0,w,p) in E do
MS’ Delete [U] (w)
PS’Insert [L] (w, 0, p)
od
do — PS’Empty[L] —
PS’DelMin[L, v, a, p]
D.(v) :=Dist (blue: p)
for (v,w,p) in E do
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if PS’Member[L] (w) —
if PS’Prty[L] (w) >p+D.(v).blue —
PS’Change [L] (w, v, p+D. (v) .blue)
fi
| MS’ Member [U] (w) —
MS’ Delete [U] (w)
PS’Insert [L] (w, v, p+D. (v) .blue)

od
od

Som det fremgar, minder algoritmen meget om Prims algoritme, og det er
da ogsa nemt at se, at den har samme udfgrelsestid, dvs.

T'[Dijkstra](n,m) € O((n +m) * log(n))
hvilket, for taette grafer hvor m ~ n?, igen kan forbedres til det linescare
T[Dijkstra](n) € O(n?)

At algoritmen er korrekt, indses ved hjelp af fglgende invariant (en lysebla
vej er en vej der starter ved kilden, passerer et antal bla knuder, og slutter
ved en hvid knude i L).

I: (for alle bla knuder v geelder, at D.(v).blue er leengden
af den korteste vej fra 0 til v)

0g

(for alle v i L geelder, at PS'Prty[L](v) er lig med laeng-
den af den korteste lysebla vej til v)

08

(for enhver hvid knude v gaelder, at hvis der findes en vej
fra 0 til v, sa er der et preefiks af vejen, der er lysebla).

Det er klart, at gyldighed af I (samt terminering som er oplagt) medferer
korrekthed af algoritmen.
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Det er ikke vanskeligt at indse, at I er gyldig, og det meste af beviset
overlades til laeseren. Vi skal dog vise kernen i argumentet, som er fglgende:
for den knude i L, hvis lysebla vej er kortest, geelder, at denne lysebla vej
ogsa er den korteste blandt alle de veje i grafen, der forbinder kilden til
knuden. Dette medfgrer umiddelbart, at vi kan farve denne knude bla, og
herefter fglger gyldigheden af I.

Lad v veere den knude i L, der har lavest prioritet, dvs. hvis “lysebla”
afstand fra 0 er mindst. Antag nu, at der findes en anden vej fra 0 til v
som er kortere. Da v er hvid, starter denne vej med et lyseblat preefiks,
dvs. den indeholder en (anden) knude w fra L. Vi har fglgende situation

hvor bade v og w tilhgrer L, og de fuldt optrukne veje er lysebla. Nu er
w’s “lysebla” afstand imidlertid stgrre end eller lig med v’s, sa vejen til v
via w kan kun vaere kortest, hvis den stiplede vej indeholder en kant med
negativ vaegt. Men det er umuligt, fordi grafens vaegte er ikke-negative.
Altsa er v’s afstand korrekt og beviset er fort.

4.3.2 Alle korteste veje

I dette afsnit ser vi pa en algoritme, der finder den korteste vej mellem alle
par af knuder i en orienteret graf. Det er klart, at problemet kan lgses ved
at udfgre Dijkstras Algoritme n gange, hvilket giver en total udfgrelsestid

pa

T'[n gange Dijkstra](n,m) € O(n * (n +m) x log(n))

Vi skal imidlertid se pa en anden metode, som, udover at veere effektiv,
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ogsa illustrerer et interessant princip til approximativ lgsning af opgaven.

Betragt igen den orienterede graf fra side 40. Vi kan repraesentere grafen
v.hj.a. en sarlig incidensmatrix pa folgende form

g 0 oo 3 4 o0 oo o©

8 0 oo 6 o0 oo
oo o0 0 oo o 9
oo oo 7 0 1 5 o
oo 6 oo oo 0 oo 3
oo o0 oo oo 2 0 2
oo 00 oo oo oo oo 0
hvor
p hvis (v,w,p) € E
g.(v,w) =40 hvisv=w

oo ellers

Vi starter som ssedvanligt i en situation, hvor alle grafens knuder er hvide,
og vi vil nu farve dem grgnne én efter én. Samtidig vil vi opretholde
folgende invariant (vi kalder en vej lysegron, hvis alle dens knuder, panser
evt. den fgrste og den sidste, er gronne)

I: g.(v,w) er lig med laeengden af den korteste lysegrgnne vej fra v til w

(Det skal bemeaerkes, at vi tildeler en ikke-eksisterende vej laeengden oo.)

Algoritme: Floyd
Stimulans : G = (V, E) orienteret, hvid graf med ikke-negative veegte
Respons : g :g.(v,w) = leengden af den korteste vej fra v til w
Metode : <initialiser g som ovenfor>>
u:=0
do u #n —
<farv u gron>
for (v,w) € V xV do
g.(v,w) := min {g.(v,w),
g-(v,u) + g-(u, w)}

od
u:=u-+1
od
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Det er klart, at der geelder
T[Floyd](n) € ©(n?)

og det er ogsa klart, at gyldigheden medfgrer korrekthed, fordi alle veje i
grafen er lysegrgnne, nar algoritmen standser.

At invarianten er gyldig folger af, at de eneste nye lysegrgnne veje, der
opstar nar u farves grgn, bestar af sammensatningen af to eksisterende
lysegrgnne veje, hvor den fgrste ender i u og den anden begynder i u. Men
disses leengder findes jo i hhv. g.(v,u) og g.(u, w).

Folgende TRINE program realiserer algoritmen. Programmet indlaeser forst
antallet af knuder, og dernaest et antal linier af formen

v ow p

som hver repraesenterer kanter [v, w] med veegt p. Indlaesningen afsluttes
med “kanten” [0, 0].

Process Floyd
(+ Type Elnt =Int
Type Matrix = List (List (EInt) )

Proc Eplus(x, y: EInt) — (EInt)
if = (is(x) Vis(y)) — return 7-Elnt
& true — return x+y
fi

end Eplus

Proc Emin(x, y: EInt) — (EInt)
if —is(x) — return y
| —is(y) — return x
& true —
if x<y — return x
| x>y — return y
fi
fi
end Emin

Var G: Matrix
Var n: Int
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write("Antal knuder: ")

read [n]

G:=Matrix(List (?-EInt | n) | n)
< Indlees kanter og initialiser G >
(+ Var u, v, w: Int

u:=0
do u#n —
v:=0
do v#n —
w:=0
do w#n —
G.(v, w) :=Emin(G. (v, w), Eplus(G. (v, w), G.(u, w)))
wi=w+1
od
vi=v+]
od
u:=u+l
od
+)
< Udskriv G >
+)
end Floyd

where < Indlaes kanter og initialiser G > is
(+ Var u, v, p: Int
read [u, v, p]
do (u#0)V (v#0) —
G.(u, v):=p
read [u, v, pl]
od
u:=0
do u#n —
G.(u, w):=0
u:=u+l
od
+)

where < Udskriv G > is
(+ Var i:Int
i:=0
doi#n—
write (G. (1), eol)
i:=i+l
od

+)
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