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1 Indledning

En datatype er defineret til at veere en veerdimaengde, der er udstyret med
en samling karakteristiske vaerdi- og variabeludtryk.

En datastruktur vil vi i denne sammenhaeng definere til at veere en konkret
implementation af en abstrakt datatype. Forskellige datastrukturer for den
samme datatype vil fore til forskellige effektivitetsegenskaber.

Denne note vil praesentere en samling klassiske datastrukturer, der imple-
menterer velkendte og naturlige datatyper, som finder anvendelse i utallige
algoritmer.

I adskillige tilfeelde vil vi observere, at de indlysende implementationer
giver lineere udfgrelsestider, men at vi ved at introducere trestrukturer
kan opna logaritmiske tider.

I [Programmeringsteori] er der i visse tilfaelde angivet en eksplicit abstrak-
tionsfunktion «. Af hensyn til at holde symbolmangden under kontrol vil
den kun forekomme implicit i denne note. En specifikation som

Insert|[P](z) sat P' = PU{z}
skal saledes leeses som
Insert[P](z) sat a(P') = «a(P)U{a(z)}

Bemeaerk, at denne oversattelse altid er entydig, da programvariabler kun
giver mening i abstraheret form til hgjre for sat.



2 Stakke og kger

To af de mest fundamentale datatyper er stakke og kger, som vi skal se pa
fgrst.

2.1 Stakke

Vi er givet en elementtype E. En stak over E er en datatype, hvis veerdimeengde
er fglger af F-veerdier. Lad S veere en stakvariabel, og lad = veere af type
E. S& har stakken fglgende udtryk

Init[S] sat S’ = ()
Push[S](z) sat S = (ep,e1,...,¢n1) = S = (eo,e1,...,€n-1,7)
Popl[S,z] sat (S = (eg,€1,...,6n-1)) A(n>0) —
(8" = (eg,€1,---,€n9)) A (2 =e,1)
Empty[S] sat (5" = 5) A (Empty’ = (S = ()))

En stak med fast gvre stgrrelse kan implementeres ved hjelp af en liste, sa
alle operationer finder sted i optimal tid. En polybox, der implementerer
en stak med plads til NV elementer, ser ud som fglger

Box S(Element)
Type Elist = List (Element)
Type Stack =Prod (high: Int, data: Elist)

Proc Init [S: Stack] (n: Int)
S:=Stack (0, Elist (?-Element | n))
end Init

Proc Push[S: Stack] (x: Element)
if S.high<| S.data | —
S.data. (S.high) :=x
S.high:=S.high+1
fi
end Push



Proc Pop[S: Stack, x: Element]
if S.high>0 —
S.high :=S.high-1
x:=S.data. (S.high)
fi
end Pop

Proc Empty [S: Stack] — (Bool)
return S.high=0
end Empty
end S

Vi far med denne datastruktur felgende kompleksiteter

T[Init[S](N)] € O(N)
T[Push[S|(x)] € O(1)
T[Pop[S](z)] € O(1)
T[Empty[S]] € O(1)

2.2 Koger

En kg over en elementtype E er en datatype, hvis vaerdimaengde er fglger
af E-veerdier. Lad () veere en kgvariabel, og lad x veere af type E. Sa har
kgen fglgende udtryk

Init[Q] sat Q' = ()
Enter[Q|(z) sat Q = (ep,e1,...,6n1) = Q = (eg,€1,...,€41,7)
Remove[Q,z] sat (Q = (ep,e1,...,ep-1)) A (n>0) —
(Q = (e1,...,en1)) A (2 =€)
Empty[Q] sat (Q' = Q) A (Empty’ = (Q = ()))
En kg med fast gvre stgrrelse kan implementeres ved hjeelp af en cyklisk

liste, sa alle operationer finder sted i optimal tid. En polybox, der imple-
menterer en kg med plads til N elementer, ser ud som fglger.



Box Q (Element)
Type Elist = List (Element)
Type Queue =Prod (low, high, size: Int, data: Elist)

Proc Init [Q: Queue] (n: Int)
Q:=Queue(0, 0, 0, Elist (?-Element | n))
end Init

Proc Enter [Q: Queue] (x: Element)
if Q.size<| Q.data | —
Q.data. (Q.high) :=x
Q.high: = (Q.high+1) mod | Q.data |
Q.size:=Q.size+1
fi
end Enter

Proc Remove [Q: Queue, x: Element]
if Q.size>0 —
x:=Q.data. (Q.low)
Q.size:=Q.size-1
Q.low:= (Q.low+1) mod | Q.data |
fi

end Remove

Proc Empty [Q: Queue] — (Bool)
return Q.size=0

end Empty
end Q

Vi far med denne datastruktur fglgende kompleksiteter

TIit[QI(V)] € O(N)
T[Enter[Q](z)] € O(1)
T[Leave[Q,z]] € O(1)
T[Empty[Q]] € O(1)



2.3 Implementationsovervejelser

Hvis vi ikke gnsker at (eller ikke kan) angive den maksimale stgrrelse,
sa kan stakke og kger implementeres ved hjeelp af pointere, sa samtlige
operationer far udfgrelsestider i O(1). Vi viser implementationen af en stak

Box S (Element)
Type Stack =Pointer (Node)
Type Node = Prod (first: Element, next: Stack)

Proc Init [S: Stack]
S:=nil
end Init

Proc Push[S: Stack] (x: Element)
S:=Stack (Node(x, S))
end Push

Proc Pop [S: Stack, x: Element]
if S+#nil —
x:=ref (S) first
S:=ref(S) .next
fi
end Pop

Proc Empty[S: Stack] — (Bool)
return S =nil

end Empty
end S

2.4 En anvendelse: beregning af postfix udtryk

Regneudtryk kan skrives pa andre mader end med operatoren imellem
argumenterne. I de sakaldte postfir udtryk skrives begge argumenterne for
operatoren. Dette kendes blandt andet fra HP-lommeregnere, og kaldes
ogsa for omwendt polsk notation. Postfix udtryk har den fordel, at man
aldrig far brug for parenteser. Fx vil regneudtrykket (2+3)*7-4 i postfix
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notation skrives som 2 3 + 7 * 4 -. Fglgende program benytter en stak
af heltal til at beregne veerdien angivet af et postfix udtryk; vi antager for
simpelheds skyld, at talkonstanter kun har et enkelt ciffer.

(+ Q"stack.tri"

Box R
S(Int)
end R

Var T: Text
Var 7Z: R’Stack

R’ Init[Z]
read [T']
(+ Var i, r: Int
i:=0
do i<| T | —
if ’0° <T.({) <’9” = R’Push[Z] (ci(T.({))-ci(’07))
& true —
(+ Var x, y: Int
R’PoplZ, y]
R’Pop[Z, x]
if T.(1) =’*> — R’Push[Z] (xxy)
| T.(i) =’+> — R’Push[Z] (x+y)
| T.(i) =’-> — R’Push[Z] (x-y)
| T.(G) ="/> — R’Push[Z] (x/y)
fi
+)
fi
i:=1i+1
od
R’Pop[Z, 1]
write (1)
+)

+)



3 Prioritetskger

Vi er givet en elementtype E, hvis vaerdier har en total ordning C. En
prioritetsko over E er en datatype, hvis veerdimaengde bestar af endelige
multimaengder af veerdier af type E.

En multimengde er ligesom en maengde, bortset fra at den kan indeholde
gentagelser af elementer.

Lad P veere en prioritetskgvariabel, og x af type E. Sa skal prioritetskgen
have fglgende operationer

Init[P] sat P' =0
Empty[P] sat (P' = P)A (Empty = (P =0))
Insert[P](z) sat P' = PU{z}

DeleteMin|P, x| sat P # () —
('eP)N(P'=P—{2'}) N(NaeP:2'C a)

Vi kan tenke pa dette som en “udemokratisk” k¢, hvor ankomster er
vilkarlige, men hvor man altid lader den “fineste” ventende forlade kgen
forst.

Prioritetskgen omfatter flere andre datatyper. Man kan fa en almindelig
stak over E ved at knytte tidsinformation til elementerne og definere e; C
es, hvis e; ankom efter es. Omvendt kan man konstruere en kg ved pa
tilsvarende made at definere e; C ey, hvis e; ankom for es.

Vi ved, at disse to specialtilfeelde kan implementeres optimalt ved hjealp
af lister. I det generelle tilfeelde er det vanskeligere. Der er to indlysende
mader at bruge en liste i den generelle situation. For det férste kan man ved
indsaettelse blot anbringe det nye element bagest i listen og ved fjernelse
lede efter det mindste element. Det fgrer til folgende kompleksiteter (N er
igen det maksimale antal elementer).

T[Init[P](N)] € O(N)
T[Empty[P]] € O(1)
TInsert[P](z)] € O(1)
T[DeleteMin[P, z]] € Q(|P|)
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Omvendt kan man sgrge for hele tiden at have det mindste element forrest
i listen. Sa bliver fjernelsen billig og indsaettelsen tilsvarende dyr

T[Init[P](N)] € O(N)
T[Empty[P] € O(1)
TInsert[P](z)] € Q(|P])
T[DeleteMin[P, z]] € O(1)

I mange situationer har man brug for en bedre balance mellem operatio-
nerne. Dette kan opnas ved hjalp af en treestruktur.

3.1 Bunker

En bunke over E er et (balanceret) binegert tree, hvis knuder indeholder
veerdier af type E. Endvidere gaelder det for enhver knude, med indhold
e1, at hvis den har en efterfglger, med indhold es, sa er e; C es. Det vil
sige, at elementerne pa enhver vej fra roden er i ikke-aftagende orden. Det
folger umiddelbart, at roden af bunken indeholder det mindste element.
Det fglgende er en bunke af heltal

15 14

Lad os se hvordan man kan indseette i en bunke. Fx kan vi indsaette tallet 4
i ovenstaende eksempel. For det fgrste skal tracet have en ny knude. Dette
kan klares ved at tilfgje et blad, det fgrste sted der “mangler” et



15 14

Desvaerre kan vi ikke blot indsaette det nye element her. Det kan jo, som i
dette tilfeelde, vaere for lille. Denne skavank er dog meget let at udbedre.
Nar vi har indsat det nye element, kan vi ombytte det med dets far, sdleenge
sgnnen er mindre end faderen. Pa denne made bliver det nye element “skub-
bet op” i bunken, indtil det falder pa plads. Hvis det nye element er mindre
end alle de gamle, vil det ende i roden af bunken. Indsattelsen af tallet 4
vil fortsaette i fglgende skridt

2
5 3
9 9 11 4
15 14 4
Da 4 er mindre end 9 bytter vi rundt.
2
5 3
9 4 11 4

15 14 9



4-tallet er endnu ikke pa plads, da dets far er et 5-tal.

15 14 9

Til sidst har vi faet 4-tallet anbragt, hvor det hgrer hjemme. Bemeaerk, at vi
aldrig kan komme til at skubbe et element leengere end hgjden af bunken.

Fjernelsen af det mindste element foregar pa tilsvarende facon. Som sagt,
kan vi altid finde det mindste element i roden. Nar vi har fjernet det, star
vi desveerre med et “hul”, der skal fyldes ud

15 14 9

Vi fjerner bladet leengst til hgjre og flytte dets indhold op i roden

15 14

Nu er situationen ligesa slem som fgr: det nye element i roden er for stort.
Analogt med tidligere, kan vi dog “skubbe” 9-tallet ned i bunken, til det
kommer pa plads. Vi ombytter det med det mindste af dets sgnner
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15 14

Vi kan heller ikke have et 9-tal siddende her, sa vi ombytter igen med den
mindste sgn

15 14
Nu er situationen normaliseret. Som fgr kan vi aldrig skubbe elementet
leengere end hgjden af bunken.

Vi kan observere, at vores anstrengelser fgrer til, at bunken altid er et
perfekt balanceret bingert trae. Det vil sige, at traeet altid er helt fyldt ud,
undtagen maske i det nederste lag, der til gengaeld er udfyldt fra venstre.
Traeet har altsa fglgende udseende

Hvis et perfekt balanceret tree har n knuder, sa er dets hgjde O(logn).
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Antag nemlig, at tracet har hgjde h; sa ma det have mindst
2042 2 =20

knuder (hvorfor?). S& hvis tracet har n knuder, s& er 2" < n, det vil sige
h <logn. Kompleksiteterne bliver saledes i dette tilfeelde

T[Init[P}(N)] € O(N)

T[Empty[P]] € O(1)
T[Insert[P](z)] € O(log|P|)
T[DeleteMin[P, z]] € O(log|P|)

Da bunken er perfekt balanceret, kan man implementere den pa en seerligt
snedig made. Hvis

€p,€1,€9, ... ,€|p|_1
er en lag-for-lag udskrift af en bunke, gaelder det, at ey er roden, og hvis
e; er en vilkarlig knude, sa er dens to sgnner esg; ;1 0g €9;19. Vi kan derfor
repraesentere bunken i en liste i den ovennaevnte lag-for-lag raekkefglge. Den
sidste version af vores eksempelbunke ovenfor ville blive repraesenteret som

(3,4,4,9,5,11,9, 15, 14)

Denne repraesentation er mere kompakt end en rekursiv traestruktur. Des-
uden kan det sidste element findes i konstant tid, hvilket ikke er tilfaeldet
for trecer.

En box med en prioritetskg af heltal ser med dette valg af datastruktur ud
som fglger

Type Element = Int

Box Pri
Type Elist = List (Element)
Type Queue = Prod (size: Int, data: Elist)

Proc Init [Q: Queue] (N: Int)

Q:=Queue (0, Elist (?-Element | N))
end Init
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Proc Empty [Q: Queue] — (Bool)
return Q.size=0
end Empty

Proc Insert [Q: Queue] (x: Element)
(+ Proc Up[Q: Queue] (n: Int)
(+ Var father: Int
father:= (n-1)/2
if (n>0) A (Q.data.(father) > Q.data.(n)) —
Q.data. (father) :=:Q.data. (n)
Up [Q] (father)
fi
+)
end Up

if Q.size <|Q.data | —
Q.data. (Q.size) :=x
Q.size: = (Q.size+1
Up[Q] (Q.size-1)
fi
+)

end Insert

Proc DeleteMin [Q: Queue, x: Element]
(+ Proc Down [Q: Queue] (n: Int)
(+ Var son: Int
son:=2*n+1
if son < QQ.size —
if (son < Q.size-1) A (Q.data.(son+1) < Q.data.(son)) —
son :=son+1
fi
if Q.data.(n) > Q.data.(son) —
Q.data.(n) :=:Q.data. (son)
Down [Q] (son)
fi
fi
+)

end Down
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if Q.size>0 —
x:=Q.data.(0)
Q.size: = Q.size-1
if Q.size>0 —
Q.data. (0) :=Q.data. (Q.size)
Down [Q] (0)
fi
fi
+)
end DeleteMin
end Pri

3.2 En polymorf prioritetskg

I dette afsnit beskrives en mere generelt anvendelig prioritetskg. Den im-
plementeres som en polybox, saledes at elementerne kan have vilkarlige
typer. Da man skal have en ordning mellem elementer, sa kreever vi, at
man sammen med et element angiver en nggle, som er et heltal der angi-
ver elementets prioritet. Til gengeeld kan man ved initialisering, foruden
kgens maksimale storrelse, ogsa angive hvilken vej ordningen pa nggler skal
vende; DeleteMin er defor omdgbt til DeleteBest.

Box PolyPri(E)
Type Element = Prod (val: E, key: Int)
Type Elist = List (Element)
Type Queue = Prod (size: Int, data: Elist, less: Bool)

Proc Init [Q: Queue] (N: Int, less: Bool)
Q:=Queue (0, Elist (?-Element | N), less)
end Init

Proc Order [Q: Queue] (i, j: Int) — (Bool)
if = Q.less —i:=:jfi
return Q.data. (i) .key < Q.data. (j) .key
end Order
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Proc Empty [Q: Queue] — (Bool)
return Q.size=0
end Empty

Proc Insert [Q: Queue] (val: E; key: Int)
(+ Proc Up[Q: Queue] (n: Int)
(+ Var father: Int
father:= (n-1)/2
if (n>0) AOrder[Q] (n, father) —
Q.data. (father) :=:Q.data. (n)
Up [Q] (father)
fi
+)
end Up

if Q.size <|Q.data | —
Q.data. (Q.size) : = Element (val, key)
Q.size: = (Q.size+1
Up[Q] (Q.size-1)
fi
+)

end Insert

Proc DeleteBest [Q: Queue, val: E, key: Int]
(+ Proc Down [Q: Queue] (n: Int)
(+ Var son: Int
son:=2*n+1
if son < QQ.size —
if (son < Q.size-1) A Order [Q] (son+1, son) —
son :=son+1
fi
if Order [Q] (son, n) —
Q.data.(n) :=:Q.data. (son)
Down [Q] (son)
fi
fi
+)

end Down
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if Q.size>0 —
val:=Q.data. (0) .val
key:=Q.data.(0) .key
Q.size:=Q.size-1
if Q.size>0 —
Q.data. (0) :=Q.data. (Q.size)
Down [Q] (0)
fi
fi
+)
end DeleteBest
end PolyPri

Boxen Pri kan nu fas som

Box Pri
PolyPri(Int)
end Pri

hvor man skal initialisere med
Pri’Init [P] (N, true)

En prioritetskg uden maksimal stgrrelse kan som i de andre tilfeelde imple-
menteres ved hjalp af polyboxen Sequence.

3.3 En anvendelse: traesortering

En indlysende anvendelse af en sadan prioritetskg er til sortering. Man
indsaetter fgrst alle tallene og fjerner dem derefter et ad gangen i stgrrelsesorden.
Folgende program indlaeser en vektor og udskriver den igen i sorteret orden.
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Process Treesort
(+ Q"pri.tri"

Var S: Vector
Var H: Pri’ Queue
write("Indl®es vektor: ")
read [S]
Pri’Init [H] (| S )
(+ Var i: Int
i:=0
do i<|S| —
Pri’ Insert [H] (S. (1))
i:=i+1
od
+)
(+ Var i: Int
i:=0
do i<|S| —
Pri’ DeleteMin [H,S. (i) ]
i:=i+1
od
+)
write (S)
+)

end Treesort

Hvis vi indleeser n tal, sa far vi
n—1 n
T[Treesort](n) =~ > T[Proc Insert](i) + > T[Proc DeleteMin](7)
i=0 i=1

hvor T'[Proc Insert](i) (T[Proc DeleteMin](i)) betegner udfgrelsestiden
for indseettelse (fjernelse) i (fra) en k¢ med i elementer. Heraf fas

T[Treesort](n) ~ éO(log i) = O(élog i) € O(nlogn)

hvilket kan vises at veere optimalt blandt sorteringsalgoritmer, der kun ma
sammenligne og ombytte elementerne (jfr. [Programmeringsteori)).
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Den fgrste del af denne algoritme, indsaettelsen af de n tal i bunken, kan
gores mere effektivt. Man kan starte med at bygge et perfekt balanceret trae
med tallene i tilfeeldig orden. De mindste undertraeer, bladene, er jo allerede
sma bunker i sig selv. Hvergang man har gjort to undertraeer til bunker,
kan man bygge dem sammen til en stgrre bunke, ved at skubbe deres fzelles
rod pa plads i bunken. Dette kan gores med folgende forblgffende simple
procedure, som vi kan tilfgje til boxen Pri:

Proc Build [Q: Queue] (v: Vector)
Q:=Queue(| v, v)
(+ Var i:Int
i:=Q.size
do i>0 —
i:=i-1
Down [Q] (i)
od
+)
end Build

Det skulle veaere klart, at udfgrelsestiden for Build er givet ved
n—1
T[Proc Build](n) = Y T[Proc Down](n, i)
i=0

hvor n er antallet af elementer i Q og ¢ er veerdien af parameteren i kaldet
Down [Q] (i). For selve proceduren Down geelder der

1 hvis 7 >
1 + T[Proc Down](n,2i + 1) ellers

T[Proc Down](n,i) ~ { 2
Lgsningen til denne ligning er
n
TP D ) ~ log(——
[Proc Downl](n,1) Og(i—}— 1)
hvorfor vi far .
T[Proc Build](n) ~ ) log(Z)
i=1 t

Denne sum kan “deles op i bidder” pa folgende made

o—1

i 1og(7;) - 22 log(?) + -4 élog(?) + log(n)

_n
=3
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P+ 24234 42 (log(n) — 1) + 1 - log(n)

ST

1 2 3 log(n)
= n(§+1+§+---+ . )
< njgw.—Qn

Vi kan séledes opbygge en bunke med n elementer i tid O(n). Sorteringen
er dog selvfglgelig stadig i O(nlog(n)), fordi elementerne skal tages ud af
bunken igen.

Et sorteringsprogram, der benytter Build, ser ud som fglger
(+ Q"pri.tri"

Var S: Vector
Var H:Pri’Queue
write("Indles vektor: ")
read [S]
Pri’ Build [H] (S)
(+ Var i: Int
i:=0
do i<|S| —
Pri’ DeleteMin [H,S. (i) ]
i:=i+l
od
+)
write (S)
+)
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4 Ordbgger

Vi er givet en elementtype E. En ordbog over E er en datatype, hvis
veerdimaengde bestar af endelige maengder af veaerdier af type E. Lad D
veere en ordbogsvariabel og x en veerdi af type E. Sa skal ordbogen have
fglgende operationer

Init[D] sat D' =10
Insert[D](x) sat D' = DU {z}
Member|D](z) sat (D' = D) A (Member’ = (z € D))
Delete[D](x) sat D'= D — {z}

Den simpleste datastruktur for en ordbog ville igen vaere en liste, der in-
deholdt dens elementer. Det vil dog give fglgende kompleksiteter

T[Init[D]] € O(N)
T[Insert[D](z)] € O(1)
T[Member[D](z)] € Q(|D|)

T[Delete[D](x)] € Q(|D|

Man kan under specielle omsteendigheder klare sig langt bedre.

4.1 Bitvektorer

Hvis E er intervallet 0..N hvor N er et passende lille heltal, s& kan man
reprasentere en ordbog over E som en bitvektor, der er en tabel af sand-
hedsveaerdier. Man kunne bruge typen

Type Dictionary = List (Bool)

Hvis D er en variabel af denne type, er maengden den repraesenterer

{i € 0.N | D.(i) = true}
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Med denne datastruktur opnar vi naturligvis optimale kompleksiteter

T[Init[D]] € O(N)
T[Insert[D](z)] € O(1)
T[Member[D](z)] € O(1)
T[Delete[D](x)] € O(1)

Vi skal jo blot inspicere og opdatere en enkelt indgang i bitvektoren i hvert
af disse tilfeelde.

En box med en ordbog, implementeret som en bitvektor, ser i dette tilfaelde
saledes ud

Type Element = Int

Box B
Type Dictionary = List (Bool)

Proc Init [D: Dictionary] (N: Int)
D:=Dictionary (false | N)
end Init

Proc Insert [D: Dictionary] (x: Element)
if 0<x<|D| — D.(x) :=true fi
end Insert

Proc Member [D: Dictionary] (x: Element) — (Bool)
if 0<x<|D| — return D.(x) fi
end Member

Proc Delete[D: Dictionary] (x: Element)
if 0<x<|D| — D.(x) :=false fi
end Delete
end B

Desvaerre vil grundmaengden FE' i realistiske sammenhaenge sjaeldent veere
tilstraekkeligt lille til, at man kan bruge bitvektorer.
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4.2 Hash-tabeller

Selv om E er for stor til bitvektorer, kan man opna en lignende effekt, hvis
selve de maengder, man gnsker at behandle, ikke er for store.

En hash-funktion pa E er en atbildning
h:E—0.M

for et passende M, der angiver stgrrelsordenen af kardinaliteten af de
maengder, vi gnsker at behandle. Hash-funktionen har til opgave at “spre-
de” E-veerdierne over hele tabellen. Da |E| > M kan flere elementer blive
sendt til samme indgang i tabellen. Vi ma samle disse op i en liste, sa vi
kan definere

Type Elist = List (Int)
Type Dictionary = List (Elist)

Hvis D er en variabel af denne type, sa er maengden den repracsenterer
{ee E|3i,j:D.(i,5) =e}
Hvis elementerne er heltal, sa er en typisk hash-funktion
h(e) = e mod M

Bemeerk, at hvis 0 < p < M er divisor i M og divisor i alle e € F, sa vil vi
kun kunne bruge M /p indgange i tabellen. Ved at veelge M som et primtal
minimaliserer vi risikoen for dette. Det preaecise valg af hash-funktionen
atheenger helt af den aktuelle anvendelse.

Hvis M = 17, sa vil en hash-tabel med h(e) = e mod 17, der indeholder

elementerne
{0,3,9,11,12,17,24, 28,31, 43,55,68,71,88,101}

have fglgende udseende
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0 — (0,17,68)
I = ()

2 = ()

3 — (3,71,88)
4 — (5b)

5 = ()

6 — ()

T — (24)

8 — ()

9 — (9,43)
10 — ()

11 — (11,28)
12 — (12)

13 — ()

14 — (31)

15 — ()

16 — (101)

En box, der implementerer denne hashtabel, ser ud som falger

Box H
Type Dictionary = List (Elist)
Type Elist = List (Int)

Proc Hash(e:Int) — (Int)
return e mod 17
end Hash

Proc Init [D: Dictionary]

D :=Dictionary (Elist () | 17)
end Init
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Proc Insert [D: Dictionary] (x: Int)
if = Member[D] (x) —

(+ Var h:Int
h:=Hash (x)
D.(h) :=D. (h)++Elist (x)
+)
fi
end Insert

Proc Member [D: Dictionary] (x: Int) — (Bool)
(+ Var h,i: Int
h,i:=Hash(x),0
doi<|D.(h) | —
if x=D.(h,i) — return true fi
i:=i+1
od
return false
+)

end Member

Proc Delete [D: Dictionary] (x: Int)
(+ Var h,i: Int
h,i:=Hash(x),0
do (i<|D.(h) DA x#D.(h,i)) —i:=i+1 od
ifi<|D.(h) | —
D.(h):=D.(h) (0..)++D.(h) G+1..| D.(h) |)
fi
+)
end Delete
end H

I veerste fald, hvor hash-funktionen sender alle elementer til samme veerdi,
vil dette degenerere til kompleksiteterne

T[Init[D]] € O(M)
T[Insert[D](z)] € Q(|D])
T[Member[D](z)] € Q(|D|)
T[Delete[D](z)] € Q(|D|)
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men med en rimelig fordeling af elementerne i tabellen, sa vil alle de sma
lister kun have fa elementer, og kompleksiteterne bliver

T[Init[D]] € O(M)
T[Insert|D](z)] € O(1)
T[Member[D](z)] € O(1)
T[Delete[D](x)] € O(1)

4.3 Sggetreeer

Hvis E har en total ordning C, sa kan vi igen fa fordel af en treestruktur. Et
spgetre over E er et binaert trae med E-veerdier i knuderne. Hvis en knude,
med indhold e, har en efterfglger i dens venstre undertrae, med indhold a,
sa skal det gaelde, at a C e; hvis knuden har en efterfglger i dens hgjre
undertrae, med indhold b, sa skal det geelde, at e C b. Et sggetrae over
heltallene kan se ud som fglger

14

Det er meget let at finde et element i et sggetree. Man sammenligner med
veerdien i den aktuelle knude. Hvis den er lig med den s@ggte veerdi er man
feerdig. Hvis den er stgrre end den sggte vaerdi skal man lede videre i venstre
undertrae, og hvis den er mindre fortsaettes sggningen i hgjre undertree.

Indsaettelse er ligesa simpel. Fgrst leder man efter det aktuelle element, da
det jo ikke skal indsaettes to gange. Hvis man ikke finder det, er man til
sidst i et blad, hvor det aktuelle element kan indssettes enten til hgjre eller
til venstre.

Hvis vi indseetter tallet 7 i ovenstaende sggetrae far det udseendet
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Indsaettelse af et 4-tal resulterer i dette trae

4 7 14

Man kan ogsa fjerne et element e fra sggetracet. Hvis den ugnskede knude
hgjst har et enkelt undertrae er det ligetil. Sa kan man blot erstatte knuden
med roden i dens undertrae. I ovenstaende eksempel kan vi fjerne tallet 9
og opna traeet

4 14

Hvis knuden har to undertraer er det knap sa simpelt. Hvis man blot ud-
tager knuden med elementet, sa efterlader man et ukleedeligt hul i traeet.
Ligesom ved bunken skal vi finde en passende erstatning. Det er heldigvis
let at ggre. Sggetracets invariant bliver nemlig overholdt, hvis man erstatter
elementet e med dets umiddelbare forgenger. Dette er det storste element,
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der er mindre end e, og det findes i den hgjreste knude i e’s venstre un-
dertree. Denne knude kan ikke have noget hgjre undertree og er saledes let
at fjerne. Hvis vi fjerner tallet 6 fra eksempeltraeet, observerer vi fgrst, at
dets umiddelbare forgaenger er 5. Derfor bliver det nye trae som fglger

14

Man kunne naturligvis ogsa have valgt den umiddelbare efterfalger, hvilket
er det mindste element, der er stgrre.

Alle disse operationer tager tid proportionalt med tracets hgjde. For et trae
D med hgjde h fas derfor

T[Init[D]] € O(1)
T[Insert[D](z)](h) € O(h)
T[Member[D](z)](h) € O(h)
T[Delete[D](x)](h) € O(h)

Man kan bevise, at hvis elementerne bliver indsat og fjernet i helt tilfeeldig
orden, sa er det rimeligt at antage, at h er proportional med log |D|. Men
hvis elementerne fx bliver indsat i sorteret orden, vil man f4 den veerst
teenkelige situation, hvor traeet bliver lineert.

I dette triste tilfaelde far vi disse deprimerende kompleksiteter

T[Iit[D]] € O(1)
T[Insert[D](z)] € Q(|D])
T[Member[D](z)] € Q(|D|)
T[Delete[D](x)] € Q(|D|)

I naeste afsnit skal vi betragte en variant af sggetracer, der med garanti
forbliver paene og balancerede.

En ordbog af heltal, implementeret som sggetraeer, ser ud som fglger
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Type Element = Int

Box Search
Type Tree = Prod (val: Element, left, right: Tree)

Proc Init [T: Tree]
T:=7-Tree
end Init

Proc Member [T: Tree] (x: Element) — (Bool)

if =is(T) — return false

& true —
if T.val=x — return true
| T.val>x — return Member [T left] (x)
| T.val<x — return Member [T.right] (x)
fi

fi

end Member

Proc Insert [T: Tree] (x: Element)
if =is(T) — T:=Tree(x, 7-Tree, 7-Tree)
& true —
if T.val>x — Insert [T .left] (x)
| T.val<x — Insert [T.right] (x)
fi
fi
end Insert

Proc Delete [T: Tree] (x: Element)
(+ Proc DeleteMax [T: Tree, m: Element]
if —is(T.right) —

m:="T.val
T:=:T.left
& true — DeleteMax [T.right, m]

fi
end DeleteMax
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if is(T) —
if T.val=x —
if —is(T.left) — T:=:T.right
| —is(T.right) — T:=:T.left
& true — DeleteMax [T .left, T.val]
fi
| T.val>x — Delete [T.left] (x)
| T.val<x — Delete [T .right] (x)
fi
fi
+)
end Delete
end Search

Denne datatype kan naturligvis ggres polymorf i lighed med prioritetskgen.

4.4 Rgd-sorte traeer

Problemet med ubalancerede sggetraeer kan afhjeelpes pa mange mader. I
alle tilfzelde styrker man den invariant, som traeerne skal opfylde. Udfra
denne ekstra information skal man sa kunne slutte, at treeerne har logarit-
misk hgjde.

Et rodt-sort tree er et sggetrae, hvori alle knuderne er farvet enten rgde eller
sorte. Roden kan kun veere sort, og en rgd knude kan aldrig have en rgd
sgn. Herudover kraeves det, at der er samme antal sorte knuder pa alle veje
fra roden til en knude med 0 efterfglgere (blade) eller 1 efterfolger.

Af typografiske arsager vil vi angive en rgd knude som
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og en sort knude som

Det folgende er et eksempel pa et rgdt-sort trae

7 11 17

Da mindst hveranden knude pa en vej skal vaere sort er den leengste vej til
en knude med 0 eller 1 efterfglger hgjst dobbelt sa lang som den korteste.
Det folger deraf, at alle veje i treeet har logaritmiske leengder: Lad trecet
have n knuder, og lad antallet af knuder i den korteste og laengste vej veere
henholdsvis k,,;;, 0g kpnaee. Det folger, at

2kmin S n + 1 S 2k’maw
og dermed
kmm S 1Og(n + 1) S kmam

Da kp < 2k, far vi, at
og til sidst

1

3 log(n + 1) < kpin < log(n+1)
sa den korteste vej er logaritmisk. Da den leengste vej hajst er dobbelt sa

lang, er den (og dermed enhver anden vej) ogsé logaritmisk.

Vores problem er nu at skrive operationerne, sa de overholder den rgd-sorte
invariant. Init og Member kraver ingen sendringer; et rgdt-sort tree har jo
samme struktur som et almindeligt sggetrae. Problemerne ligger ved Insert
og Delete; her kan de hidtidige implementationer fore til overtreedelser af
den rgd-sorte invariant.

30



4.5 Indsaettelse i rad-sorte traeer

Néar vi har indsat en ny knude (som et nyt blad), har vi samtidigt forgget
en vej i traeeet med en ekstra knude. Vi kan ikke umiddelbart farve denne
knude. Hvis den bliver rgd kunne det vaere, at den havde en rgd far. Hvis
den bliver sort risikerer vi, at fa en sort knude for meget pa en vej.

Vi kan imidlertid altid slippe afsted med enten at farve knuden eller at
sende problemet hgjere op i treeet. Det folgende er et transitionssystem,
der for forskellige situationer viser, hvordan vi skal beere os ad. Pa hver
side af transitionsrelationen > er der et rgdt-sort tree. Ideen er, at hvis vi
kan genkende en venstreside som et undertreae, sa kan vi erstatte det med
hgjresiden. Den “besveerlige” knude, der skal farves, betegnes som

Algoritmen for indseettelse er nu, at vi fgrst indssetter elementet som i
et normalt sggetrae. Derefter maerker vi den nye knude som besveerlig og
anvender reglerne i folgende transitionssystem pa traeet. Hvis vi betegner
den besveerlige knude som en rgd uegte knude (de gvrige knuder er egte)
vil folgende veere en invariant for det “forfalskede” rgd-sorte trae under
udfgrelsen af transitionssystemet: (en aegte rod er sort) og (en @gte rod
knude har en sort far) og (alle veje far roden til en knude med 0 eller 1
efterfolgere indeholder lige mange sorte knuder). Da vi altid ggr fremskridt
i transitionssystemet (fordi vi enten eliminerer den besveerlige knude eller
skubber den hgjere op i traeet) og da mindst en af reglerne (eller de sym-
metriske tilfaelde) altid kan anvendes, folger det at transitionssystemet er
korrekt.

Det letteste tilfeelde er hvis den besveerlige knude er roden i traeet.
1) X X

T1 T2 T1 T2

I sa fald star det os frit at farve den sort og dermed forgge antallet af sorte
knuder i samtlige veje.
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Hvis faderen er sort, kan vi uden videre farve knuden rgd. Bemeerk, at hvis
T1 og T2 er tomme, svarer dette til situationen, hvor vi har indsat den nye
knude som sgn af en sort far.

2) A A

T1 T2 T1 T2

Hvis faderen er rgd, er der fire tilfaelde. Hvis farbroderen eksisterer og er
rgd har vi situationerne 3.1 og 3.2.

3.1 A A

X T3 T4 T5 X T3 T4 T5

T1 T2 T1 T2

Da B og C skifter farve fra rgd til sort, har vejene gennem dem en oversky-
dende sort knude. Den kan vi slippe af med, mod til gengeeld at ggre A til
en “besveerlig” knude.

3.2) A A

T1 X T4 T5 T1 X T4 T5

T2 T3 T2 T3

Her kan vi igen ngjes med at sende Rgd-Sorteper videre.
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Hvis farbroderen er sort eller ikke-eksisterende har vi tilfzeldende 4.1 og
4.2.

4.1) A B

X T3 T4 T5 T1 T2 T3 C

T1 T2 T4 TS

Bemaerk, at traeet bliver “roteret” omkring linjen x-B-A. En saddan rotation
vil altid bevare den basale ordnings-invariant. Det er let at se, at ogsa den
rgd-sorte invariant er bevaret.

4.2) A X

T1 X T4 T5 T1 T2 T3 C

T2 T3 T4 T5

Bemaerk, at denne omfattende transformation lader ordnings-invarianten
intakt. Her kan vi tillade os at farve x sort uden at spolere den rgd-sorte
invariant.

4.6 Fjernelse fra rgd-sorte traeer

Nar vi fjerner en knude fra et sggetrae, sa har den altid hgjst ét undertree.
Hvis den havde to undertraeer, sa ombytter vi den jo fgrst med dens umid-
delbare efterfglger (eller dens umiddelbare forggenger), der jo ikke kan have
noget venstre (hgjre) undertrae. Nar vi fjerner elementet i knuden, sa star
vi med et “hul”, der skal fjernes. Hvis hullet er rgdt, sa kan vi umiddelbart
fjerne det. Hvis hullet er sort, men dets eneste sgn er rgd, sa kan vi retab-
lere invarianten ved at fjerne hullet og farve sgnnen sort. Hvis sgnnen ogsa
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er sort, sa ma vi benytte os af et transitionssystem, ligesom vi gjorde ved
indseettelsen. Vi angiver det som

og betegner det i analogi med ovenfor som en uegte sort knude (alle gvri-
ge knuder er @gte). Vi eliminerer nu knuden ved hjelp af nedenstéaende
transitionssystem. Invarianten er denne gang: (roden er sort) og (en rgd
knude har en sort far) og (alle veje fra roden til en agte knude med 0
eller 1 efterfglgere indeholder lige mange sorte knuder). Da vi igen kan
vise, at der altid ggres fremskridt og da der altid findes en regel der kan
anvendes salaenge traeet indeholder uaegte knuder, er transitionssystemet
igen korrekt.

Transitionssystemet ser ud som fglger; igen gaelder det, at hullets sgn er
enten sort eller ikke-eksisterende.

Hvis hullet er ved roden, er sagen ganske enkel.

1) *

Hvis faderen er rgd, er der to tilfselde. Nevgen eksisterer og er rgd.

2.1) A C

T1 C T4 T1 T2 T3 T4
T2 T3

Her kan vi slippe af med hullet, ved at omarrangere traeet. Det ses let, at
invarianten respekteres.

Nevgen er sort eller ikke-eksisterende.

2.2) A B
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T1 C T4 T1 C

T2 T3 T2 T3

Hvis faderen er sort, er der tre tilfeelde. Broderen er sort og nevgen eksi-
sterer og er rgd.

3.1) A C

T1 C T4 T1 T2 T3 T4

T2 T3

Her forsvinder hullet ved omarrangering.

Broderen er sort og nevgen er sort eller ikke-eksisterende.

3.2) *

T1 C T4 C T4

T2 T3 T2 T3

Bemeerk, at vi roligt kan farve B rgd, da roden af T4 ma vaere sort. Ellers
ville vi jo have det symmetriske tilfaelde af 3.1).

Broderen er rgd.

3.3) A B
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T1 T2 C * T2 T3 T4

T3 T4 T1

Denne transition ligner ikke ngdvendigvis et fremskridt, men da roden af
T2 ma veere sort, kan vi ggre os feerdige med enten regel 2.1 eller 2.2.

Det overlades til den interesserede laeser at realisere disse manipulationer
i et TRINE-program.

4.7 Andre hgjdebalancerede traeer

R@d-sorte treeer er kun ét eksempel pa hgjdebalancering. Der findes utallige
andre. Et andet eksempel er fglgende, hvor man kraever, at for ethvert
undetrae af formen

T1 T2

skal det galde, at
|hgjde(T1) — hgjde(T2)| < K

for en konstant K. Hvis K = 1 benytter man ogsa navnet AVL-treer.
Ligesom med de rgd-sorte traeer kan man “rydde op” efter indseettelser og
fjernelser og bevare invarianten.

Lad os her blot se, at denne invariant ogsa fgrer til logaritmiske hgjder. Vi
prgver at bygge et AVL-tree s magert, som vi kan. Definer M, til at veere
et AVL-tree af hgjde h med sa fa knuder som overhovedet muligt. Det er
let at se, at

‘Mo‘ =1 og |M1| =2

I det generelle tilfeelde er My, et trae af hgjde h. Det ene undertree ma derfor
veere af hgjde h — 1. Vi tager selvfglgelig M;_1. Hvor lille kan det andet
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undertrae vaere? Invarianten siger, at det ma have hgjde mindst h — 2. Vi
veelger derfor Mj_5. Men sa kan vi slutte, at

| M| = [Mp 1| + [Mp 2| +1

En simpel induktion viser, at |M},| > Fj.9, hvor F,, er det n’te Fibonacci-
tal, defineret som

Fi=1
=1
F,=F, 1+ F, 2

Da det yderligere vides, at
VB +1
2
kan vi slutte, at det for ethvert AVL-trae T' geelder, at

F, € ©(¢"), hvor ¢ =

hgjde(T') € O(log, |T|) = O(log |T)

sa alle hgjder er logaritmiske.

4.8 Veaegtbalancerede traeer

I stedet for eksplicit at sesette begraensninger pa traeernes hgjder, sa kan
man forlange, at stgrrelserne af en knudes undertraeer ikke ma veere alt for
forskellige. Et eksempel herpa er de sikaldte BB[a]-traeer. Her star BB for
Bounded Balance, og a er et reelt tal i intervallet 0 < a < % Et bineert
tree tilhgrer BB|a] safremt der for enhver knude geelder, at forholdet mel-
lem antallet af knuder i dens undertraeer er begraenset af o. Mere praecist
forlanges det for et tree af formen

T1 T2

at
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i) |7 <1, eller

i) a< ||17:1|‘——f|——11 <1 — «a og bade Ty og T, tilhgrer BB[a].

Det er nemt at indse, at denne definition er symmetrisk imellem de to
undertreeer, fordi det af ii) folger, at der ogséa geelder

|T2|-|-1
a <1l—«
T+ 1

At BB|a]-treeer ogsa har logaritmiske hgjder fglger af, at der for et vilkarligt
BB|a]-tree T' geelder

log(|T]+1) -1
log(1/(1 — a))

Dette vises ved induktion efter |T'| pa fglgende made.

() hgjde(T") <

Basis |T'| = 1: Nar 7" kun indeholder en enkelt knude er hgjde(T") = 0. Men
da log betyder 2-talslogaritmen er log(1 + 1) — 1 ogsa lig med 0.

Induktionsskridt |T'| = n + 1: T" har formen

T1 T2

hvor |T1| < n og |T5| < n, dvs (x) kan antages at geelde for 171 og 1. T’s
hgjde er givet ved

hgjde(T) = 1+ max{hgjde(77), hojde(T3)}

log(|Ty] +1) — 1 log(|To|+ 1) — 1}
log(1/(1 —a)) ’ log(1/(1 —a))

pa grund af induktionsantagelsen. Da savel T} som T, er BBla]-traeer, og
mindst et af dem er ikke-tomt, folger det at

< 1+ max{

log(|Ty| +1) = 1 log(|T5|+1) — 1
log(1/(1 —a)) " log(1/(1 — a))

log((1 —a)(IT]+1)) — 1
log(1/(1 - a))

} <

max{
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hvorfor

. log((1 —a)(|T| +1)) =1
hejde(T) <1+ a(( 10g(1)/((‘1 ‘—j;))))
log(1 —a) +log(|T|+1) — 1
log(l/(l —a))
+1) -
))

=1+

_ log(IT'] +
log(1/(1 —

hvilket skulle vises.

Vi skal ikke komme yderligere ind pa BB[a]-traeers egenskaber, men blot
bemaerke, at det, i lighed med hgjdebalancerede tracer, er muligt at opret-
holde BB[a] egenskaben under indsattelse og og fjernelse med en omkost-
ning der er proportional med traeets hgjde. Dette sker for savel BB|a]-traeer
som for de hgjdebalancerede traeer ved hjeelp af rotationer og dobbeltrota-
tioner, som er omorganiseringer af tracet svarende til reglerne 4.1 og 4.2 for
rgd-sorte traeer.

4.9 Tider for balancerede sggetraeer

Det fglger af ovenstaende, at hvis en ordbog implementeres ved hjeelp af
balancerede sggetraeer, sa fas folgende kompleksiteter

T[Init[D]] € O(1)
T[Insert[D](z)] € O(log|D|)
T[Member[D](z)] € O(log|D|)
T'[Delete[D](z)] € O(log|D|)

Leeseren vil ogsa have opdaget, at vi kan benytte (balancerede) spgetreeer
til en effektiv implementation af prioritetskger. Som nsevnt kan de eks-
treme veerdier findes som de yderligste knuder i sggetracet. Det leder til en
version af prioritetskger, hvor man kan fjerne bade det stgrste og mindste
element med kompleksiteter

T[Init[P]] € O(1)
T[Insert[P|(z)] € O(log|P|)
T[DeleteMin[P, z]] € O(log|P|)
T[DeleteMax|[P, z]] € O(log|P|)
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Forskellige udvidelser af sggetracer kan realisere mange andre operationer
i logaritmisk tid.
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5 Akvivalensrelationer

Lad E vere en type med endelig (og lille) veerdimeengde. En @kvivalens-
relation over E er en datatype, hvis veerdimaengde bestar af klassedelinger
af E’s veerdimaengde.

En klassedeling af en maengde S er en samling af klasser {S;}, saledes at

o Vi: (S, CS)A(S;#0D)

o U Si=S

e i£j=5NS =0
En klassedeling reprasenterer en matematisk sekvivalensrelation, hvor to
elementer er relaterede, hvis og kun hvis de tilhgrer den samme klasse.

Denne datastruktur finder som regel anvendelse, nar elementerne kan num-
mereres pa en enkel made. Vi vil derfor fremover antage, at

E=1{0,1,2,...,N — 1}

Lad R veere en variabel af type ackvivalensrelation og lad x1,75 veere veerdier
af type E. Der skal veere fglgende udtryk

Init[R] sat R = {{0},{1},...,{N —1}}
Equiv[R|(z1,72) sat (R = R)A (Equiv'= (3K € R: z1,79 € K))
Join[R)(x1,22) sat R' = R\ {K, K»2} U{K; U K>}
hvor 1 € K1 € Rog xo € Ky € R

Man starter med den diskrete aekvivalensrelation, som man kan ggre grove-
re og grovere. Undervejs kan man spgrge, om to elementer er relaterede.

5.1 Kanoniske repraesentanter

En simpel implementation far man, hvis man indfgrer kanoniske repraesen-
tanter for klasserne, i.e. et specielt element fra hver klasse, der repraesen-
terer denne.

41



En klassedeling over F kan nu repraesenteres ved hjeelp af en afbildning,
p: E — E, hvor p(e) er den kanoniske repraesentant for den klasse som e
tilhgrer. Vi kan repraesentere p ved hjelp af typen

Type EqRel = List (Int)

Hvis P er en variabel af denne type, der repraesenterer en akvivalensre-
lation over E, sa er |P| = N og den kanoniske repraesentant for e € E
er P.(e). Init[P] skal saette P til identitetsafbildningen, Equiv[P](x1, z)
skal teste om P.(x1) = P.(x3), og Join[P](x1, x2) skal sendre alle elementer
med veerdi P.(z1) til at have veerdi P.(x2) (eller omvendt). Vi far fglgende
kompleksiteter

T[Init[P]](N) € Q(N
T[Equiv|[P](z1,z9)[(N) € O(1)
T[Join[P](x1,z9)](N) € Q(N

Som saedvanligt kommer tracerne os til undseetning ved at tillade en mere
effektiv implementation.

5.2 Inverse traeer

Et inverst tree (I-tre) er enten tomt, eller det er en knude, der bliver peget
pa af et antal inverse traeer

I Iy - I

Vi kan repraesentere en klassedeling af £/ som en skov af I-tracer med F-
veerdier i knuderne. Hvert I-tree svarer til en klasse, der bestar af elemen-
terne i knuderne.

Ideen er, at man udnaevner veerdien i roden til kanonisk element for den
tilsvarende klasse. Hvis vi kan holde I-traeerne rimeligt balancerede, kan
logaritmiske udfgrelsestider skimtes i horisonten.
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Det er let at udfegre Join. Vi skal blot lade roden i det ene I-trae pege pa
roden af det andet. En indlysende optimalisering er at lade roden af det
letteste I-trae pege pa roden af det tungeste, hvor vi med vegt teenker pa
antallet af knuder. Vi ma saledes holde rede pa antallet af knuder i hvert
[-tree.

Vi far brug for fglgende observation: Et I-tree af hgjde h, opbygget ved
hjeelp af Join-operationer, indeholder mindst 2" knuder.

Dette kan vises ved induktion i hgjden. For h = 0 er antallet af knuder lig
med 1 = 2°. Antag nu, at egenskaben gaelder for I-treeer med hgjde mindre
end h. Betragt et generelt I-tree af hgjde h. Det ser ud som fglger

I, Iy - I

Da I-treeet har hgjde h, sa ma mindst ét undertree have hgjde h —1. Antag,
uden tab af generalitet, at I;’erne er ordnet efter den reckkefglge, som de
er blevet Join’et pa, og at I, har hgjde h — 1. Kald I-traeet

for I'. S& har vi Join’et

[/

I,

hvor I’ sa har flere knuder end I,,. Induktionsantagelsen giver os, at I,
indeholder mindst 2"~! knuder, og da I’ har mindst lige s& mange, har vi

ialt mindst
2h—1 T 2h—1 — 2h
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knuder. Vores oprindelige I-trae har alle disse knuder, plus hvad der blev
Join’et til yderligere, nemlig I,,.1,..., I}.

Det er nu let at se, at alle I-tracerne i repraesentationen af en klassedeling
har logaritmiske hgjder. Antag, at vi har N forskellige elementer, og at et
af I-traeerne har hgjde h > log(N). S& ma dette I-tree indeholde mindst

210g(N)+1 — 2(210g(N)) — 9N

knuder, hvilket er dobbelt sd mange som vi har. Derfor er hgjden af ethvert
[-tree logaritmisk. Vi far saledes fglgende kompleksiteter

T[it[P][(N) € O(N)
T[Equiv|[P](z1,z9)[(N) € O(logN)
T[Join[P](z1,z2)](N) € O(logN)

En box, der implementerer sekvivalensrelationer af heltal, ser ud som fglger

Box Eq
Type Rel =List (Data)
Type Data = Prod (father: Int, weight: Int)

Proc Init [R: Rel] (n: Int)
R:=Rel(Data(0,0) | n)
(+ Var i: Int
i:=0
doi<n — R.(i),i:=Data(i,1),i+1 od
+)
end Init

Proc Root[R: Rel] (e:Int) — (Int)
do R.(e).father #e — e:=R.(e) .father od
return e

end Root
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Proc Equiv[R:Rel] (x1,x9:Int) — (Bool)
return Root [R] (x;) = Root [R] (x3)
end Equiv

Proc Join[R: Rel] (x1,x9: Int)
if “Equiv[R] (x1,x2) —
(+ Var ry,ro: Int
r1,T9:=Root [R] (x1), Root [R] (x3)
if R.(r1) . weight > R.(r9) .weight — ry:=:15 fi
R.(ry) father:=ro
R. (ry) .weight : = R. (r1) .weight+R. (r2) .weight

+)
fi

end Join
end Eq

5.3 Vejforkortning

Man kan foretage en yderligere optimalisering af denne implementation.
Nar man har fundet roden for en knude, kan man uden yderligere omkost-
ning lade alle knuderne pa vejen pege direkte til roden. Det vil jo forkorte
vejen ved senere rodsggninger. Man transformerer altsa et tree af formen

til et af formen
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Man kan (med noget besveer) vise, at en vilkarlig sekvens af Join- og
Equiv-operationer af leengde m nu kan udferes i tid

O(mlog"(N))
hvor vi definerer

log*(x) = min{i | log'(z) < 1}
logé(:c) = |
log'(x) = log(log"(«))

Intuitivt er log*(z) det antal gange man skal tage logaritmen for at komme
fra x til 1. Dette er bedre end kompleksiteten

O(mlog(N))

som vi uden vejforkortning ville opna for sekvensen af operationer. Faktisk
er log™(x) sa langsomt voksende, at den ikke overstiger 5, selv om z er langt
stogrre end antallet af elementarpartikler i universet.

Vi kan implementere vejforkortningen ved blot at sendre rodsggningen
saledes

Proc Root [R: Rel] (e:Int) — (Int)
if R.(e).father #e —
R. (e) .father:=Root [R] (R. (e) .father)
fi
return R.(e) .father
end Root

Vejen, der skal forkortes, ligger implicit gemt pa rekursionsstakken. Bemeerk,
at proceduren repraesenterer et eksempel pa en veerdiprocedure med en
hensigtsmaessig sideeffekt.
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