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  ci	
  ×	
   ×	
  



	
  	
  
Given:	
  	
  M	
  	
  =	
  	
  	
   ai	
  	
  	
  	
  	
  	
  bi	
  ×	
  
When	
  can	
  we	
  recover	
  the	
  factors	
  ai	
  and	
  bi	
  uniquely?	
  

This	
  is	
  only	
  possible	
  if	
  {ai}	
  and	
  {bi}	
  are	
  orthonormal,	
  or	
  rank(M)=1	
  

When	
  can	
  we	
  recover	
  the	
  factors	
  ai,	
  bi	
  and	
  ci	
  uniquely?	
  

Jennrich:	
  If	
  {ai}	
  and	
  {bi}	
  are	
  full	
  rank	
  and	
  no	
  pair	
  in	
  {ci}	
  are	
  scalar	
  
mulIples	
  of	
  each	
  other	
  

Given:	
  	
  T	
  	
  =	
  	
  	
   ai	
  	
  	
  	
  	
  	
  bi	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  ci	
  ×	
   ×	
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  distribuIon”	
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Rz,b	
  
“condiIonal	
  
	
  	
  distribuIon”	
  

=	
  	
  exInct	
  

=	
  	
  extant	
  

In	
  each	
  sample,	
  we	
  observe	
  a	
  symbol	
  (Σ)	
  at	
  each	
  extant	
  
(	
  	
  	
  	
  	
  	
  )	
  node	
  where	
  we	
  sample	
  from	
  π	
  for	
  the	
  root,	
  and	
  
propagate	
  it	
  using	
  Rx,y,	
  etc	
  

Σ	
   =	
  	
  alphabet	
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  Σs	
   R+	
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  distribuIon”	
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  hidden	
  

=	
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In	
  each	
  sample,	
  we	
  observe	
  a	
  symbol	
  (Σo)	
  at	
  each	
  obs.	
  
(	
  	
  	
  	
  	
  	
  )	
  node	
  where	
  we	
  sample	
  from	
  π	
  for	
  the	
  start,	
  and	
  
propagate	
  it	
  using	
  Rx,y,	
  etc	
  (Σs)	
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Ox,a	
  

“transiIon	
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“o
bs
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  m
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  Ques=on:	
  Can	
  we	
  reconstruct	
  just	
  the	
  topology	
  from	
  
random	
  samples?	
  	
  



	
  	
  
	
  	
  

Usually,	
  we	
  assume	
  Tx,y,	
  etc	
  are	
  full	
  rank	
  so	
  that	
  we	
  can	
  re-­‐root	
  
the	
  tree	
  arbitrarily	
  	
  

Ques=on:	
  Can	
  we	
  reconstruct	
  just	
  the	
  topology	
  from	
  
random	
  samples?	
  	
  



	
  	
  
	
  	
  

[Steel,	
  1994]:	
  	
  The	
  following	
  is	
  a	
  distance	
  funcIon	
  on	
  the	
  edges	
  	
  

dx,y	
  =	
  -­‐	
  ln	
  |det(Px,y)|	
  +	
  ½	
  ln	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  πx,σ	
  	
  -­‐	
  ½	
  ln	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  πy,σ	
  
	
   σ	
  in	
  Σ	
   σ	
  in	
  Σ	
  

where	
  Px,y	
  is	
  the	
  joint	
  distribuIon	
  

Usually,	
  we	
  assume	
  Tx,y,	
  etc	
  are	
  full	
  rank	
  so	
  that	
  we	
  can	
  re-­‐root	
  
the	
  tree	
  arbitrarily	
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  Can	
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  just	
  the	
  topology	
  from	
  
random	
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[Steel,	
  1994]:	
  	
  The	
  following	
  is	
  a	
  distance	
  funcIon	
  on	
  the	
  edges	
  	
  

dx,y	
  =	
  -­‐	
  ln	
  |det(Px,y)|	
  +	
  ½	
  ln	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  πx,σ	
  	
  -­‐	
  ½	
  ln	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  πy,σ	
  
	
   σ	
  in	
  Σ	
   σ	
  in	
  Σ	
  

where	
  Px,y	
  is	
  the	
  joint	
  distribuIon,	
  and	
  the	
  distance	
  between	
  
leaves	
  is	
  the	
  sum	
  of	
  distances	
  on	
  the	
  path	
  in	
  the	
  tree	
  

Usually,	
  we	
  assume	
  Tx,y,	
  etc	
  are	
  full	
  rank	
  so	
  that	
  we	
  can	
  re-­‐root	
  
the	
  tree	
  arbitrarily	
  	
  

Ques=on:	
  Can	
  we	
  reconstruct	
  just	
  the	
  topology	
  from	
  
random	
  samples?	
  	
  



	
  	
  
	
  	
  

[Steel,	
  1994]:	
  	
  The	
  following	
  is	
  a	
  distance	
  funcIon	
  on	
  the	
  edges	
  	
  

dx,y	
  =	
  -­‐	
  ln	
  |det(Px,y)|	
  +	
  ½	
  ln	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  πx,σ	
  	
  -­‐	
  ½	
  ln	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  πy,σ	
  
	
   σ	
  in	
  Σ	
   σ	
  in	
  Σ	
  

where	
  Px,y	
  is	
  the	
  joint	
  distribuIon,	
  and	
  the	
  distance	
  between	
  
leaves	
  is	
  the	
  sum	
  of	
  distances	
  on	
  the	
  path	
  in	
  the	
  tree	
  

(It’s	
  not	
  even	
  obvious	
  it’s	
  nonnega=ve!)	
  

Usually,	
  we	
  assume	
  Tx,y,	
  etc	
  are	
  full	
  rank	
  so	
  that	
  we	
  can	
  re-­‐root	
  
the	
  tree	
  arbitrarily	
  	
  

Ques=on:	
  Can	
  we	
  reconstruct	
  just	
  the	
  topology	
  from	
  
random	
  samples?	
  	
  



	
  	
  
	
  	
  

Usually,	
  we	
  assume	
  Tx,y,	
  etc	
  are	
  full	
  rank	
  so	
  that	
  we	
  can	
  re-­‐root	
  
the	
  tree	
  arbitrarily	
  	
  

Ques=on:	
  Can	
  we	
  reconstruct	
  just	
  the	
  topology	
  from	
  
random	
  samples?	
  	
  



	
  	
  
	
  	
  

[Erdos,	
  Steel,	
  Szekely,	
  Warnow,	
  1997]:	
  	
  Used	
  Steel’s	
  distance	
  
funcIon	
  and	
  quartet	
  tests	
  	
  

Usually,	
  we	
  assume	
  Tx,y,	
  etc	
  are	
  full	
  rank	
  so	
  that	
  we	
  can	
  re-­‐root	
  
the	
  tree	
  arbitrarily	
  	
  

to	
  reconstrucIon	
  the	
  topology	
  

a	
   b	
  

c	
  d	
  
OR	
  

a	
   c	
  

d	
  b	
  
OR	
   …	
  

Ques=on:	
  Can	
  we	
  reconstruct	
  just	
  the	
  topology	
  from	
  
random	
  samples?	
  	
  



	
  	
  
	
  	
  

[Erdos,	
  Steel,	
  Szekely,	
  Warnow,	
  1997]:	
  	
  Used	
  Steel’s	
  distance	
  
funcIon	
  and	
  quartet	
  tests	
  	
  

Usually,	
  we	
  assume	
  Tx,y,	
  etc	
  are	
  full	
  rank	
  so	
  that	
  we	
  can	
  re-­‐root	
  
the	
  tree	
  arbitrarily	
  	
  

to	
  reconstrucIon	
  the	
  topology,	
  from	
  polynomially	
  many	
  samples	
  

a	
   b	
  

c	
  d	
  
OR	
  

a	
   c	
  

d	
  b	
  
OR	
   …	
  

Ques=on:	
  Can	
  we	
  reconstruct	
  just	
  the	
  topology	
  from	
  
random	
  samples?	
  	
  



	
  	
  
	
  	
  

[Erdos,	
  Steel,	
  Szekely,	
  Warnow,	
  1997]:	
  	
  Used	
  Steel’s	
  distance	
  
funcIon	
  and	
  quartet	
  tests	
  	
  

Usually,	
  we	
  assume	
  Tx,y,	
  etc	
  are	
  full	
  rank	
  so	
  that	
  we	
  can	
  re-­‐root	
  
the	
  tree	
  arbitrarily	
  	
  

to	
  reconstrucIon	
  the	
  topology,	
  from	
  polynomially	
  many	
  samples	
  

a	
   b	
  

c	
  d	
  
OR	
  

a	
   c	
  

d	
  b	
  
OR	
   …	
  

For	
  many	
  problems	
  (e.g.	
  HMMs)	
  finding	
  the	
  transiIon	
  matrices	
  is	
  
the	
  main	
  issue…	
  

Ques=on:	
  Can	
  we	
  reconstruct	
  just	
  the	
  topology	
  from	
  
random	
  samples?	
  	
  



	
  	
  
	
  	
  [Chang,	
  1996]:	
  The	
  model	
  is	
  idenIfiable	
  (if	
  R’s	
  are	
  full	
  rank)	
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[Chang,	
  1996]:	
  The	
  model	
  is	
  idenIfiable	
  (if	
  R’s	
  are	
  full	
  rank)	
  

Rz,b	
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  1996]:	
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  is	
  idenIfiable	
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  R’s	
  are	
  full	
  rank)	
  

Rz,b	
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[Chang,	
  1996]:	
  The	
  model	
  is	
  idenIfiable	
  (if	
  R’s	
  are	
  full	
  rank)	
  

Rz,b	
  



	
  	
  
	
  	
  

x	
  

a	
  

b	
   c	
  

d	
  z	
  

y	
  
z	
  

a	
  

b	
   c	
  

Joint	
  distribu=on	
  over	
  (a,	
  b,	
  c):	
  	
  	
  

×	
  Pr[z	
  =	
  σ]	
  Pr[a|z	
  =	
  σ]	
  	
  	
  	
  	
  Pr[b|z	
  =	
  σ]	
  	
  	
  	
  	
  	
  Pr[c|z	
  =	
  σ]	
  ×	
  
σ	
  

[Chang,	
  1996]:	
  The	
  model	
  is	
  idenIfiable	
  (if	
  R’s	
  are	
  full	
  rank)	
  

Rz,b	
  



	
  	
  
	
  	
  

x	
  

a	
  

b	
   c	
  

d	
  z	
  

y	
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a	
  

b	
   c	
  

Joint	
  distribu=on	
  over	
  (a,	
  b,	
  c):	
  	
  	
  

×	
  Pr[z	
  =	
  σ]	
  Pr[a|z	
  =	
  σ]	
  	
  	
  	
  	
  Pr[b|z	
  =	
  σ]	
  	
  	
  	
  	
  	
  Pr[c|z	
  =	
  σ]	
  ×	
  
σ	
  

[Chang,	
  1996]:	
  The	
  model	
  is	
  idenIfiable	
  (if	
  R’s	
  are	
  full	
  rank)	
  

columns	
  of	
  Rz,b	
  	
  

Rz,b	
  



	
  	
  
	
  	
  [Mossel,	
  Roch,	
  2006]:	
  There	
  is	
  an	
  algorithm	
  to	
  PAC	
  learn	
  a	
  

phylogeneIc	
  tree	
  or	
  an	
  HMM	
  (if	
  its	
  transiIon/output	
  matrices	
  
are	
  full	
  rank)	
  from	
  polynomially	
  many	
  samples	
  



	
  	
  
	
  	
  [Mossel,	
  Roch,	
  2006]:	
  There	
  is	
  an	
  algorithm	
  to	
  PAC	
  learn	
  a	
  

phylogeneIc	
  tree	
  or	
  an	
  HMM	
  (if	
  its	
  transiIon/output	
  matrices	
  
are	
  full	
  rank)	
  from	
  polynomially	
  many	
  samples	
  

Ques=on:	
  Is	
  the	
  full-­‐rank	
  assumpIon	
  necessary?	
  



	
  	
  
	
  	
  [Mossel,	
  Roch,	
  2006]:	
  There	
  is	
  an	
  algorithm	
  to	
  PAC	
  learn	
  a	
  

phylogeneIc	
  tree	
  or	
  an	
  HMM	
  (if	
  its	
  transiIon/output	
  matrices	
  
are	
  full	
  rank)	
  from	
  polynomially	
  many	
  samples	
  

Ques=on:	
  Is	
  the	
  full-­‐rank	
  assumpIon	
  necessary?	
  

[Mossel,	
  Roch,	
  2006]:	
  It	
  is	
  as	
  hard	
  as	
  noisy-­‐parity	
  to	
  learn	
  the	
  
parameters	
  of	
  a	
  general	
  HMM	
  



	
  	
  
	
  	
  [Mossel,	
  Roch,	
  2006]:	
  There	
  is	
  an	
  algorithm	
  to	
  PAC	
  learn	
  a	
  

phylogeneIc	
  tree	
  or	
  an	
  HMM	
  (if	
  its	
  transiIon/output	
  matrices	
  
are	
  full	
  rank)	
  from	
  polynomially	
  many	
  samples	
  

Ques=on:	
  Is	
  the	
  full-­‐rank	
  assumpIon	
  necessary?	
  

[Mossel,	
  Roch,	
  2006]:	
  It	
  is	
  as	
  hard	
  as	
  noisy-­‐parity	
  to	
  learn	
  the	
  
parameters	
  of	
  a	
  general	
  HMM	
  

Noisy-­‐parity	
  is	
  an	
  infamous	
  problem	
  in	
  learning,	
  where	
  O(n)	
  	
  
samples	
  suffice	
  but	
  the	
  best	
  algorithms	
  run	
  in	
  Ime	
  2n/log(n)	
  

Due	
  to	
  [Blum,	
  Kalai,	
  Wasserman,	
  2003]	
  



	
  	
  
	
  	
  [Mossel,	
  Roch,	
  2006]:	
  There	
  is	
  an	
  algorithm	
  to	
  PAC	
  learn	
  a	
  

phylogeneIc	
  tree	
  or	
  an	
  HMM	
  (if	
  its	
  transiIon/output	
  matrices	
  
are	
  full	
  rank)	
  from	
  polynomially	
  many	
  samples	
  

Ques=on:	
  Is	
  the	
  full-­‐rank	
  assumpIon	
  necessary?	
  

[Mossel,	
  Roch,	
  2006]:	
  It	
  is	
  as	
  hard	
  as	
  noisy-­‐parity	
  to	
  learn	
  the	
  
parameters	
  of	
  a	
  general	
  HMM	
  

Noisy-­‐parity	
  is	
  an	
  infamous	
  problem	
  in	
  learning,	
  where	
  O(n)	
  	
  
samples	
  suffice	
  but	
  the	
  best	
  algorithms	
  run	
  in	
  Ime	
  2n/log(n)	
  

Due	
  to	
  [Blum,	
  Kalai,	
  Wasserman,	
  2003]	
  

(It’s	
  now	
  used	
  as	
  a	
  hard	
  problem	
  to	
  build	
  cryptosystems!)	
  



	
  	
  
THE	
  POWER	
  OF	
  CONDITIONAL	
  INDEPENDENCE	
  

[Phylogene=c	
  Trees/HMMS]:	
  

×	
  Pr[z	
  =	
  σ]	
  Pr[a|z	
  =	
  σ]	
  	
  	
  	
  	
  Pr[b|z	
  =	
  σ]	
  	
  	
  	
  	
  	
  Pr[c|z	
  =	
  σ]	
  ×	
  
σ	
  

(joint	
  distribuIon	
  on	
  leaves	
  a,	
  b,	
  c)	
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Summary:	
  
	
  

 �	
  Tensor	
  decomposiIons	
  are	
  unique	
  under	
  much	
  more	
  
general	
  condiIons,	
  compared	
  to	
  matrix	
  decomposiIons	
  
	
  

 �	
  Jennrich’s	
  Algorithm	
  (rediscovered	
  many	
  Imes!),	
  	
  
and	
  its	
  many	
  applicaIons	
  in	
  learning/staIsIcs	
  
	
  

 �	
  Introduced	
  new	
  models	
  to	
  study	
  overcomplete	
  
problems	
  (R	
  >>	
  n)	
  
	
  

 �	
  Are	
  there	
  algorithms	
  for	
  order-­‐k	
  tensors	
  that	
  work	
  
with	
  R	
  =	
  n0.51	
  k?	
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